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کاربردهای که هستند ریاضیات در مهمی ابزارهای لگاریتمی سوبولف و ابرانقباضی نامساوی های چکیده.

مفاهیم مقاله، این در کرده اند. پیدا اطلاعات نظریه و کامپیوتر علوم هندسه، احتمالات، نظریه آنالیز، در زیادی

می شود. اشاره آن از کاربردهایی به و شده بیان نظریه این اولیه قضایای و

پیش گفتار .١

هر ازای به ∥T∥p→p ≤ 1 یعنی است، Lp نرم تحت انقباضی٢ نگاشت یک T تصادفی١ ماتریس هر

ماتریس های از بعضی است. x 7→ xp تابع بودن محدب از ساده ای نتیجه خاصیت این .1 ≤ p ≤ ∞

می کنند: صدق قوی تری نامساوی در تصادفی

∥Tf∥p ≤ ∥f∥q, ∀f, (١. ١)
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۴١ لگاریتمی سوبولف و ابرانقباضی نامساوی های

است. نانزولی q 7→ ∥f∥q تابع که است قوی تر دلیل این به نامساوی این .1 ≤ q < p ≤ ∞ برای

نامساوی آن به دلیل این به و می کند بیان را T بودن انقباضی از قوی تری گزاره (١. ١) نامساوی نتیجه در

متعلق T وقتی حال این با است. دشواری کار ȍمعمولا ابرانقباضی نامساوی های اثبات ابرانقباضی٣ گویند.

دسته  از استفاده با می توان را ابرانقباضی نامساوی های باشد، تصادفی۴ ماتریسهای از پیوسته نیم گروه یک به

کرد. اثبات لگاریتمی۵ سوبولف نامساوی های نام به نامساوی ها از دیگری

نامساوی های سپس شدند. ظاهر کوانتمی میدان های نظریه مطالعه در ابتدا ابرانقباضی نامساوی های

مورد در اطلاع برای گرفتند. قرار توجه مورد ابرانقباضی نامساوی های با آنها ارتباط و لگاریتمی سوبولف

شاخه های در زیادی کاربردهای نامساوی ها این اخیر سال های در می دهیم. ارجاع [٣] به مطالب این تاریخچه

نامساوی های اثبات ، آمیختگی۶  زمان تقریب به می توان کاربردها  این جمله از کرد ند. پیدا ریاضی مختلف

این از هدف کرد. اشاره بولی توابع آنالیز و هم  محیطی٩ نابرابری های ، ترابری٨ هزینه مسأله ، اندازه٧ تجمع

کاربردهای از بعضی به اشاره و لگاریتمی، سوبولف و ابرانقباضی نامساوی های نظریه از مقدماتی ارائه مقاله

است. آنها

مارکوف نیم گروه های .٢

مجموعه یک Ω می کنیم فرض ابتدا در سادگی برای باشد. احتمال فضای یک (Ω,Σ, π) کنید فرض

را L2(π) مجموعه .x ∈ Ω هر برای π(x) ̸= 0 می کنیم فرض همچنین باشد. عضو دو حداقل با متناهی

داخلی ضرب با همراه f : Ω → R حقیقی توابع خطی فضای

⟨f, g⟩π = E[fg], (٢. ١)

القاء فضا این روی نرم یک داخلی ضرب این است. π احتمال توزیع به نسبت ریاضی امید آن در که بگیرید

می کند:

∥f∥2 = (Ef 2)1/2.

خاص طور به می گیریم. L2(π) عضو ثابت) (تابع تابع یک عنوان به نیز را c ∈ R حقیقی عدد هر اینجا در ما

است برابر f ∈ L2(π) تابع یک واریانس است. 1 برابر x نقطه هر در که می گیریم ثابتی تابع عنوان به را 1
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بیگی ابوالفتح س. ۴٢

با

Varf = E[f 2]− E[f ]2.

مارکوف١٠ نیم گروه یک Tt : L2(Ω) → L2(Ω) خطی نگاشت های از {Tt : t ≥ 0} مجموعه .٢. ١ تعریف

باشند: برقرار زیر خواص اگر می شود خوانده

باشیم داشته s, t ≥ 0 هر ازای به و باشد همانی نگاشت T0 = I (نیم گروه) •

TsTt = Ts+t,

هر و f ∈ L2(π) تابع هر برای که معنی این به باشد پیوسته نگاشتی t 7→ Tt تابع (پیوستگی) •

باشیم: داشته x ∈ Ω

lim
t→0+

Ttf(x) = f(x),

یعنی باشد تصادفی نگاشت یک Tt نگاشت t ≥ 0 هر برای تصادفی) (نگاشت •

(نرمال سازی) Tt1 = 1

بودن) (مثبت Ttf ≥ 0 ∀f ≥ 0,

.x ∈ Ω هر برای f(x) ≥ 0 که است این f ≥ 0 از منظور که

با علاوه، به است. Tt نگاشت های همه مشترک ویژه مقدار 1 عدد نرمال سازی، خاصیت طبق که کنید توجه

می توان مشابه طور به است. Tt ویژه مقدار بزرگترین 1 که داد نشان می توان بودن مثبت خاصیت از از استفاده

هستند. کراندار یکنواخت طور به Tt نگاشت های که داد نشان

واقع در می کند. عمل توزیع ها فضای روی آن ترانهاده لذا می کند. عمل توابع فضای روی Tt تعریف، طبق

آنگاه باشد، Ω روی دلخواه احتمال توزیع یک µ اگر

τ = µTt,

می گیریم. نظر در سطری بردارهای عنوان به را احتمال توزیع های ما اینجا در است. احتمال توزیع یک نیز

f ≥ 0 هر ازای به بودن مثبت خاصیت از استفاده با زیرا است احتمال توزیع یک τ = µTt که کنید توجه

τ(1) = µ(Tt1) = داریم نرمال سازی خاصیت از استفاده با و ، Eτ [f ] = τ(f) = µ(Ttf) ≥ 0 داریم

. µ(1) = 1

Markov semigroup١٠



۴٣ لگاریتمی سوبولف و ابرانقباضی نامساوی های

تعریف زیر صورت به {Tt : t ≥ 0} مارکوف نیم گروه با متناظر لیندبلاد١١ مولد یا عملگر لیندبلاد. عملگر

می شود:

L := − lim
t→0+

1

t
(Tt − I).

خاصیت از استفاده با کار این برای دارد. وجود فوق حد که دهیم نشان باید عملگر این خوش تعریفی برای

داریم کوچک کافی اندازه به ϵ > 0 برای I∥∥∥پیوستگی، − 1

ϵ

∫ ϵ

0

Tsds
∥∥∥ < 1,

حال هستند. وارون پذیر
∫ ϵ

0
Tsds و ϵ−1

∫ ϵ

0
Tsds نتیجه در است. عملگری نرم ∥ · ∥ از منظور اینجا در که

داریم 0 < t < ϵ برای

1

t
(Tt − I)

∫ ϵ

0

Tsds =
1

t

(∫ ϵ

0

Ts+tds−
∫ ϵ

0

Tsds
)

=
1

t

(∫ t+ϵ

t

Tsds−
∫ ϵ

0

Tsds
)

=
1

t

(∫ t+ϵ

ϵ

Tsds−
∫ t

0

Tsds
)
.

داریم
∫ ϵ

0
Tsds وارون در طرف دو هر کردن ضرب با سپس

1

t
(Tt − I) =

1

t

(∫ t+ϵ

ϵ

Tsds−
∫ t

0

Tsds
)
·
(∫ ϵ

0

Tsds
)−1

.

پیوستگی خاصیت از استفاده با لذا

lim
t→0+

1

t
(Tt − I) = (Tϵ − I)

(∫ ϵ

0

Tsds
)−1

.

با است برابر و دارد وجود نظر مورد حد نتیجه در

L = −(Tϵ − I)
(∫ ϵ

0

Tsds
)−1

.

t ≥ 0 هر برای که داد نشان می توان نیم گروهی خاصیت از استفاده با که کنید توجه

d
dtTt = −LTt = −TtL.

نتیجه در

Tt = e−tL.

Lindblad generator١١



بیگی ابوالفتح س. ۴۴

داریم نرمال سازی خاصیت از استفاده با علاوه به

L1 = 0.

هر برای یعنی است، خودالحاق L2(π) روی عملگری عنوان به L می کنیم فرض مقاله این در برگشت پذیری.

داریم f, g ∈ L2(π)

⟨f,Lg⟩π = ⟨Lf, g⟩π,

خودالحاق نیز Tt عملگر ،Tt = e−tL چون که کنید توجه است. شده تعریف (٢. ١) در داخلی ضرب آن در که

داریم و است

⟨f, Ttg⟩π = ⟨Ttf, g⟩π.

نتیجه بالا رابطه آنگاه بگیریم، نظر در {x}, {y} ⊆ Ω مجموعه های مشخصه توابع را f, g اگر خاص طور به

می دهد

π(x)Tt(x, y) = π(y)Tt(y, x), (٢. ٢)

نیم گروه برگشت  پذیری خاصیت تساوی این به است. Tt ماتریس (x, y) درایه Tt(x, y) از منظور آن در که

یعنی ماناست١٢، Tt تحت π احتمال توزیع برگشت پذیری، خاصیت طبق که کنید توجه می شود. گفته مارکوف

داریم ادعا این اثبات برای .πTt = π

πTt(y) =
∑
x

π(x)Tt(x, y) =
∑
x

π(y)Tt(y, x) = π(y),

نشان می توان برگشت پذیری خاصیت از دیگری نتیجه عنوان به کردیم. استفاده Tt1 = 1 از آخر تساوی در که

داریم f تابع هر برای یعنی نمی دهد، تغییر را π به نسبت ریاضی امید Tt که داد

E[Ttf ] = ⟨1, Ttf⟩π = ⟨Tt1, f⟩π = ⟨1, f⟩π = Ef.

. E[Lf ] = 0 داد نشان می توان مشابه طور به

Stationary١٢



۴۵ لگاریتمی سوبولف و ابرانقباضی نامساوی های

روی دلخواهی احتمال توزیع µ کنید فرض است. زیر شرح به شد خواهد استفاده ادامه در که دیگری نتیجه

صورت این در . g = τ/π و τ = µTt دهید قرار همچنین .f(x) = µ(x)/π(x) دهید قرار و باشد Ω

g(x) =
τ(x)

π(x)

=
∑
y

µ(y)Tt(y, x)

π(x)

=
∑
y

µ(y)Tt(x, y)

π(y)

= Ttf(x),

داریم خلاصه طور به کردیم. استفاده (٢. ٢) برگشت پذیری خاصیت از سوم خط در که

µTt
π

= Tt

(µ
π

)
. (٢. ٣)

می شود: تعریف زیر صورت به توابع فضای روی مارکوف نیم گروه یک با متناظر دیریشله١٣ فرم دیریشله. فرم

E(f, g) := ⟨f,Lg⟩π = E[fLg] = − d
dt⟨f, Ttg⟩π

∣∣∣
t=0
.

f تابع هر ازای به یعنی است، مثبت دیریشله فرم که می کنیم ادعا

E(f, f) ≥ 0.

کنید تعریف و r < 0 کنید فرض ادعا این اثبات برای

T̂t = et(rI−L) = ertTt.

نتیجه در
d
dt T̂t = (rI − L)T̂t,

و

(rI − L)
∫ t

0

T̂sds = T̂t − I.

بنابراین .limt→∞ T̂t = 0 داریم است، کراندار Tt و r < 0 چون دیگر طرف از

(rI − L)
∫ ∞

0

T̂sds = −I,

لذا هستند. نامنفی L ویژه مقادیر همه واقع در نیست. L ویژه مقدار r نتیجه در است. وارون پذیر rI −L و

است. مثبت است، آن با متناظر دوخطی فرم که دیریشله فرم است، خودالحاق L که آنجا از

Dirichlet form١٣



بیگی ابوالفتح س. ۴۶

در .L1 = 0 زیرا است، صفر ویژه مقدار یک دارای و نیمه معین مثبت عملگری L که دیدیم طیفی. شکاف

مقدار این تکرر یعنی ، است L صفر ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار تنها 1 بردار که می کنیم فرض مقاله این

مقدار کوچکترین فرض، این با می شود. گفته مارکوف نیم گروه بودن١۴ اولیه خاصیت، این به است. یک ویژه

فضای اینکه و L بودن خودالحاق به توجه با می شود. داده نمایش λ با و نامیده طیفی١۵ شکاف L ناصفر ویژه

داریم است، {f : ⟨f, 1⟩π = Ef = 0} برابر صفر ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار به عمود

λ = inf
E[f ]=0

E(f, f)
E[f 2]

. (۴ .٢)

داد نشان می توان همچنین

λ = inf
f ̸=0

E(f, f)
Varf .

داریم f تابع هر و t > 0 هر ازای به .٢. ٢ گزاره

∥Ttf − Ef∥2 ≤ e−λt∥f − Ef∥2. (۵ .٢)

داریم طیفی شکاف تعریف طبق برهان.

Varf = ∥f − Ef∥22 ≤
1

λ
E(f, f).

داریم نامساوی این از استفاده با گویند. پوانکاره١۶ نامساوی نامساوی، این به

d
dt∥Ttf − Ef∥22 =

d
dt⟨Ttf − Ef, Ttf − Ef⟩

= −2E(Ttf, Ttf)

≤ −2λ∥Ttf − Ef∥22.

معادل طور به یا φ′(t) ≤ −2λφ(t) فوق نامساوی طبق .φ(t) = ∥Ttf − Ef∥22 دهید قرار حال

d
dt lnφ(t) ≤ −2λ.

داریم نامساوی این طرف دو انتگرال محاسبه با

lnϕ(s)− lnϕ(0) =

∫ s

0

d
dt lnϕ(t)dt ≤

∫ s

0

(−2λ)dt = −2λs.

Primitivity١۴

Spectral gap١۵

Poincaré inequality١۶



۴٧ لگاریتمی سوبولف و ابرانقباضی نامساوی های

داریم معادل طور به

ϕ(s) ≤ e−2λs+lnϕ(0) = e−2λsϕ(0) = e−2λs∥f − Ef∥22,

است. (۵ .٢) معادل که

□

میل Ef ثابت تابع به Ttf تابع ،t → ∞ هرگاه ،f هر برای ،L بودن اولیه فرض با گزاره، این طبق

مانای توزیع به µTt احتمال توزیع ،µ احتمال توزیع هر ازای به (٢. ٣) از استفاده با معادل، طور به می کند.

است. نمایی همگرایی این سرعت علاوه به می کند. میل π

قرار می رسانیم. پایان به مارکوف نیم گروه یک از مهم حال عین در ولی ساده، مثالی ارائه با را بخش این

داریم f تابع هر برای نتیجه در است. π احتمال توزیع به نسبت ریاضی امید E آن در که L = I − E دهید

Lf = f − Ef.

داریم E2 = E از استفاده با سپس

Ttf = e−t(I−E)f = e−tetEf = e−t(I + (et − 1)E)f = e−tf + (1− e−t)Ef.

داریم تعریف طبق همچنین

⟨f,Lg⟩π = ⟨f, g − Eg⟩π = E[f(g − Eg)] = E[fg]− E[f ]E[g] = ⟨Lf, g⟩π.

علاوه به است. خودالحاق L بنابراین

E(f, f) = ⟨f,Lf⟩π = E[f 2]− E[f ]2 = Varf ≥ 0,

ویژه مقدار تکرر است، یک رتبه با تصویر عملگر یک E که آنجا از نهایت، در است. مثبت دیریشله فرم یعنی

است. اولیه L و λ = 1 بنابراین هستند. 1 برابر آن ویژه مقادیر باقی و است یک L = I − E صفر

ابرانقباضی نامساوی های .٣

کنید تعریف p ≥ 1 حقیقی عدد هر برای

∥f∥p = (E|f |p)1/p,

احتمال توزیع به نسبت ریاضی امید اینجا در که می کنیم أکید ت است. قبل بخش در 2-نرم تعریف از تعمیمی که

بدست p → ∞ حد از که ∥f∥∞ = maxx |f(x)| می کنیم تعریف p = ∞ ازای به همچنین است. π

است. نرم یک واقع در و می کند١٧ صدق مثلث نامساوی در 1 ≤ p ≤ ∞ برای ∥ · ∥p می آید.

مینکوفسکی ١٧نامساوی



بیگی ابوالفتح س. ۴٨

می کند: صدق زیر رابطه در که می دهیم نشان p̂ با را آن هولدر١٨ مزدوج 1 ≤ p ≤ ∞ هر ازای به

1

p
+

1

p̂
= 1. (٣. ١)

داریم هولدر نامساوی طبق

∥f∥p = max
g ̸=0

⟨f, g⟩π
∥g∥p̂

.

داریم f, g توابع ازای به خاص طور به

|⟨f, g⟩π| ≤ ∥f∥p · ∥g∥p̂.

از استفاده با کلی حالت در و است، کوشی-شوارتز نامساوی همان p = p̂ = 2 ازای به هولدر نامساوی

می شود. اثبات ١٩ یانگ نامساوی

می شود: تعریف زیر صورت به f ≥ 0 نامنفی تابع آنتروپی آنتروپی.

Entπ(f) := E[f ln f ]− Ef lnEf.

تابع بودن محدب از استفاده با که کنید توجه .0 ln(0) = limt→0+ t ln t = 0 می کنیم فرض تعریف این در
کولبک-لیبلر٢٠ واگرایی معیار با می آید ادامه در که صورتی به آنتروپی .Entπ(f) ≥ 0 داریم s 7→ s ln s

کنید تعریف µ, π احتمال توزیع دو برای است. مرتبط

D(µ∥π) =
∑
x

µ(x)
(
lnµ(x)− ln π(x)

)
. (٣. ٢)

f = µ/π برای که درمی یابیم ساده محاسبه ای با حال

Entπ(f) = D(µ∥π).

گزاره این است. شده داده زیر گزاره در که است p-نرم مشتق با آن ارتباط ما برای آنتروپی تابع اهمیت دلیل

می شود. ساده اثبات محاسبه ای با

داریم f ≥ 0 تابع هر ازای به .٣. ١ گزاره

d
dp∥f∥p =

1

p2
∥f∥1−p

p Entπ(fp).

Hölder conjugate١٨

Young’s inequality١٩

KL-divergence٢٠
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که می شود نتیجه گزاره این از شد، ذکر بالا در که آنتروپی تابع بودن نامنفی از استفاده با که کنید توجه

است. اثبات قابل نیز هولدر نامساوی از استفاده با مطلب این است. نانزولی p 7→ ∥f∥p

می شود: تعریف زیر صورت به Tt نگاشت q → p نرم 1 ≤ p, q ≤ ∞ برای عملگری. نرم

∥Tt∥q→p := sup
f ̸=0

∥Ttf∥p
∥f∥q

. (٣. ٣)

که طوری به است c > 0 عدد کوچکترین ∥Tt∥q→p واقع در

∥Ttf∥p ≤ c∥f∥q, ∀f.

کرد. محدود f > 0 توابع به می توان را (٣. ٣) در سوپریمم Tt بودن مثبت خاصیت از استفاده با که کنید توجه

بنابراین . ∥Ttf∥qq ≤ ∥f∥qq داد نشان می توان s 7→ sq بودن محدب از استفاده با توابعی چنین برای

∥Tt∥q→q ≤ 1 ∀q ≥ 1.

نگاشت یک Tt می گوییم مشاهده این به توجه با است. q-نرم هر تحت انقباضی نگاشت یک Tt نتیجه در

معادل طور به یا ∥Tt∥q→p ≤ 1 اگر است ابرانقباضی

∥Ttf∥p ≤ ∥f∥q, ∀f,

نامساوی از قوی تر نامساوی این است، نانزولی p 7→ ∥f∥p چون که کنید توجه .1 ≤ q < p ≤ ∞ برای

است. ∥Tt∥q→q ≤ 1 انقباضی

Tt کردیم فرض ما که آنجا از حال این با است. دشواری بسیار کار ȍمعمولا ابرانقباضی نامساوی های اثبات

کنیم. استفاده کار این برای دیگری ابزارهای از می توانیم است، مارکوف نیم گروه یک به متعلق

با لگاریتمی q-سوبولف نامساوی در {Tt : t ≥ 0} مارکوف نیم گروه می گوییم q > 1 ازای به .٣. ٢ تعریف

باشیم داشته f > 0 تابع هر ازای به اگر می کند صدق c > 0 ثابت

cEntπ(f q) ≤ q2

4(q − 1)
E(f q−1, f). (۴ .٣)

می شود: تعریف زیر صورت به (q → 1+ حد گرفتن نظر در (با q = 1 ازای به نامساوی این

cEntπ(f) ≤
1

4
E(f, ln f). (۵ .٣)

است ثابتی بهترین αq و است α1 با برابر صدق کند، (۵ .٣) نامساوی در که را c > 0 ثابت بهترین واقع در

کند. می صدق (۴ .٣) درنامساوی که
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است، آنتروپی حسب بر فوق نامساوی چپ سمت و می شود ظاهر آنتروپی تابع تعریف در لگاریتم که آنجا از

می شود. گفته لگاریتمی سوبولف نامساوی آن به

،q̂ = q/(q−1) هولدر مزدوج تعریف از استفاده با صورت این در .f = g1/q دهید قرار فوق نامساوی در

با است معادل لگاریتمی q-سوبولف نامساوی

cEntπ(g) ≤
qq̂

4
E(g1/q̂, g1/q), ∀g > 0. (۶ .٣)

با است برابر لگاریتمی q-سوبولف ثابت همچنین

αq = inf
g

qq̂E(g1/q̂, g1/q)
4Entπ(g)

. (٣. ٧)

. αq = αq̂ داریم تساوی این به توجه با

داریم 1 ≤ q ≤ p ≤ 2 هر ازای به (آ) .٣. ٣ قضیه

qq̂E(g1/q̌, g1/q) ≥ pp̂E(g1/p̂, g1/p), ∀g ≥ 0.

لگاریتمی سوبولف ثابت کوچک ترین α2 علاوه به است. ناصعودی [1, 2] بازه روی q 7→ αq نگاشت (ب)

است.

استروک-واروپولوس٢١ (آ) نامساوی است. لگاریتمی سوبولف ثابت تعریف و (آ) ساده نتیجه (ب) برهان.

می کنیم. ارائه متفاوت اثباتی اینجا در ببینید. را [٨] نامساوی این از اثباتی برای می شود. نامیده

دهید قرار f ≥ 0 و t ≥ 0 هر برای

ht(s) = ⟨f 2−s, Ttf
s⟩π.

ht فرد مرتبه از مشتقات همه نتیجه در است. متقارن s = 1 حول ht و ht(2− s) = ht(s) که کنید توجه

داریم و هستند صفر s = 1 در

ht(s) = ht(1) +
∞∑
j=1

cj
(2j)!

(s− 1)2j,

آن در که

cj =
d2j

ds2j ht(s)
∣∣∣
s=1

.

داریم ht(s) تعریف طبق

ht(s) =
∑
x,y

π(x)Tt(x, y)f(x)
2es ln(f(y)/f(x)).

Stroock-Varopoulos inequality٢١
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هر ازای به می گیریم نتیجه بسط این از است. مثبت ضرایب با نمایی توابع خطی ترکیب با برابر ht(s) یعنی

.cj ≥ 0 ،j ≥ 1

کنید تعریف حال

ψt(s) =
ht(s)− ht(0)

(s− 1)2 − s
=

∞∑
j=1

cj
(2j)!

( j−1∑
i=1

(s− 1)2i
)
.

limt→0+ ψt(s)/t نتیجه در است. نانزولی [1,∞) بازه روی ψt(s) می گیریم نتیجه cjها بودن نامنفی از

داریم ht(0) = E[f 2] = h0(s) از استفاده با دیگر طرف از است. نانزولی بازه همان روی

lim
t→0+

ψt(s)

t
=

1

(s− 1)2 − 1
lim
t→0+

ht(s)− ht(0)

t

=
1

(s− 1)2 − 1
lim
t→0+

ht(s)− h0(s)

t

=
1

(s− 1)2 − 1

∂

∂t
ht(s)

∣∣∣
t=0

= − 1

(s− 1)2 − 1

⟨
f 2−s,Lf s

⟩
π
.

بنابراین

s 7→ − 1

(s− 1)2 − 1

⟨
f 2−s,Lf s

⟩
π
,

f =
√
g و 2/(2 − s) = p̂ ، 2/s = p دادن قرار با (آ) نامساوی است. نانزولی [1,+∞) بازه روی

می آید. بدست

□

کنیم. بیان را بخش این اصلی نتیجه می توانیم حال

باشد. اولیه و برگشت پذیر مارکوف نیم گروه یک مولد L کنید فرض .۴ .٣ قضیه

داریم صورت این در (آ)

∥Tt∥q→p ≤ 1, ∀p, q > 1,
p− 1

q − 1
≤ e4α2t.

باشیم داشته q > 1 برای اگر برعکس (ب)

∥Tt∥q→p ≤ 1, ∀p > 1,
p− 1

q − 1
≤ e4ct,

. αq ≥ c آنگاه
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کنید تعریف f ≥ 0 برای همچنین . t(p) = 1
4α2

ln p−1
q−1

کنید تعریف q > 1 برای (آ) برهان.

ψ(p) = ∥f∥q − ∥Tt(p)f∥p.

داریم ٣. ١ گزاره از استفاده با صورت این در

ψ′(p) = − 1

p2
E[gp]

1−p
p

(
Entπ(gp)−

p2

4α2(p− 1)
⟨g1/p̂p , g1/pp ⟩π

)
,

.ψ′(p) ≥ 0 و است برقرار αq ≥ α2 نامساوی ٣. ٣ قضیه طبق دیگر طرف از . gp =
(
Tt(p)f

)p آن در که

داریم p ≥ q هر ازای به بنابراین

ψ(p) ≥ ψ(q) = 0,

کنیم. ثابت می خواستیم که است نامساوی همان این و

و t(p) = 1
4α2

ln p−1
q−1

دهید قرار است. (آ) بخش مشابه اثبات (ب)

ψ(p) = ∥f∥q − ∥Tt(p)f∥p.

ψ′(q) ≥ 0 نتیجه در . ψ(q) = 0 دیگر طرف از . p ≥ q هر ازای به ψ(p) ≥ 0 فرض طبق صورت این در

می دهد. نتیجه را نظر مورد لگاریتمی سوبولف نامساوی ψ′(q) محاسبه حال

□

2-سوبولف ثابت روی پایینی کران است کافی ابرانقباضی نامساوی های اثبات برای ۴ .٣ قضیه به بنا

است . α2 روی بالایی کران طیفی شکاف می دهیم نشان زیر گزاره در بیابیم. α2 یعنی لگاریتمی

.λ ≥ 2α2 .۵ .٣ گزاره

تابع ،0 حول بازه ای در ϵ ازای به اینصورت در باشد. Eg = 0 با دلخواه تابع یک g کنید فرض برهان.

داریم α2 تعریف طبق نتیجه در است. مثبت fϵ = 1 + ϵg

α2 Entπ(f 2
ϵ ) ≤ E(fϵ, fϵ).

می دهد نشان ساده محاسبه ای دیگر طرف از ψ(ϵ) = E(fϵ, fϵ)− α2 Ent(f 2
ϵ ) ≥ 0. بنابراین

ψ(ϵ) = ϵ2
(
E(g, g)− 2α2E[g2]

)
+O(ϵ3).

□ می آید. بدست α2 روی نظر مورد کران (۴ .٢) با مقایسه با نتیجه در .2α2Eg2 ≤ E(g, g) بنابراین

نیم گروه یک از مهمی پارامتر نیز α1 ثابت می آید. به کار ابرانقباضی نامساوی های اثبات برای α2 که دیدیم

می بینیم. ادامه در را آن کاربردهای از یکی که است مارکوفی
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داریم f ≥ 0 و {Tt : t ≥ 0} برگشت پذیر نیم گروه هر ازای به .۶ .٣ گزاره

Entπ(Ttf) ≤ e−4α1tEntπ(f).

داریم لگاریتمی 1-سوبولف نامساوی و E[Ttf ] = Ef از استفاده با برهان.

d
dtEntπ(Ttf) =

d
dtE[Ttf lnTtf ] = −E[LTtf lnTtf ]

= −E(Ttf, lnTtf) ≤ −4α1Entπ(Ttf).

می شود. ثابت گزاره فوق، نامساوی از گرفتن انتگرال و Entπ(Ttf) به طرف دو تقسیم با

□

می رسانیم. پایان به لگاریتمی q-سوبولف ثابت های تانسوری» «خاصیت اثبات با را بخش این

لیندبلاد مولد یک Lk و باشند احتمال فضا های k = 1, . . . , n برای (Ωk, πk) کنید فرض .٣. ٧ قضیه

(Ω̃, π̃) ضربی احتمال فضای بگیرید. Lk لگاریتمی q-سوبولف ثابت را αq(Lk) باشد. k-ام فضای روی

L̃ = L̂1+ · · · L̂n دهید قرار . π̃ = π1⊗· · ·⊗πn و Ω̃ = Ω1×· · ·×Ωn آن در که بگیرید درنظر را

مارکوف نیم گروه مولد L̃ صورت این در . L̂k = I1 ⊗ · · · Ik−1 ⊗ Lk ⊗ Ik+1 ⊗ · · · In آن در که

T̃t = e−tL̃ = e−tL1 ⊗ · · · ⊗ e−tLn ,

داریم و است

αq(L̃) = max
k
αq(Lk). (٣. ٨)

داریم f : Ω̃ → R تابع برای اینصورت در .n = 2 کنید فرض سادگی برای برهان.

⟨f, L̃f⟩π̃ = ⟨f, L̂1f⟩π̃ + ⟨f, L̂1f⟩π̃.

است: زیرجمعی آنتروپی تابع که داد نشان می توان s 7→ s ln s تابع بودن محدب از استفاده با دیگر طرف از

Entπ1×π2f ≤ Eπ1

[
Entπ2(f)

]
+ Eπ2

[
Entπ1(f)

]
.

در با نامساوی دیگر جهت می آید. بدست αq(L̃) ≥ maxk αq(Lk) نامساوی، دو این دادن قرار هم کنار با

صورت به f : Ω1×Ω2 → R اگر واقع در می آید. بدست هستند، مؤلفه یک تابع فقط که fهایی گرفتن نظر

Entπ1×π2(f) = و ⟨f, L̃f⟩π̃ = ⟨g,L1g⟩π1 داریم آنگاه باشد، شده تعریف f(x1, x2) = g(x1)

داریم تعریف به توجه با لذا .Entπ1(g)

max
k
αq(Lk) ≥ αq(L1) ≥ αq(L̃).

□
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مارکوف زنجیره یک با متناظر مارکوف نیم گروه .۴

تصادفی قدم زدن های یا گسسته مارکوف زنجیره های با متناظر مارکوف نیم گروه های از مهم مثالی بخش این در

نامنفی K درایه  های که معنی این به باشد تصادفی ماتریس یک K کنید فرض می کنیم. بیان گراف ها روی

گراف یک روی تصادفی قدم زدن یک وضعیت٢٢ تغییر ماتریس می تواند K مثال برای .K1 = 1 و هستند

گسسته نیم گروه و است، Km برابر قدم زدن m-ام مرحله در وضعیت تغییر ماتریس اینصورت در باشد.

تبدیل برای می کند. توصیف را گسسته زمان های در تصادفی وضعیت قدم زدن تغییر {Km : m ∈ N}

و بگیریم نظر در پیوسته گسسته، جای به را زمان باید پیوسته، مارکوف نیم گروه یک به گسسته نیم گروه این

که این برای علاوه، به بگیریم. حقیقی خط روی تصادفی نقاطی صحیح، اعداد جای به را قدم ها زمان های

فرض می توانیم کار این برای باشد. حافظه بدون باید قدم ها زمان های انتخاب باشد، برقرار مارکوفی خاصیت

t نرخ با پواسون فرآیند یک Nt کنید فرض لذا هستند. پواسون فرآیند یک نقاط قدم ها، زمان های که کنیم

کنید تعریف باشد.

Tt = E[KNt ],

داد نشان می توان صورت این در است. Nt تصادفی متغیر به نسبت ریاضی امید آن در که

Tt = e−t

∞∑
j=0

tj

j!
Kj.

آن در که Tt = e−tL که می شود نتیجه رابطه این از

L = I −K.

فضای روی نگاشتی عنوان به L لیندبلاد مولد باشد، برگشت پذیر π مانای توزیع به نسبت K که این فرض با

بود. خواهد خودالحاق L2(π)

با است برابر مولد این با متناظر دیریشله فرم

E(f, g) = ⟨f, (I −K)g⟩π

=
∑
x

π(x)f(x)
(
g(x)−

∑
y

K(x, y)g(y)
)

=
∑
x

π(x)f(x)
∑
y

(
K(x, y)(g(x)− g(y))

)
=

∑
x,y

π(x)K(x, y)f(x)(g(x)− g(y)).

Transition matrix٢٢
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داریم (٢. ٢) برگشت پذیری خاصیت از استفاده با همچنین کرده ایم. استفاده K1 = 1 از سوم خط در که

E(f, g) =
∑
x,y

π(y)K(y, x)f(x)(g(x)− g(y))

=
∑
x,y

π(x)K(x, y)f(y)(g(y)− g(x)).

داریم فوق رابطه دو میانگین گرفتن نظر در با بنابراین

E(f, g) = 1

2

∑
x,y

K(x, y)π(x)(f(x)− f(y))(g(x)− g(y)). (١ .۴)

صورت این در .K(x, y) = π(y) آن در که باشد بدیهی وضعیت تغییر ماتریس K کنید فرض .١ .۴ مثال

در پرداختیم. آن به ٢ بخش انتهای در که است مثالی همان L = I −K = I − E و Kf = Ef داریم

برابر مولد این طیفی شکاف علاوه به . E(f, f) = Varf و Tt = e−tI + (1 − e−t)E که دیدیم آنجا

است شده داده نشان [۵] در . λ = 1 با است

α2 =
1− 2πmin

ln(π−1
min − 1)

,

آن در که

πmin = min
x
π(x).

آنگاه باشد یکنواخت توزیع π اگر خاص، طور به

α2 =
1− 2

|Ω|

ln(|Ω| − 1)
,

لگاریتم تابع بودن محدب از استفاده با است. ساده تری کار α1 زدن تقریب .α2 = 1/2 آنگاه |Ω| = 2 اگر و

داریم

Entπ(f) = E[f ln f ]− E[f ] lnE[f ]

≤ E[f ln f ]− E[f ]E[ln f ]

= E[f(ln f − E ln f)]

= E(f, ln f).

.α1 ≥ 1/4 بنابراین

داریم λ طیفی شکاف با L مولد هر ازای به .٢ .۴ نتیجه

α2 ≥
(1− 2πmin)λ

ln(π−1
min − 1)

. (٢ .۴)
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داریم ١ .۴ مثال لگاریتمی سوبولف ثابت از استفاده با برهان.

1− 2πmin

ln(π−1
min − 1)

Ent(f 2) ≤ ⟨f, (I − E)f⟩π = Varf.

می آید. بدست نظر مورد نتیجه λVarf ≤ E(f, f) پوانکاره نامساوی از استفاده با سپس

□

صورت این در باشد. رأس n با کامل گراف یال های روی تصادفی قدم زدن ماتریس K کنید فرض .٣ .۴ مثال

[۵] داریم n > 3 اگر و است یکنواخت توزیع π

α2 =
n− 2

(n− 1) ln(n− 1)
,

کران های می دهد. رخ (٢ .۴) نامساوی در تساوی حالت مثال این در واقع در .α2 = 1 داریم n = 2 برای و

برقرارند: نیز α1 روی زیر

n

4(n− 1)
≤ α1 ≤

(1
4
+

1

ln(n+ 1)

) n

n− 1
.

x, y ∈ Ω آن در که بگیرید Ω = {+1,−1}n ابرمکعب روی تصادفی قدم زدن ماتریس را K .۴ .۴ مثال

دهید قرار است. یکنواخت توزیع متناظر، مانای توزیع باشند. متفاوت مؤلفه یک در فقط آنها اگر مجاورند

A =

0 1

1 0

 .

داریم ٣. ٧ قضیه نمادگذاری از استفاده با صورت این در

K =
1

n
(Â1 + · · ·+ Ân).

نتیجه در .α2(I − A) = 1 دیدیم قبل مثال در

α2(I −K) =
1

n
α2(I − A) =

1

n
.

.λ = 2/n همچنین

قدم زدن ماتریس را K باشد. عضوی n مجموع یک روی تقارنی گروه Ω = Sn کنید فرض .۵ .۴ مثال

آن گاه باشد، ترانهش٢٣ یک σ−1σ′ اگر σ, σ′ ∈ Sn جایگشت دو برای آن در که بگیرید Sn روی تصادفی

دوباره .K(σ, σ′) = 0 می دهیم قرار صورت این غیر در و K(σ, σ′) = 2/(n(n − 1)) می کنیم تعریف

Transposition٢٣



۵٧ لگاریتمی سوبولف و ابرانقباضی نامساوی های

است شده داده نشان [۵] در همچنین .λ = 2/(n− 1) داریم است. یکنواخت توزیع متناظر، مانای توزیع

که
1

3n lnn
≤ α2 ≤

1

n− 1
.

داریم: همچنین
1

4(n− 1)
≤ α1 ≤

1

n− 1
.

آمیختگی زمان تقریب .۵

که دیدیم ٢. ٢ گزاره در می پردازیم. لگاریتمی سوبولف نامساوی های مهم کاربردهای از یکی به بخش این در

π به ،t→ ∞ هرگاه µTt احتمال توزیع ،µ احتمال توزیع هر ازای به ،λ > 0 یعنی ،L بودن اولیه فرض با

زمان پارامتر ابتدا کار این برای است. همگرایی این سرعت زدن تقریب بخش این در ما هدف می کند. میل

می کنیم: تعریف را آمیختگی

τmix := min{t : ∥µTt − π∥TV ≤ 1

2e
, ∀µ}, (١ .۵)

است: کلی٢۴ وردش فاصله ∥ · ∥TV از منظور آن در که

∥ρ∥TV =
1

2

∑
x

|ρ(x)| = max
ω:ω(x)∈{±1}

∑
x

ω(x) · ρ(x).

اینجا در باشد. 1/(2e) حداکثر π با µTt کلی وردش فاصله که است t زمان کوچکترین برابر τmix واقع در

بخواهیم اگر که داد نشان می توان که است این در نکته است. دلخواه معیار این تعریف در 1/(2e) عدد انتخاب

.t = τmix ln(1/ϵ) دهیم قرار است کافی بگیریم، فاصله این روی را ϵ > 0 دلخواه کران 1/(2e) کران جای به

داریم کوشی-شوارتز نامساوی از استفاده با می پردازیم. τmix تقریب مسأله به حال

∥µ− π∥TV = max
ω:ω(x)∈{±1}

1

2

∑
x

ω(x) · (µ(x)− π(x))

= max
ω:ω(x)∈{±1}

1

2

∑
x

ω(x)π(x)1/2 · (µ(x)− π(x))π(x)−1/2

≤ max
ω:ω(x)∈{±1}

1

2

√∑
x

ω(x)2π(x) ·
√∑

x

(µ(x)− π(x))2π(x)−1

=
1

2

√∑
x

(µ(x)− π(x))2π(x)−1

=
1

2

∥∥∥µ
π
− 1

∥∥∥
2
,

Total variation distance٢۴
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بنابراین است. µ
π
(x) = µ(x)/π(x) تابع µ

π
از منظور آن در که

∥µTt − π∥TV ≤ 1

2

∥∥∥µTt
π

− 1
∥∥∥
2
.

نتیجه در .f = µ/π آن در که µTt

π
= Ttf, داریم (٢. ٣) از استفاده با حال

∥µTt − π∥TV ≤ 1

2
∥Ttf − 1∥2 =

1

2
∥Ttf − Ef∥2.

داریم ٢. ٢ گزاره از استفاده با پس

∥µTt − π∥TV ≤ 1

2
e−λt∥f − 1∥2.

نتیجه در

max
µ

∥µTt − π∥TV ≤ 1

2
e−λt max

f :f≥0,Ef=1
∥f − 1∥2

=
1

2
e−λt

√
πmin

( 1

πmin

− 1
)2

≤ 1

2

√
1

πmin

e−λt,

.πmin = minx π(x) آن در که

داریم برگشت پذیر مارکوف نیم گروه هر ازای به .١ .۵ قضیه

τmix ≤
1

λ

(
1 +

1

2
ln

1

πmin

)
.

نشان ادامه در می کند. بیان مارکوف فرآیند های همگرایی سرعت زدن تقریب برای استاندارد روشی قضیه این

نامساوی وسیله به که است کرانی از ضعیف تر است، پوانکاره نامساوی از نتیجه ای که فوق، قضیه می دهیم

می آید. بدست لگاریتمی سوبولف

داریم برگشت پذیر مارکوف نیم گروه هر ازای به .٢ .۵ قضیه

τmix ≤
1

4α1

(ln 2 + 2 + ln ln
1

πmin

) ≤ 1

4α2

(ln 2 + 2 + ln ln
1

πmin

).

می کنیم استفاده زیر شرح به پینسکر٢۵ نامساوی از قضیه این اثبات برای

∥µ− π∥2TV ≤ 1

2
D(µ∥π), (٢ .۵)

کلی وردش فاصله تقریب جای به را نامساوی این واقع در است. شده تعریف (٣. ٢) در D(µ∥π) آن در که

داد. خواهیم قرار شد استفاده ١ .۵ قضیه اثبات در که 2-نرم با

Pinsker’s inequality٢۵



۵٩ لگاریتمی سوبولف و ابرانقباضی نامساوی های

با همچنین .ft = Ttf0 داریم صورت این در .ft = µTt

π
دهید قرار µ دلخواه احتمال توزیع برای برهان.

داریم پینسکر نامساوی از استفاده

∥µTt − π∥2TV ≤ 1

2
D(µTt∥π) =

1

2
Ent(ft).

داریم ۶ .٣ گزاره از استفاده با سپس

Ent(ft) ≤ e−4α1t Ent(f0) = e−4α1tD(µ∥π).

داریم µ 7→ D(µ∥π) بودن محدب از استفاده با بنابراین

max
µ

∥µTt − π∥2TV ≤ 1

2
e−4α1t max

µ
D(µ∥π) = 1

2
e−4α1t ln

1

πmin

.

دهیم. قرار 1/(2e)2 برابر را راست سمت است کافی τmix روی نظر مورد کران اثبات برای

□

ابرمکعب گراف روی تصادفی قدم زدن مثال ابتدا می کنیم. مقایسه را فوق قضیه دو مثال هایی ارائه با حال

١ .۵ قضیه از است، یکنواخت توزیع π چون و λ = 2/n که این به توجه با می کنیم. بررسی را (۴ .۴ (مثال

τmix = O(n lnn) داریم ٢ .۵ قضیه از استفاده با دیگر طرف از می آوریم. بدست را τmix = O(n2) کران

شده ln(1/πmin) جایگزین ln ln(1/πmin) ٢ .۵ قضیه در که است این در نکته است. قوی تری کران که

است.

می آوریم، بدست را τmix = O(n2 lnn) کران ١ .۵ قضیه از استفاده با بگیرید. نظر در را ۵ .۴ مثال حال

می دهد. نتیجه را τmix = O(n lnn) قوی تر کران ٢ .۵ قضیه که حالی در

اورنشتاین-اولنبک نیم گروه .۶

به بخش این در پرداختیم. متناهی گسسته مجموعه های روی نیم گروه های به فقط ما گذشته بخش های در

اثبات تاکنون که را گزار ه هایی همه که کنید توجه می پردازیم. پیوسته فضای یک روی نیم گروه یک از مهمی مثال

خواص بررسی و تعریف به جزئیات، به اشاره بدون ما لذا داد. تعمیم نیز پیوسته فضاهای به می توان را شده اند

می پردازیم. اورنشتاین-اولنبک٢۶ نیم گروه

با است برابر σ2 واریانس و a متوسط با R روی N (a, σ2) گاوسی یا نرمال توزیع که می کنیم يادآوری

dν =
1√
2πσ2

e−
(x−a)2

2σ2 dx.

Ornstein-Uhlenbeck semigroup٢۶
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داریم f اندازه پذیر تابع هر برای یعنی

Eν [f ] =
1√
2πσ2

∫ +∞

−∞
fe−

(x−a)2

2σ2 dx.

است. مرکزی حد قضیه در گاوسی توزیع اهمیت

باشند یکسان توزیع با مستقل تصادفی متغیرهای X1, . . . , Xn کنید فرض مرکزی) حد (قضیه .١ .۶ قضیه

صورت این در . Var[Xi] = σ2 و E[Xi] = a که

Sn :=
X1 + · · ·+Xn − na√

n

که معنی این به می کند. میل N (0, σ2) توزیع به n→ ∞ هرگاه

lim
n→∞

Pr[Sn ≤ s] =
1√
2πσ2

∫ s

−∞
e−

x2

2σ2 dx.

کنید تعریف f : R → R رفتار خوش کافی اندازه به تابع برای حال

Lf(x) := xf ′(x)− f ′′(x).

توزیع می کنیم. محاسبه را آن متناظر مارکوف نیم گروه و است لیندبلاد مولد یک L که می دهیم نشان ادامه در

دو هر برای یعنی است. π = N (0, 1) استاندارد نرمال توزیع همان مولد این با متناظر π مانای احتمال

داریم f, g حقیقی تابع

⟨f, g⟩π = E[fg] =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(x)g(x)e−

x2

2 dx.

.L1 = 0 (آ) .٢ .۶ لم

.E[Lf ] = E[xf ′ − f ′′] = 0 (ب)

.⟨f,Lg⟩π = E[f ′g′] = ⟨Lf, g⟩π (ج)

است. برگشت پذیر π توزیع به نسبت L نگاشت (ب) طبق که کنید توجه

بدست می آید: (آ) و (ج) از (ب) همچنین است. واضح تعریف از (آ) برهان.

E[Lf ] = ⟨1,Lf⟩π = ⟨L1, f⟩π = ⟨0, f⟩π = 0.
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می کنیم استفاده جزء به جزء انتگرال از (ج) اثبات برای

⟨f,Lg⟩π = ⟨f, xg′ − g′′⟩π

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(x)

(
xg′(x)− g′′(x))e−

x2

2 dx

= − 1√
2π

∫ +∞

−∞
f(x)

(
g′(x)e−

x2

2

)′
dx

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
f ′(x)g′(x)e−

x2

2 dx

= E[f ′g′].

□

کنید تعریف می کنیم. محاسبه را L مولد با متناظر مارکوف نیم گروه حال

Ttf(x) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f
(
e−tx+

√
1− e−2t y

)
e−

y2

2 dy. (١ .۶)

نوشت: نیز زیر صورت به می توان را Ttf(x) که کنید توجه

Ttf(x) = EY

[
f
(
e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
,

{Tt : t ≥ 0} که می دهیم نشان زیر گزاره در است. استاندارد نرمال توزیع با تصادفی متغیر یک Y آن در که

گویند. اورنشتاین-اولنبک نیم گروه مارکوف، نیم گروه این به است. L مولد با مارکوف نیم گروه یک

.Tt1 = 1 و ، f ≥ 0 اگر Ttf ≥ 0 (آ) .٣ .۶ گزاره

.f کراندار و پیوسته تابع هر ازای به limt→∞ Ttf(x) = E[f ] و limt→0+ Ttf(x) = f(x) (ب)

.TtTs = Ts+t (ج)

TtL = LTt (د)

داریم (ه)

∂

∂t
Ttf(x) = −LTtf(x),

.E[Ttf ] = E[f ] نتیجه در و
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داریم (ج) اثبات برای می گنیم. واگذار خواننده به را (ب) اثبات و است واضح (آ) برهان.

TtTsf(x) = EY

[
Tsf

(
e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
= EYEZ

[
f
(
e−s

(
e−tx+

√
1− e−2t Y

)
+
√
1− e−2sZ

)]
= EYEZ

[
f
(
e−(s+t)x+ e−s

√
1− e−2tY +

√
1− e−2sZ

)]
,

متغیرهای خطی ترکیب که کنید توجه حال هستند. مستقل استاندارد نرمال تصادفی متغیرهای Y, Z آن در که

گاوسی تصادفی متغیر یک e−s
√
1− e−2tY +

√
1− e−2sZ نتیجه در . است٢٧ گاوسی گاوسی، تصادفی

آن در که است N (0, σ2) توزیع با

σ2 = e−2s(1− e−2t) + (1− e−2s) = 1− e−2(s+t).

داریم U استاندارد نرمال توزیع برای بنابراین

TtTsf(x) = EU

[
f
(
e−(s+t)x+

√
1− e−2(s+t) U

)]
= Ts+tf(x).

شد داده نشان که این به توجه با . g(y) := f(e−tx +
√
1− e−2t y) دهید قرار (د) اثبات برای

داریم ،E[Lg] = 0

TtLf(x) = EY

[
Lf

(
e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
= EY

[(
e−tx+

√
1− e−2t Y

)
f ′(e−tx+

√
1− e−2t Y

)
− f ′′(e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
= e−txEY

[
f ′(e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
− e−2tE

[
f ′′(e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
+ EY [Y g

′(Y )− g′′(Y )]

= e−txEY

[
f ′(e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
− e−2tEY

[
f ′′(e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
(٢ .۶)

= x
∂

∂x
EY

[
f
(
e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
− ∂2

∂x2
EY

[
f
(
e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
= x

∂

∂x
Ttf(x)−

∂2

∂x2
Ttf(x)

= LTtf(x).

.[۶] کرد اثبات مرکزی حد قضیه از یافته ای تعمیم نسخه  از استفاده با یا و مستقیم محاسبه با می توان را ادعا ٢٧این



۶٣ لگاریتمی سوبولف و ابرانقباضی نامساوی های

E[Lg] = 0 نتیجه که EY [Y g
′(Y )] = EY [g

′′(Y )] تساوی و g تابع تعریف از دوباره (ه) اثبات برای

می کنیم: استفاده است

∂

∂t
Ttf(x) =

∂

∂t
EY

[
f
(
e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
= EY

[(
− e−tx+

e−2t

√
1− e−2t

Y
)
f ′(e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
= −e−txEY

[
f ′(e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
+

e−2t

1− e−2t
EY [Y g

′(Y )]

= −e−txEY

[
f ′(e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
+

e−2t

1− e−2t
EY [g

′′(Y )]

= −e−txEY

[
f ′(e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
+ e−2tEY [f

′′(e−tx+
√
1− e−2t Y

)
]

= −LTtf(x),

کردیم. استفاده (٢ .۶) رابطه از آخر مرحله در که

□

می پردازیم. مارکوف نیم گروه این لگاریتمی سوبولف ثابت تقریب به حال

داریم صورت این در بگیرید. اورنشتاین-اولنبک نیم گروه مولد را Lf = xf ′ − f ′′ .۴ .۶ قضیه

α2(L) ≥
1

2
.

داریم: f تابع هر برای معادل طور به

Entπ(f 2) ≤ 2⟨f,Lf⟩π = 2E[f ′2] =
2√
2π

∫ +∞

−∞
f ′(x)2e−

x2

2 dx. (٣ .۶)

می کنیم. ارائه اثبات دو قضیه این برای برهان.
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g = f 2 برای بنابراین .limt→∞ Ttg = E[g] و T0g = g داریم g کراندار و هموار تابع برای اول: اثبات

داریم

Entπ(f 2) = E[g ln g]− E[g] lnE[g]

= −
∫ ∞

0

d
dtE

[
Ttg · lnTtg

]
dt

= −
∫ ∞

0

−E
[
LTtg · lnTtg − LTt(g)

]
dt

=

∫ ∞

0

E
[
LTtg · lnTtg

]
dt

=

∫ ∞

0

⟨LTtg, lnTtg⟩dt

=

∫ ∞

0

E
[
(Ttg)

′ · (lnTtg)′
]
dt

=

∫ ∞

0

E
[(Ttg)′2
Ttg

]
dt

دیگر طرف از

Ttg(x) = EY

[
g(e−tx+

√
1− e−2t Y )

]
.

داریم کوشی-شوارتز نامساوی از استفاده با نتیجه در

(Ttg)
′(x) = e−tEY

[
g′(e−tx+

√
1− e−2t Y )

]
= 2e−tEY

[
f(e−tx+

√
1− e−2t Y )f ′(e−tx+

√
1− e−2t Y )

]
≤ 2e−t

(
EY

[
f 2(e−tx+

√
1− e−2t Y )

]
EY

[
f ′2(e−tx+

√
1− e−2t Y )

])1/2

= 2e−t
(
Ttg(x)Tt(f

′2)(x)
)1/2

.

پس
(Ttg)

′(x)2

Ttg(x)
≤ 4e−2tTt(f

′2)(x),

و

Entπ(f 2) ≤
∫ ∞

0

4e−2tE
[
Tt(f

′2)
]
dt

=

∫ ∞

0

4e−2tE
[
f ′2]dt

= 2E
[
f ′2].
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2-سوبولف ثابت با است برابر قضیه این در α2 برای شده ارائه تقریب ،١ .۴ مثال طبق که کنید توجه دوم: اثبات

قضیه همراه به نکته این .Ω = {+1,−1} مجموعه روی یکنواخت توزیع با متناظر I − E مولد لگاریتمی

می دهند. بدست قضیه از دیگر اثباتی مرکزی، حد

،(١ .۴) رابطه و پرداختیم آن به ٣. ٧ قضیه در که لگاریتمی سوبولف نامساوی تانسوری خاصیت از استفاده با

داریم g : {+1,−1}n → R تابع هر برای

Ent(g2) ≤ 1

2
E
[ n∑

i=1

(
g(x1, . . . , xn)− g(x1, . . . ,−xi, . . . , xn)

)2]
. (۴ .۶)

دهید قرار و باشد خوش رفتاری کافی اندازه به تابع f : R → R کنید فرض

gn(x1, . . . , xn) := f
(x1 + · · ·+ xn√

n

)
.

انتخاب {+1,−1}n از یکنواخت طور به (x1, . . . , xn) وقتی x1+···+xn√
n

توزیع مرکزی حد قضیه طبق

میل Entπ(f 2) به n → ∞ هرگاه Ent(g2n) بنابراین می کند. میل استاندارد نرمال توزیع به می شود،

داریم 1 ≤ i ≤ n هر ازای به دیگر طرف از می کند.

gn(x1, . . . , xn)− gn(x1, . . . ,− xi, . . . , xn)

= f
(x1 + · · ·+ xn√

n

)
− f

(x1 + · · ·+ xn − 2xi√
n

)
=

2xi√
n
f ′(x1 + · · ·+ xn√

n

)
+O

(∣∣∣2xi√
n

∣∣∣2)
=

2xi√
n
f ′(x1 + · · ·+ xn√

n

)
+O

( 1
n

)
.

نتیجه )در
g(x1, . . . , xn)− g(x1, . . . ,−xi, . . . , xn)

)2
=

4

n
f ′2(x1 + · · ·+ xn√

n

)
+O

( 1

n3/2

)
,

و
n∑

i=1

(
g(x1, . . . , xn)− g(x1, . . . ,−xi, . . . , xn)

)2
= 4f ′2(x1 + · · ·+ xn√

n

)
+O

( 1√
n

)
.

مرکزی، حد قضیه از استفاده با دوباره حال

E
[
f ′2(x1 + · · ·+ xn√

n

)]
می رسد. اتمام به قضیه اثبات (۴ .۶) در تساوی دو این از استفاده با می کند. میل E[f ′2] به n→ ∞ هرگاه

□



بیگی ابوالفتح س. ۶۶

فوق قضیه حال این با هستند. کراندار و هموار f, g توابع که کردیم فرض سادگی برای فوق اثبات های در

دهیم قرار f ′(x) جای به قضیه این در که است کافی است. برقرار نیز لیپ شیتز توابع برای

f ′(x) := lim sup
y→x

f(y)− f(x)

y − x
.

تکمیلی مطالعات .٧

در که دارند زیادی کاربردهای لگاریتمی سوبولف و ابرانقباضی نامساوی های شد، ذکر هم ȯقبلا که همان طور

اکتفا مباحث این از بعضی به اشاراتی به آخر بخش در لذا نیست. آنها همه به پرداختن برای مجالی مقاله این

می کنیم.

مطالعه مورد نیز هستند p, q < 1 مقادیر با متناظر که معکوس٢٨ ابرانقباضی نامساوی های که این اول

داریم f > 0 مثبت تابع و p < 1 عدد ،T تصادفی ماتریس هر ازای به که است این در نکته می گیرند. قرار

∥Tf∥p ≥ ∥f∥p,

حال گویند. معکوس انقباضی نامساوی نامساوی، این به می شود.٢٩ تعریف قبل همانند ∥ · ∥p آن در که

به متعلق T اینکه فرض با دوباره کرد. تحقیق نامساوی این از قوی تری نامساوی های مورد در قبل مانند می توان

سوبولف نامساوی های از استفاده با می توان را معکوس ابرانقباضی نامساوی های است، مارکوف نیم گروه یک

می دهیم. ارجاع [٨] به زمینه این در مطالعه برای کرد. اثبات لگاریتمی

دارد. زیادی کاربردهای که است لیندبلاد مولد های مثال های مهم ترین از یکی سادگی، عین در ١ .۴ مثال

می توان تانسوری خاصیت از استفاده با حال است. یکنواخت توزیع π و Ω = {+1,−1} کنید فرض

با متناظر نامساوی های و می کند عمل f : {+1,−1}n → R بولی توابع روی که القایی مارکوف نیم گروه

از کلی تر، طور به می دهد. بدست ٣ .۶ قضیه از اثباتی نگاه این که دیدیم خاص طور به کرد. مطالعه را آن ها

این می شوند، ظاهر طبیعی طور به نظری کامپیوتر علوم و ترکیبیات در f : {+1,−1}n → R توابع که آنجا

زمینه این در بیشتر مطالعه برای می شوند. ظاهر بولی توابع آنالیز در و کرده پیدا زیادی کاربرد های نامساوی ها

می دهیم. ارجاع [۴] به

است. اندازه تجمع نامساوی های اثبات در لگاریتمی سوبولف نامساوی های کاربردهای مهم ترین از یکی

هستند. لاگرند٣٠) تا های (نامساوی ترابری هزینه نامساوی های از نتیجه ای نیز خود اندازه تجمع نامساوی های

آنها و هستند ترابری  هزینه نامساوی های از قوی تر لگاریتمی سوبولف نامساوی های که است این در نکته حال

می دهیم. ارجاع [٧] به مباحث این با آشنایی برای می دهند. نتیجه را

Reverse hypercontractivity٢٨

نمی کند. صدق مثلث نامساوی در p < 1 برای ∥ · ∥p که می کنیم أکید ت ٢٩

Talagrand’s inequality٣٠



۶٧ لگاریتمی سوبولف و ابرانقباضی نامساوی های

نامساوی های البته هستند. هم  محیطی نامساوی های با مرتبط همچنین لگاریتمی سوبولف نامساوی های

استفاده با را ٣ .۶ قضیه می توان خاص طور به هستند. لگاریتمی سوبولف نامساوی های از قوی تر هم محیطی

می دهیم. ارجاع [٩ ،٢] به زمینه این در بیشتر اطلاعات برای کرد. اثبات هم محیطی نامساوی یک از

قضیه این می توان تانسوری خاصیت از استفاده با اینکه اول نکته است. تعمیم قابل وجه چند از ٣ .۶ قضیه

تعمیم نیز است، Rn روی لاپلاس عملگر ∆ و گرادیان عملگر ∇ آن در که L = x · ∇ −∆ مولد برای را

توزیع آن با متناظر مانای توزیع و می کند عمل f : Rn → R توابع فضای روی عملگر این که کنید توجه داد.

فرم به π توزیع کنید فرض که این دوم نکته است. n-بعدی گاوسی

dπ = e−V dx,

با است برابر احتمال توزیع این با متناظر لیندبلاد مولد است. محدب تابعی V (x) آن در که است

L = ∇V · ∇ −∆.

معین نیمه مثبت Hess(V )−cI ماتریس ،cمثبت ثابت برای اگر که می کند بیان بکری-امری٣١ مهم قضیه حال

.α2(L) ≥ c/2 آنگاه است، همانی ماتریس I و است V تابع هسیان٣٢ ماتریس Hess(V ) آن در که باشد

قابل نیز خمیده به فضاهای بکری-امری قضیه که این سوم نکته است. ٣ .۶ قضیه از تعمیمی این که کنید توجه

زمینه این در بیشتر مطالعات برای می شود. ظاهر α2 تقریب در نیز فضا انحنای صورت، آن در که است تعمیم

می دهیم. ارجاع [٩ ،٢] به

مراجعه [٢ ،١] به اطلاعات نظریه و احتمال نظریه در ابرانقباضی نامساوی های از کاربردی برای انتها در

کنید.

Bakry-Emery criterion٣١

است. ∂2

∂xi∂xj
V برابر آن (i, j) درایه و است n× n ماتریسی هسیان ٣٢ماتریس
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