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یادگیری در مهمی نقش که است انتگرال و دیفرانسیل حساب مفاهیم بنیادی ترین از مشتق مفهوم چکیده.

از بسیاری مفهوم، این اهمیت وجود با می کند. ایفا مختلف علوم در آن کاربردهای و ریاضی پیشرفته مباحث

یادگیری دشواری های از بسیاری هستند. مواجه چالش هایی با آن مفهومی درک در دانشجویان و دانش آموزان

مفهوم این اثباتی و جبری هندسی، نمایش های میان ارتباط برقراری در یادگیرندگان ناتوانی از ناشی مشتق

شده انجام ریاضی تفکر جهان سه نظریه چارچوب در مشتق مفهوم تبیین هدف با حاضر پژوهش است.

ارتباط بر و می دهد قرار بررسی مورد اثبات و نمادین تجسمی، جهان سه در را ریاضی تفکر نظریه، این است.

تفکر جهان سه نظری مبانی ابتدا مقاله، این در دارد. کید تأ عمیق یادگیری شکل گیری در جهان ها این میان

شرح و نمایش جهان ها این از یک هر در مشتق مفهوم مختلف بازنمایی های سپس و شده معرفی ریاضی

و یادگیری موانع شناسایی به می تواند ریاضی تفکر جهان سه چارچوب از بهره گیری همچنین، است. شده داده

به هم زمان توجه اساس، این بر کند. کمک مشتق مفهومی درک ارتقای برای مؤثر آموزشی راهبردهای طراحی

در مفهوم این پایدارتر و عمیق تر یادگیری زمینه ساز می تواند مشتق آموزش در اثباتی و نمادین تجسمی، ابعاد

باشد. دانشجویان و دانش آموزان
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مقدمه .۱

و می کند ایفا تغییر نرخ و تغییر درک در مهمی نقش ریاضیات، از اساسی شاخه ای عنوان به انتگرال، و دیفرانسیل حساب

می دهد، تشکیل را واقعی دنیای مختلف مسائل حل اساس و پایه تنها نه مشتق .[۱۸ ،۱۷] است آن اصلی مفاهیم از یکی مشتق

حساب در مباحث مهم ترین از یکی مشتق مفهوم می کند. عمل نیز پیشرفته ریاضی مطالعات برای اساسی مفهوم یک عنوان به بلکه

تحلیل و تجزیه و اقتصاد مهندسی، علوم، در پیشرفته موضوعات از بسیاری اساس و پایه عنوان به و است انتگرال و دیفرانسیل

را عملی مسئله حل مهارت های هم و ریاضی استدلال هم تا می کند کمک کارشناسی دانشجویان به مشتق درک می کند. عمل داده ها

می کنند، دنبال را مرتبط رشته های یا ریاضیات که دانشجویانی برای مشتق اساسی اصول از قوی درک بنابراین، .[۱۱] دهند توسعه

چالش هایی با مشتق مفهومی درک در دانشجویان و دانش آموزان از بسیاری آن، اهمیت علی رغم حال، این با .[۱۹] است ضروری

و فرمول ها نمودار، اساس بر که مشتق رسمی تعریف میان پیوند در شفافیت نبود از معمولا چالش ها این .[۳۱] هستند روبرو

باعث ارتباط عدم این می گیرند. نشأت می روند) به کار محاسبات انجام برای معمولا (که مشتق گیری قضایای و شده بنا اثبات ها

اساسی، اصول کامل درک بدون مشتق گیری، قوانین اعمال مانند رویه ای، روش های به شدت به دانشجویان و دانش آموزان می شود

.[۳۳ ،۶] کنند تکیه نمودار ترسیم در ناتوانی و شکل تجسم عدم

مثال، عنوان به .[۳۴] می کند اندازه گیری را دیگر کمیت به نسبت کمیت یک تغییر سرعت مشتق، مفهوم می دارد بیان ۱ توماس

مشتق اقتصاد، در نهایی هزینه است. زمان به نسبت جمعیت مشتق جمعیت، رشد نرخ است. زمان به نسبت مکان مشتق سرعت،

بسیاری بهینه سازی، در می کند. ضروری واقعی دنیای پدیده های تحلیل و تجزیه برای را مشتق امر، این است. تولید به نسبت هزینه

شرکت، یک برای سود حداکثر قبیل از مواردی تعیین به مشتق هستند. تابع یک مقدار حداقل یا حداکثر یافتن شامل عملی مسائل از

گسترده طور به بهینه سازی واقع، در .[۳۵] می کند کمک منابع تخصیص بهترین و مهندسی در بهینه طراحی ابعاد تولید، هزینه حداقل

مهندسی علوم پیشرفته، ریاضیات مبانی تابع، رفتار تحلیل برای علاوه، به می شود. استفاده عملیات در تحقیق و مهندسی تجارت، در

.[۲۴ ،۲۳] دارد علوم این پیشبرد در اساسی نقشی زیربنایی مفهوم یک عنوان به مشتق اقتصاد، و

برای قدرتمند ابزاری آنها هستند. ریاضی تکنیک یک از بیش چیزی مشتقات کارشناسی، دانشجویان برای ۲ دوندرایا دیدگاه از

مهندسی، علوم، در پیشرفته مطالعات برای آماده سازی و واقعی دنیای سیستم های مدل سازی بهینه سازی، مسائل حل تغییر، درک

کاربردهای از هم و تحصیلی موفقیت از هم که می کند ایجاد قوی تحلیلی پایه مشتقات، بر تسلط می دهند. ارائه داده علوم و اقتصاد

کارشناسی دانشجویان از بسیاری اما است، اساسی انتگرال و دیفرانسیل حساب در مشتق اگرچه .[۱۳] می کند پشتیبانی حرفه ای

می شوند. ناشی رویه ای مهارت های فقدان از هم و مفهومی درک عدم از هم چالش ها این می دانند. دشوار را آن یادگیری

به حد مفهوم از استفاده با مشتق .[۱۸ ،۱۲] است یادگیری چالش های رایج ترین از یکی مشتق حد مفهوم درک در دشواری

یک چگونه اینکه درک برای دانش آموزان و دانشجویان از بسیاری می شود. تعریف f ′(x) = limh→0
f(x+h)−f(x)

h صورت

دانش آموزان و دانشجویان می شوند. مواجهه مفهومی متعدد موانع با شود، نزدیک آن به مقدار یک به رسیدن بدون می تواند کمیت

را مختلفی اشتباهات کنند. درک کامل طور به را اساسی ایده این اینکه بدون می کنند تلاش مشتق گیری قوانین کردن حفظ بر اغلب

سخت را مشتق مشتق، مفهوم در حد درک فقدان با بنابراین، می شوند. مشکل دچار نهایی جواب کردن پیدا در و می شوند مرتکب

.[۲۷] می کنند تصور

مشتق مفهوم یادگیری فرآیند در دانش آموزان و دانشجویان دیگر مشکل مشتق، جبری و گرافیکی نمایش های اتصال در ناتوانی

بسیاری .[۳۲ ،۲۰] گرفت نظر در ریاضی فرمول یک و تغییر لحظه ای نرخ مماس، خط شیب صورت به می توان را مشتق می باشد.

را f(x) = x2 تابع نمودار ،۱ شکل مثال، برای دارند. مشکل نمایش دو هر اتصال در اما می فهمند را نمایش یک دانشجویان از
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محاسبه درستی به را مشتق است ممکن دانشجویان و دانش آموزان و می کند توصیف نقطه هر در را شیب آن مشتق که می دهد نشان

را موضوع این فرمول این .f ′(x) = 2x با است برابر تابع این مشتق دارند. مشکل نمودار در آن معنای تفسیر در اما کنند،

تابع نمودار است. ۲x با برابر تابع این نمودار از نقطه هر در مماس خط شیب اشاره، مورد دوم درجه تابع برای که می کند مشخص

در و ۴ شیب ، x=۲ در ،۲ شیب ، x=۱ در است، ۰ شیب ، x=۰ در مثال برای گفت می توان است. شده ارائه شکل در دوم درجه

است. −۲ شیب x=−۱،

دوم درجه تابع نمودار :۱ شکل

یک در سرعت درک اما هستند، آشنا زمانی دوره یک در متوسط سرعت با دانش آموزان نیست. شهودی لحظه ای تغییر نرخ ایده

یادگیری مشکلات نیز مشتق گیری قوانین حفظ .[۲۷ ،۱۶] دارد تجسمی درک و انتزاعی تفکر از بالاتری سطح به نیاز دقیق لحظه

هندسی تعبیر و ارتباط فهم و درک بدون آنها سپردن خاطر به و می باشند انتزاعی فرمول فقط چون می آورد، وجود به یادگیرندگان برای

مهم ترین از مشتق جبری و هندسی حالت بین ارتباط برقراری در ناتوانی معتقدند همکاران و هاشمی بود. خواهد سخت ضابطه ها

.[۱۸] است آن یادگیری و درک موانع

آن هندسی و جبری نمایش به توجه ویژه به مشتق یادگیری در خود مشکلات بر غلبه برای یادگیرندگان به کمک برای روش هایی

از دانشجویان و دانش آموزان درک به کمک برای ریاضی تفکر جهان سه ارائه مورد در گسترده ای کاملا مطالعات است. شده معرفی

در بسزایی سهم ریاضی جهان سه بر مبتنی ریاضی تفکر می رسد نظر به .[۵ ،۳۶ ،۳۷ ،۲۶ ،۲۵ ،۱۵ ،۱۴] دارد وجود مشتق مفهوم

تفکر اساس بر جدید روش های از برخی اگرچه .[۱۲ ،۱۸] است داشته مشتق مانند اساسی مفاهیم یادگیری در دانش آموزان به کمک

،[۱۰] یزدانفر چون افرادی تحقیقات به بنا اما است، شده پایه گذاری مشتق مفهوم یادگیری در دانش آموزان به کمک برای ریاضی

دبیرستان مقطع دانش آموزان ،[۹] زفرقندی سمیعی و داشته نوریان، و [۱] آذرنگ ،[۷] حسام و گویا ،[۲] آقایی ،[۴] رکنابادی

از توأم استفاده در جدی موانع و مشکلات با دارند، سروکار ایران در انتگرال و دیفرانسیل حساب درس با که دانشجویانی حتی و

هستند. مواجه مشتق یادگیری فرآیند در جبر و نمودار

و دانش آموز ذهن در مشتق مفهوم شکل گیری چگونگی تبیین دیفرانسیل، حساب مفاهیم چندلایه و انتزاعی ماهیت به توجه با

مشتق یادگیری زیرا نیست، امکان پذیر رسمی تعاریف به کارگیری یا نمادین رویه های اجرای در او توانایی بررسی با صرفاً دانشجو،

نظریه ازاین رو، .[۲۷] است رسمی و انتزاعی استدلال های و نمادین دست کاری های تجسمی، و شهودی تجربه های میان پیوند مستلزم

از مجموعه ای کسب به یادگیری تقلیل جای به زیرا می کند، فراهم فرایند این تحلیل برای مناسب چارچوبی تال ریاضی تفکر جهان سه

انعطاف پذیری و ساخت به ریاضی، پدیده های تجربه و ادراک از دانشجو یا و دانش آموز شناختی تحول چگونگی الگوریتم ها، و قواعد

مشتق مفهوم در به ویژه چارچوب این می دهد. قرار توجه مورد را مفاهیم ساختاری و رسمی درک به سپس و نمادها از استفاده در
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فرایند یک حاصل تجسمی، جهان در تغییر نرخ و مماس شیب به عنوان را مشتق هم زمان بتواند باید یادگیرنده چون دارد. اهمیت

تال نظریه از استفاده بنابراین، .[۱۸] کند درک رسمی جهان در حد دقیق تعریف بر مبتنی مفهومی و نمادین، جهان در جبری و حدی

محاسباتی فرایند یک چگونه که گردد روشن و شود شناسایی سطوح این میان شناختی گذارهای و پیوندها گسست ها، می دهد امکان

تبدیل انتزاعی ذهنی ساختار یک به مفهوم به فرایند از گذار و کپسوله سازی پروسپت، طریق از تفاضلی، خارج قسمت تشکیل مانند

بیشتر این حال، با آورد. فراهم مشتق مفهوم سازی فرایند عمیق تر تبیین برای جامع چارچوبی می تواند نظریه این ازاین رو، می شود؛

سه بر مبتنی ریاضی تفکر اینکه به توجه با برمی گردد. توابع ضابطه با آن ارتباط و مشتق نمودار صحیح درک عدم به آن ها مشکلات

مفهوم رفتار چگونگی دانستن با می رسد نظر به ،[۳۰] آید حساب به می تواند مشتق یادگیری ارتقای جهت مؤثر روشی ریاضی جهان

عملیاتی چارچوب های قالب در نظریه این کاربستن به با را مفهوم این یادگیری کج فهمی های و بدفهمی ها نظریه این بستر در مشتق

است. شده پرداخته نظریه این بستر در مشتق نمایش و رفتار و ریاضی تفکر جهان سه معرفی به مقاله این در بنابراین، نمود. مرتفع

ریاضی تفکر جهان سه نظریه  .۲

و کنند مفهوم سازی را ریاضی مختلف موضوعات انواع آن ها در که می کردند کار روش هایی روی ۲۰۰۱ سال از ۳ تال و گری

جبر حساب، در مطالعه مورد مفاهیم و چندوجهی) دایره ها، خطوط، نقاط، (مانند هندسه در تشکیل شده اشکال بین تمایز به به ویژه

به هندسی مفاهیم توسعه که رسیدند نتیجه این به آن ها .[۱۵] بودند علاقه مند حدود) جبری، عبارات (اعداد، نمادین حساب و

به ابتدا اشکال آن در که است شده داده توضیح ۱۹۸۶ سال در ۴ ون هیل توسط که است هندسه پیشرفت و طبیعی رشد از تبعیت

این نهایت در و می شود پرداخته آن ها ویژگی های و جزئیات توصیف به سپس می شوند، درک کامل کل شیء یک یا گشتالت عنوان

شمارش فرآیند شدن انتزاعی طریق از جبر و اعداد این حال، با می شوند. تبدیل اثبات و استنباط برای مناسب تعاریف به توصیف ها

به سپس و نمادین صورت به فرآیندها ابتدا آن در که شد انجام متوالی صورت به مفاهیم توسعه طریق از آن ها گسترش و شدند آغاز

.[۲۹] جبری عبارات دستکاری قابل مفهوم و توان ضرب، جمع، مانند می شدند، استفاده مفاهیم عنوان

آن ها بودند. علاقه مند حدود) ایده و (تقریب نزدیک بی نهایت بالقوه فرآیند یک به عنوان حد مفهوم به تال و گری مثال، برای

در می رسد. پیشرفته ریاضیات در اثبات به و می شود شروع ریاضی ابتدایی مفاهیم تجربه های از که می کردند بررسی را فکری مسیر

آن ها از صوری اثبات با دیگر ویژگی های سپس و می شوند بیان تعاریف و بدیهیات به صورت ابتدا مشخص ویژگی های مسیر، این

،[۱۵] دارد وجود شیء یک از متفاوت اساساً نوع چهار) احتمالا (یا سه که کردند ارائه را ایده این تال و گری می گردند. استنتاج

آنچه از که آن هایی است. کشف برای اشیاء مطالعه منظور که می آیند وجود به ( ۵ پیاژه بیان (در تجربی انتزاع طریق از که آن هایی

مجردسازی ذهنی صورت به و نمادین مفاهیم عنوان به که شمارش) (مانند اعمال بر تمرکز از ناشی نامید شبه تجربی انتزاع پیاژه

رویکرد در موجود موارد از که آن هایی و می شوند، ناشی منطقی استنتاج های و ویژگی ها مطالعه از که آن هایی و عدد)، (مانند می شوند

از پیچیده تری نسخه اساساً (که کرد ساختارمند را بازتابی انتزاع مفهوم همچنین پیاژه .[۱۸] می شود ناشی ریاضیات به مدرن اثبات

این سپس می شوند، پرداخته آن ها به معمول صورت به که است ذهنی اشیاء روی اعمال بر تمرکز آن در که است) شبه تجربی انتزاع

.[۱۵] می شوند گرفته نظر در بالاتر سطح در ذهنی نمادهایی عنوان به و می شوند تبدیل مفهوم به فرآیند یک طی اشیاء

ناشی طبیعی تجسم های از نمادین مفاهیم از بسیاری که می دهد نشان تال و گری فعالیت سیر که است باور این بر ۶ متاکسس

قابل معین فرآیند یک از افراد مواقع، از بسیاری در حقیقت، در می شوند[۲۲]. منتهی پیچیده تری نمادگرایی به سپس و می شوند

3Gray and Tall
4Van Hile
5Piaget
6Metaxas



هاشمی نوروز ۸۸

برای اتفاق این می دهند. انجام قبلی آموخته شده عملیات تکرار اساس بر معمولی روش به را رویه ها عوض در و نمی کنند استفاده تفکر

همچنین، بیفتد. اتفاق موفقیت آمیز بسیار شیوه ای به می تواند هستند ناموفق مفهوم یک یادگیری در که دانشجویان و دانش آموزان

نشان موضوع این همچنین، ندارند. نظر مورد فرد برای طبیعی مفهومی تجسم که می شوند انجام نمادهایی روی آشنا رویه های آن در

.[۱۸] شود منجر معنادار مفهومی تجسم یک به پایان در می تواند نمادین دستکاری از استفاده زمان، گذشت با که می دهد

تدوین به منجر رسمی، ریاضیات به مدرسه ای ریاضیات از تفکر انتقال با ارتباط در اخیر مطالعات در ۷ تال علمی فعالیت های

تجسمی جهان در مفهومی تجسم سازی روش سه به را ریاضی تفکر چارچوب، این است. شده ۸ ریاضی جهان سه نظری چارچوب

دنیای .[۲۸] می کند ارائه ۱۱ برهان و اثبات جهان در موضوعی اصل صورت گرایی و ۱۰ نمادین جهان در عملیاتی نمادسازی ، ۹

نمادسازی دنیای اما می باشد، هیستوگرام و نمودار شکل، روی ریاضی عملیات و تفکر مفاهیم، درک شامل مفهومی، تجسم سازی

اثبات هاست و انتزاع بر مبتنی موضوعی اصول و صوری روابط برهان، جهان در فرمول هاست. و نمادها اساس بر محاسبات شامل

می باشد. آن جزئیات و ریاضی جهان سه نظریه  مؤلفه های بیانگر ۲ شکل .[۳۳ ،۳۰ ،۲۱ ،۱۸]

برهان یا اثبات جهان و نمادین جهان تجسمی، جهان بر مشتمل ریاضی تفکر جهان سه می دهد، نشان ۲ شکل که همان طور

نمادین نمادین، و تجسمی جهان دو اشتراک است. شده ارائه آن ها در تفکر چگونگی و ریاضی جهان های اشتراکات که می باشند

و اثبات جهان هم پوشانی در تجسمی اثبات و نمادین اثبات همچنین است. تجسمی نماد و نمادگرایانه تجسم تفکر با تجسم یافته

سه تلاقی در است، ریاضی جهان سه بر مبتنی تفکر همان که یکپارچه کاملا تفکر است. تجسمی و نمادین جهان با ترتیب به برهان

جهان دو در مفاهیم مبنای بر تعاریف از ریاضی، تفکر در شناختی توسعه سیر ،۲ شکل به توجه با .[۳۰ ،۲۸] می شود حاصل جهان

.[۳۰] می رود پیش برهان و اثبات جهان در تعاریف مبنای بر مفاهیم اثبات سوی به نمادین و تجسمی

تحول و رشد فرایند واقع، در و است ریاضی نمایش های انواع از ساده طبقه بندی یک از فراتر ریاضی تفکر جهان سه نظریه

از حرکت مستلزم ریاضی یادگیری چارچوب، این در می کند. تبیین را ریاضی مفاهیم بازسازی و ساخت در دانش آموز شناختی

مفاهیم از یکی است. مفاهیم از انتزاعی و رسمی درک شکل گیری نهایت، در و نمادین دست کاری به تجسمی و ادراکی تجربه های

انجام برای را الگوریتم یا فرایند یک ابتدا دانش آموز که معنا این به .[۲۹] است ۱۲ مفهوم به فرایند از گذار فرایند، این در محوری

این در می کند. درک خود ذهن در مستقل مفهوم یا موجودیت یک به عنوان را فرایند همان به تدریج اما می آموزد، ریاضی عمل یک

همچنین، است. آن از حاصل مفهوم و آن توسط تولیدشده فرایند ریاضی، نماد میان هم زمان پیوند بیانگر ۱۳ فرهوم مفهوم میان،

قابل و ذهنی اشیای به دانش آموز ذهن در به تدریج اجرایی، و پویا فرایندهای زیرا دارد، تحول این در مهمی نقش ۱۴ کپسوله سازی

شناختی تحول برای را زمینه انتزاعی، ساختارهای به عینی تجربه های از و مفهوم به فرایند از تحول این .[۳۲] می شوند تبدیل بررسی

طریق از صرفاً نه را ریاضی مفاهیم می شود قادر بالاتر سطوح در دانش آموز به طوری که .[۳۱] می کند فراهم ۱۵ صوری تفکر سوی به

مفهوم است شایسته می رسد نظر به کند. تحلیل و درک رسمی استدلال های و ویژگی ها تعاریف، روابط، اساس بر بلکه عملیات، انجام
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۸۹ ریاضی تفکر جهان سه در مشتق بازنمایی

[۲۸] آن ها ارتباطات و ریاضی جهان سه نظریه  :۲ شکل

بازنمایی های تبیین در آن از بتوان تا شود تبیین ریاضی تفکر جهان سه منظر از مشتق، مفهوم یعنی پژوهش، این در نظر مورد ریاضی

کرد. استفاده یادگیری فرایند در مشتق

ریاضی جهان سه منظر از مشتق مفهوم .۳

مشتق دبیرستان، دوره  در است. دیگر علوم و ریاضیات در وسیع کاربردهای دارای که است ریاضی اساسی مفاهیم از یکی مشتق

در متوسطه دوره  در مشتق مفهوم درباره  .[۹] است بوده مواجه اساسی چالش های با آن یادگیری همیشه که می باشد مهم مفاهیم از

و حد تابع، مفاهیم از بعد یعنی است، شده پرداخته آن به جدی صورت به دوازدهم سال حسابان کتاب در که گفت می توان ایران

خط یافتن تاریخی مسئله حل برای زیادی زمان می شود. شروع خط یک شیب از مشتق، مفهوم مورد در اولیه ایده  .[۳] پیوستگی

ولی است بوده مشخص گذشته زمان های از دایره یک بر مماس خط مفهوم است. شده صرف منحنی یک از نقطه یک در مماس

یک به دانشگاهی و دبیرستانی درسی منابع در سپس و گردید مطرح میلادی هفدهم قرن اوایل از منحنی بر مماس خط معادله یافتن

شکل در که داد نشان جهان سه هر در ریاضی تفکر نظریه اساس بر را مشتق مفهوم [۲۹] تال همچنین، .[۸] گردید تبدیل مهم مفهوم

تجسمی، جهان قبیل از ریاضی جهان سه به توجه با f(x) = cosx مثلثاتی تابع برای مشتق مفهوم ،۳ شکل در است. آمده ۳

.[۲۹] است شده داده نشان اثبات جهان و نمادین جهان

رسم شده نمودار و شکل در مفهوم یک به مربوطه جزئیات دادن نشان و توابع نمودار رسم ریاضی، تفکر اول جهان در اصلی رکن

خط و تماس نقطه در مماس خط با همراه تابع نمودار رسم هندسی، تعبیر از استفاده اول، جهان در مشتق مفهوم نمایش است.

نمایش مشتق مفهوم برای که است مهم جبری علامت های و نشانه ها از استفاده دوم، جهان در می باشد. تابع یک منحنی بر عمود

در آن ها از استفاده با اثبات و δ و ϵ از استفاده است. نظر مورد آن به مربوط عملیات های همچنین و آن نمادین و جبری حالت

دوره عمومی ریاضی و آنالیز در و بوده دبیرستان از فراتر که است ریاضی تفکر سوم جهان در مفهوم این نمایش مشتق، مفهوم آموزش

مشتق مفهوم موضوع، شدن روشن تر برای .[۲۹] است نشده آن جزئیات وارد دلیل همین به نیز ۳ شکل در تال و است دانشگاهی

است. شده ارائه ۱ جدول در ریاضی تفکر جهان سه منظر از مثال یک با سپس و کلی حالت در ابتدا
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[۲۹] ریاضی جهان سه در مشتق مفهومی ساختار :۳ شکل

ریاضی جهان سه در مشتق از نمایش هایی :۱ جدول

سوم جهان دوم جهان اول جهان

اثبات برای که است نظر مورد δ و ϵ از استفاده

نمی گیرد. قرار استفاده مورد دوازدهم پایه در مشتق

∀ϵ > 0∃δ > 0; 0 < |x− a| < δ →

| (f(x)− f(a))

(x− a)
− L| < ϵ

f ′(a) = limh→0
f(a+h)−f(a)

h

اثبات برای که است نظر مورد δ و ϵ از استفاده

نمی گیرد. قرار استفاده مورد دوازدهم پایه در مشتق

∀ϵ > 0∃δ > 0; 0 < |x− 2| < δ →

| (f(x)− f(2))

(x− 2)
− 4 |< ϵ

f(x) = x2 + 1 ⇒

f ′(x) = limx→2
f(x)−f(2)

x−2

= limx→2
x2+1−5

x−2

= limx→2
x2−4
x−2

= limx→2 x+ 2 = 4
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براساس آموزش و تحلیل و آن ها شکل رسم و توابع نمودار رسم اول جهان در است، شده داده نشان بالا جدول در که همان طور

و جبری کاملا آموزش و عملیات تمام دوم جهان در که حالی در می باشد؛ هدف هندسی و تجسمی صورت به شکل ها و نمودارها

می گیرد. قرار بحث مورد ریاضی آنالیز در و است دبیرستان دوره حسابان از فراتر که است اثبات هدف سوم، جهان در است. نمادین

دانشگاهی و دبیرستانی سرفصل های در ریاضی تفکر نظریه براساس ریاضی جهان سه در مشتق مفهوم از نمایش هایی این که به توجه با

جهان سه نظریه از استفاده می رسد نظر به گردید، ارائه آن از نمونه هایی نیز ۱ جدول و ۳ و ۲ شکل های در و بوده کید تأ مورد همیشه

و اثربخش می تواند مشتق مفهوم یادگیری فرآیند در دانشجویان و دانش آموزان یادگیری مشکلات رفع به کمک برای ریاضی تفکر

باشد. مفید

نتیجه گیری .۴

منسجم و جامع به صورت ریاضی تفکر جهان سه نظریه چارچوب در می توان را مشتق مفهوم که داد نشان مطالعه این نتایج

برقرار ارتباط مشتق مفهوم با هندسی نمایش های و مماس خط شیب نمودارها، طریق از یادگیرندگان تجسمی، جهان در کرد. تبیین

رسمی تعریف اثبات، جهان در و می گیرد قرار بررسی مورد جبری و محاسباتی فرایند یک به عنوان مشتق نمادین، جهان در می کنند.

دانش آموزان دشواری های از بسیاری که است آن از حاکی پژوهش ادبیات بررسی می شود. مطرح آن با مرتبط منطقی استدلال های و

است. آن ها بین انعطاف پذیر انتقال و نمایش نوع سه این میان ارتباط برقراری در ناتوانی از ناشی مشتق یادگیری در

تحلیل آموزش، طراحی برای مناسب چارچوبی می تواند ریاضی تفکر جهان سه نظریه از بهره گیری می رسد نظر به اساس، این بر

نه استدلالی و نمادین تجسمی، نمایش های پیوسته و هم زمان آموزش آورد. فراهم مشتق مفهوم با مرتبط بدفهمی های رفع و خطاها

مختلف موقعیت های در مشتق کاربرد در را آنان توانایی بلکه می شود، دانشجویان و دانش آموزان مفهومی درک تعمیق موجب تنها

به مشتق، آموزشی فعالیت های طراحی در آموزشی برنامه ریزان و معلمان می شود پیشنهاد ازاین رو، می دهد. افزایش واقعی و ریاضی

گردد. تسهیل اساسی مفهوم این پایدار و معنادار یادگیری تا باشند داشته ویژه ای توجه ریاضی تفکر جهان سه میان پیوند ایجاد
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Abstract. The concept of derivative is one of the most fundamental concepts
of differential and integral calculus, which plays an important role in learning
advanced mathematical topics and its applications in various sciences. Despite
the importance of this concept, many students face challenges in understand-
ing its concept. Many of the difficulties in learning derivative arise from the
inability of learners to establish a connection between geometric, algebraic, and
proof representations of this concept. The present study aims to explain the
concept of derivative within the framework of the theory of three worlds of
mathematical thinking. This theory examines mathematical thinking in three
worlds of visualization, symbols, and proof, and emphasizes the relationship
between these worlds in the formation of deep learning. In this article, first,
the theoretical foundations of the three worlds of mathematical thinking are
introduced, and then different representations of the concept of derivative in
each of these worlds are presented and analyzed. Also, using the three worlds of
mathematical thinking framework can help identify learning barriers and design
effective educational strategies to promote conceptual understanding of deriv-
ative. Accordingly, paying simultaneous attention to the visual, symbolic, and
demonstrative dimensions in derivative teaching can pave the way for deeper
and more sustainable learning of this concept in students.
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