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با هدف عمومی سازی ریاضیات، کمک به آشنایی جامعه به طور عام و جامعه مجله به سوی علوم ریاضی 

های مختلف و کاربردهای ریاضی، آمار، و کامپیوتر و ارتباط آنها با سایر علوم در دانشگاهی به طور خاص با جنبه

 .باشدترویجی مرتبط می-قالب چاپ مقالات علمی

های ریاضی محض، ریاضی کاربردی، آمار و احتمال، علوم کامپیوتر، آموزش ریاضی، مقالات در زمینه مجله این

تاریخ و فلسفه ریاضی، کاربردهای ریاضی، آمار و علوم کامپیوتر در سایر علوم، و نقدهای علمی را برای بررسی 

 .گیردایط خاص مورد بررسی قرار میپذیرد. همچنین ترجمه مقالاتی در موضوعات گفته شده نیز با شرمی

ا ای ریاضی در سطح کارشناسی یای نوشته شوند که قابل فهم برای افرادی با اطلاعات پایهمقالات باید به گونه

 دانشجویان تحصیلات تکمیلی باشند.

وای اصالت محتارسال مقاله به این مجله به این معنی است که کلیه نویسندگان مقاله از این ارسال آگاه بوده،  

 مقاله اند و به علاوه متعهد هستند کهبه سوی علوم ریاضی موافق بوده یعلمی آن را تأیید و با ارسال آن به مجله

ارسالی به این مجله به طور همزمان در مراحل بررسی و یا چاپ در هیچ نشریه دیگری نیست. با ارسال مقاله به 

یه اند و کلاین مجله، همه نویسندگان متعهد می شوند که حقوق مالکیت فکری و اخلاق پژوهشی را رعایت نموده

 .اندگذار کردهحقوق استفاده از محتوا، جداول، تصاویر و ... را به ناشر وا

پذیر است.  همچنین و به صورت الکترونیک امکان https://tmsj.um.ac.irارسال مقاله تنها از طریق لینک 

 .در این لینک قابل مشاهده است مجله فایل فشرده فرمتنویسندگان و راهنمای 
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علمی-ترویجی مقاله

عمومی* آموزش در ریاضی یاددهی-یادگیری درفرآیند دوم و اول نوع افت

رفیع پور ابوالفضل

کرمان باهنر شهید دانشگاه کامپیوتر، و ریاضی دانشکده ریاضی، آموزش بخش

Rafiepour@uk.ac.ir; drafiepour@gmail.com

ضمن در شد. خواهد بررسی کیفی و کمی منظر دو از کشور ریاضی افت پدیده ابتدا مقاله، این در چکیده.

خواهد قرار بیشتر موشکافی مورد افت، پدیده این مختلف، تحقیقات نتایج و آمارها از استفاده با بررسی، این

می معرفی و شناسایی پرورش، و آموزش وزارت آمار آینه در و تیمز مطالعه آینه در افت نوع دو ادامه در گرفت.

اشاره بین المللی مطالعات در ایرانی آموزان دانش ضعیف عملکرد به اول) نوع (افت تیمز آینه در افت شوند.

تحصیل ادامه برای را دانش آموزان کم اقبال دوم)، نوع (افت پرورش و آموزش وزارت آمار آینه در افت و دارد

ناب ریاضی به توجه عدم را افت نوع دو این اصلی علت حاضر، مقاله می دهد. نشان ریاضی-فیزیک رشته در

راهکارهایی پایان، در شود. می ترسیم ناب“ ”ریاضی مفهوم ثغور و حدود و چیستی سپس می کند. معرفی

قومی، ریاضیات به توجه شامل پنجگانه راهکارهای این شد. خواهد ارائه ناب ریاضی آموزش تقویت برای

ریاضی، کردن عمومی با مرتبط نهادهای تقویت ریاضی، آموزش برای کاربرد و مدل سازی رویکرد از استفاده

برگزاری فرهنگیان، دانشگاه در ریاضی معلمان آموزش فرآیند در کشور توانمند استادان شدن درگیر به تشویق

است. ناب ریاضی با آنان آشنایی منظور به دانش آموزان و ریاضی معلمان برای مختلف آموزشی دوره های

2020 Mathematics Subject Classification. 97B20, 97C70, 97D10

. معلمان آموزش ریاضی، کردن عمومی زمینه  مدار، ریاضی آموزش ناب، ریاضی ریاضی، افت واژگان. کلید
.٩٩/٧/٢٩ پذیرش ٩٩/۶/١ دریافت تاریخ:

است. شده ارائه چالش ها و ریاضی علوم سمینار دومین در حاضر مقاله کوتاه تر و اولیه نسخه *

١



رفیع پور ا. ٢

مقدمه .١

تحصیلی مختلف رشته های در کشور دانش آموزی جمعیت مورد در آموزش و پرورش وزارت آماری گزارش های

دانش آموزان تمایل که می دهد نشان نظری، متوسطه دوم دوره در انسانی) علوم و تجربی علوم (ریاضی-فیزیک،

در نظری١ متوسطه آموزش کل مدیر گفته به می یابد. کاهش سال به سال ریاضی-فیزیک، رشته انتخاب برای

برای را ریاضی-فیزیک رشته نظری، متوسطه دوره دانش آموزان از درصد ١٠ فقط پرورش، و آموزش وزارت

دانش آموزان درصد ۴١ که است حالی در این کرده اند. انتخاب ٩٩- ١٣٩٨ تحصیلی سال در تحصیل ادامه

تعداد کمی افت این بودند. کرده انتخاب را انسانی علوم رشته نیز دانش آموزان درصد ٢۶ و تجربی علوم رشته

آینده در کشور نیاز مورد کار نیروی خصوص در نگرانی هایی ایجاد باعث ریاضی-فیزیک، رشته در دانش آموزان

نشان واکنش مسئله، این به نسبت کشور، آموزش با مرتبط نهادهای و سازمان ها همه که گونه ای به است. شده

پدیده این جانبه همه بررسی منظور به مختلف سمینارهای برگزاری اصلی انگیزه افت، پدیده همین داده اند.

کاهش با ریاضی-فیزیک رشته دانش آموزان تعداد که نیست باری اولین این که است ذکر به لازم است. بوده

اندیشیدن با وقت مسئولان که بود داده رخ نیز شمسی ١٣۶٠ دهه در پدیده همین مشابه می شود. مواجه جدی

البته .[٢] بدهند افزایش را ریاضی-فیزیک رشته در کشور دانش آموزی جمعیت توانستند تمهیدات، برخی

بلکه نیست کشور آموزشی نظام چالش تنها ریاضی-فیزیک رشته به ورودی دانش آموزان تعداد کمی افت پدیده

دانش آموزان ریاضی عملکرد آن در که کرد مشاهده تیمز٢ بین المللی مطالعه آینه در می توان نیز را دیگری افت

کنونی، وضعیت در نیست. مطلوب جهان، کشورهای سایر در همتایان شان ریاضی عملکرد با مقایسه در ایرانی

رشته در تحصیل ادامه به مایل که دانش آموزان کم تعداد سمت به متخصصان، و صاحب نظران از بسیاری توجه

عملکرد دهنده نشان (که ریاضی افت از دیگری جنبه به باید که حالی در است، شده معطوف ریاضی-فیزیک

از مقاله، این در شود. پرداخته نیز است)، جهان سطح در همتایان شان با مقایسه در ایرانی دانش آموزان ضعیف

استفاده بین المللی مطالعات در ایرانی دانش آموزان عملکرد ضعف پدیده به ارجاع برای اول“ نوع ”افت واژه

گرفته کار به دوم“ نوع ”افت واژه ریاضی-فیزیک، رشته در دانش آموزان تعداد کاهش پدیده برای است. شده

ادامه، در است. دوم نوع افت به اهتمام از مقدم تر و مهم تر اول نوع افت به توجه نگارنده، زعم به است. شده

شد. خواهند داده توضیح بیشتری بسط و شرح با افت نوع دو این

تیمز) مطالعه در ایرانی آموزان دانش ریاضی (عملکرد اول نوع افت .٢

٢٠١۵ تا ١٩٩۵ سالهای طی در تیمز بین المللی مطالعه در شرکت کننده ایرانی آموزان دانش نمره میانگین

شرکت کشورهای ریاضی درسی برنامه مبنای بر مطالعه یک تیمز مطالعه بود. بین المللی میانگین از پایین تر

https://www.medu.ir/fa/news/item/٩٠٨٨١٧١

(TIMSS) Trend International Mathematics and Science Study ٢



٣ یاددهی-یادگیری درفرآیند دوم و اول نوع افت

درسی برنامه می شود٣. برگزار هشتم، و چهارم های پایه در بار یک سال چهار هر که است مطالعه در کننده

تدوین مطالعه در کننده شرکت کشورهای ریاضی درسی برنامه مشترک نقاط اساس بر تیمز مطالعه ریاضی

میزان تیمز، مطالعه گزارش های طبق می شوند. طراحی درسی برنامه این اساس بر آزمون سوالات و می شود

بالای ایران، در تیمز مطالعه مجری طرف از شده اعلام ریاضی درسی برنامه با تیمز مطالعه سوالات هم پوشانی

چهارم پایه دو هر در تیمز مطالعه در کننده شرکت ایرانی دانش آموزن ریاضی عملکرد اما است، بوده درصد ٩٠

دانش آموزان ریاضی عملکرد میانگین نشانگر ١ جدول دارد. بین المللی میانگین با معناداری اختلاف هشتم، و

نمره تغییر روند نیز ١ شماره نمودار است. ٢٠١۵ سال تا ١٩٩۵ سال از تیمز مطالعه در ایرانی چهارم پایه

ذکر به لازم می دهد۴. نشان ٢٠١۵ سال تا ١٩٩۵ سال از چهارم پایه در را ایرانی دانش آموزان ریاضی عملکرد

١ جدول اطلاعات بنابراین می باشد. ١٠٠ استاندارد انحراف و ۵٠٠ تیمز مطالعه در نمرات میانگین که است

استاندارد انحراف یک حدود تیمز، مطالعه در کننده شرکت ایرانی دانش آموزان نمره میانگین که می دهد نشان

است. بین المللی میانگین از پایین تر

ابتدایی چهارم پایه ریاضی درس در ایران دانش آموزان عملکرد میانگین :١ جدول

٢٠١۵ ٢٠١١ ٢٠٠٧ ٢٠٠٣ ١٩٩۵ سال

۴٣١ ۴٣١ ۴٠٢ ٣٨٩ ٣٨٧ ریاضی نمره میانگین

.٢٠١۵ سال تا ١٩٩۵ سال از چهارم پایه در ایرانی دانش آموزان ریاضی عملکرد نمره تغییر روند :١ نمودار

که همان طور می دهد. نشان تیمز مطالعه در کننده شرکت کشورهای کل با مقایسه در را ایران رتبه ٢ جدول

شده دوم آخر از ایران و داشتند شرکت تیمز مطالعه در کشور شش و بیست ١٩٩۵ سال در می شود، مشاهده

المپیاد تیم شدن اول با نتیجه این و شد منتشر ١٩٩٨ سال در و بعدتر کمی ١٩٩۵ تیمز مطالعه نتایج است.

شود. مراجعه https://timssandpirls.bc.edu آدرس به تیمز مطالعه وبسایت به بیشتر، توضیحات ٣برای

بود. نشده منتشر ٢٠١٩ تیمز مطالعه نتایج ٢٠٢٠ اوت ماه ۴تا
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جامعۀ اعضای و رياضيدان ها از بسياری برای تیمز مطالعه نتایج زمان، آن در شد. همزمان ایران، ریاضی

المپیاد و تیمز مطالعه در ایرانی دانش آموزان نتایج که داشت توجه باید اما ،[۶] نبود باور پذیر ايران آموزشي

هستند. هم از جدا مقوله دو ریاضی

ابتدایی چهارم پایه ریاضی درس در ایرانی دانش آموزان رتبه :٢ جدول

٢٠١۵ ٢٠١١ ٢٠٠٧ ٢٠٠٣ ١٩٩۵ سال

۴٣ ۴٣ ٢٨ ٢٢ ٢۵ ایران رتبه

۴٩ ۵٠ ٣۶ ٢۵ ٢۶ کننده شرکت کشورهای تعداد

برگزاری سال های تمام در و نبود مطلوب تیمز مطالعه در نیز هشتم پایه ایرانی دانش آموزان ریاضی عملکرد

میانگین از پایین تر داشتند، شرکت تیمز مطالعه در که هشتم پایه ایرانی دانش آموزان نمره میانگین مطالعه، این

سال از تیمز مطالعه در ایرانی هشتم پایه دانش آموزان ریاضی عملکرد میانگین نشانگر ٣ جدول بود. بین المللی

پایه در را ایرانی دانش آموزان ریاضی عملکرد نمره تغییر روند نیز ٢ شماره نمودار است. ٢٠١۵ سال تا ١٩٩۵

می دهد. نشان ٢٠١۵ سال تا ١٩٩۵ سال از هشتم

هشتم پایه ریاضی درس در ایرانی دانش آموزان عملکرد میانگین :٣ جدول

٢٠١۵ ٢٠١١ ٢٠٠٧ ٢٠٠٣ ١٩٩٩ ١٩٩۵ سال

۴٣۶ ۴١۵ ۴٠٣ ۴١١ ۴٢٢ ۴١٨ ریاضی نمره میانگین

.٢٠١۵ سال تا ١٩٩۵ سال از هشتم پایه در ایرانی دانش آموزان ریاضی عملکرد نمره تغییر روند :٢ نمودار
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تیمز مطالعه در کننده شرکت کشورهای کل با مقایسه در را هشتم پایه ایرانی آموزان دانش رتبه ۴ جدول

تیمز مطالعه در کشور یک و چهل ،١٩٩۵ سال در می شود، مشاهده که همان طور می دهد. نشان هشتم) (پایه

است. شده پنجم آخر از ایران و داشتند شرکت

هشتم پایه ریاضی درس در ایرانی دانش آموزان رتبه :۴ جدول

٢٠١۵ ٢٠١١ ٢٠٠٧ ٢٠٠٣ ١٩٩٩ ١٩٩۵ سال

٢٩ ٣٢ ٣۴ ٣۴ ٣٣ ٣٧ ریاضی رتبه

٣٩ ۴٢ ۴٩ ٣۶ ٣٨ ۴١ کننده شرکت کشورهای تعداد

دانش آموزان ریاضی عملکرد روند می شود، دیده (٢ و ١ همراه نمودارهای (به ٣ و ١ جدول های در که همانطور

ریاضی درسی کتاب های اخیر تغییر حتی است. نداشته چندانی تغییر تیمز مطالعه در کننده شرکت ایرانی

است. نگذاشته تیمز مطالعه در کننده شرکت ایرانی دانش آموزان ریاضی عملکرد بر معناداری اثر نیز مدرسه ای

که دلایلی برشمردند. ریاضی درسی کتابهای اخیر تغییر موفقیت عدم برای را دلایلی [١٣] غلام آزاد و گویا

این از برخی به باشد. تیمز مطالعه در کننده شرکت ایرانی دانش آموزان ضعیف عملکرد تداوم توجیه گر می تواند

است. شده اشاره ادامه در عوامل

ریاضی؛ درسی برنامه نظری انسجام عدم •

متناقض؛ گاهی و مختلف نظریه های به کار گیری و ترکیب •

درسی؛ کتاب های نوشتن در پژوهشی های یافته از سطحی استفاده •

خدمت)؛ ضمن (آموزش های اجرا در ریاضی معلمان از حمایت عدم •

فرهنگیان. دانشگاه در خدمت از پیش های آموزش ضعف •

ریاضی-فیزیک) رشته در آموزان دانش پایین (آمار دوم نوع افت .٣

تعداد پرورش) و آموزش وزارت مسئولین توسط رسانه ها در شده اعلام (آمار رسمی نیمه آمار اساس بر -١

انتخاب تحصیل ادامه برای را ریاضی-فیزیک رشته دوم، دوره متوسطه در دهم پایه آموزان دانش از کمی

۶٢١ و میلیون ٢ مجموع در پرورش، و آموزش وزارت نظری متوسطه آموزش دفتر مدیرکل گفته به می کنند.

آمار این هستند. تحصیل به مشغول ،٩٨- ٩٧ تحصیلی سال در متوسطه دوم دوره آموز دانش ۵١٧ و هزار

این از است. نظری و فنی- حرفه ای کاردانش، های شاخه همه در تحصیل به شاغل دانش آموزان همه شامل

و کار و ای فنی-حرفه شاخه در بقیه و نظری، شاخه در آموز دانش ٨٧٢ و هزار ٧١٣ و میلیون یک تعداد،

۴٣/۴٨ ریاضی، رشته در دانش آموزان از درصد ١۵/۴٩ نظری، شاخه در هستند. تحصیل به مشغول دانش

معارف و علوم رشته در درصد ٠/٧٩ و انسانی علوم و ادبیات رشته در درصد ۴٠/٢۴ تجربی، رشته در درصد
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می شود. نمایان دوم) نوع (افت افت از دیگری نوع اینجا در .( ایرنا۵ (خبرگزاری می دهند تحصیل ادامه اسلامی

انتخاب دهم پایه در خود تحصیل ادامه برای را ریاضی-فیزیک رشته ایرانی، دانش آموزان از اندکی تعداد اینکه

برشمرد. دوم نوع افت برای می توان را ذیل احتمالی دلایل می کنند.

اجتماعی)؛ منزلت و کار بازار (شامل جامعه اثر •

فرزندان؛ رشته انتخاب در خانواده ها نظر •

دانش آموزان). استعداد و علاقه (شامل فردی توانایی های •

عدم دوم و اول نوع افت ریشه ای علت و کشور ریاضی آموزش در اصلی مشکل حاضر، مقاله نگارنده زعم به

کلیدی نقش آنها اجتماعی و فردی آینده زندگی در که ریاضیاتی است. ناب ریاضی با دانش آموزان آشنایی

بخش در ناب ریاضی مورد در کرد. خواهد کمک شان واقعی دنیای مسایل حل در آنها به و داشت خواهد

نوع افت به اگر که شود داده پاسخ سوال این به است بهتر آن، از قبل اما آمد. خواهد مفصلی توضیح بعدی

افتاد؟ خواهد اتفاقی چه نکنیم، توجه ناب) ریاضی گرفتن (نادیده آن اصلی ریشه و دوم و اول

آینده در ریاضی-فیزیک، رشته در آموزان دانش تدریجی کاهش و وضعیت این تداوم صورت در •

به شد. خواهند مواجه انسانی نیروی کمبود با ریاضی-فیزیک رشته به مرتبط مشاغل همه نزدیک

خواهیم جهان کشورهای سایر متخصصان محتاج فنی نیروی و مهندسان داشتن برای ترتیب این

از پس [١۶] میلگرام که همانطور می دهیم. دست از آینده در را زیادی شغل های نتیجه در و شد

ریاضی عملکرد با آن مقایسه و تیمز در کننده شرکت آمریکایی دانش آموزان ریاضی عملکرد مشاهده

مشاغل از بسیاری آینده در که رسید بندی جمع این به آسیا، شرقی جنوب کشورهای دانش آموزان

امروزه گرفت. خواهند رونق آسیا شرق جنوب در آن جای به و رفت خواهند دست از آمریکا برای

رقابت امروزه که است ذکر به لازم اینجا در است. پیوسته وقوع به میلگرام گفته که هستیم آن شاهد

دنیا کشورهای رقابت بلکه نیست. دانش آموزان ریاضی عملکرد سطح بردن بالا در فقط کشورها بین

تعامل نحوه با کودکان کردن آشنا و برنامه نویسی ساده زبان های توسعه طریق از جهان آینده تسخیر در

تفکر توسعه جهان پیشرفته کشورهای از بسیاری بالادستی اسناد در که طوری به است. ربات ها با

سه توافق به [١٨] استفان زمینه این در است. شده ذکر برنامه نویسی) و (الگوریتم نویسی محاسباتی

و تجارت اقتصاد، «وزارت و فناوری» و علوم ورزش، فرهنگ، آموزش، «وزارت ژاپنی وزارتخانه

ایجاد برای آموزان، دانش در الگوریتمی تفکر توسعه زمینه در ارتباطات» و کشور «وزارت و صنعت»

می کند. اشاره کشور، آینده بازار در پایدار اشتغال

یک چراکه دید. خواهد جدی آسیب کشور، در علم کلی روند ترتیب، این به و می شود نابود ریاضی •

پیشرفت جریان روی رکود این ادامه در و شد خواهیم ریاضی حوزه در عمیق علمی دستاورد بدون ملت

داشت. خواهد نامطلوبی اثر نیز فناوری، و علمی عرصه های سایر در کشور کلی

https://www.irna.ir/news/٨٣١۵۴۵٢٠۵
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چیست؟ ناب ریاضی .۴

برده نام دوم، و اول نوع افت دادن رخ اصلی علت عنوان به ناب ریاضی به توجه عدم از قبلی، بخش در

ناب ریاضی چیستی مثال، ضد و مثال با می شود تلاش بخش این در چیست؟ ناب ریاضی این واقعاً اما شد.

در که می گردد باز ایران ریاضی انجمن راهبردی سمینار دومین به ناب ریاضی مفهوم گیری شکل شود. تبیین

و آموزش وزیر محترم معاون سمینار، این روزهای از یکی در گردید. برگزار خوانسار شهر در ١٣٩۴ ماه اسفند

پرورش، و آموزش وزیر محترم معاون حضور در و سمینار آن در داشت. شرکت نیز متوسطه آموزش در پرورش

با سریع ذهنی محاسبات سخنرانی، آن در کردم. ارائه سریع، ذهنی محاسبات بر نقدی عنوان با سخنرانی یک

بین مناظره جلسه یک خوانسار، سمینار از قبل کردم. نقد بود، شده شروع کشور در تازه که را چرتکه از استفاده

شد. برگزار اصفهان ریاضیات خانه در چرتکه از استفاده با محاسبه سریع آموزش برنامه منتقدان و طرفداران

جوامع برخی در فرهنگی ابزار یک عنوان به چرتکه پژوهشی، های گزارش به بنا که شد عنوان مناظره، جلسه در

(مثلا جوامع همه برای ولی بوده مفید مسئله حل عملکرد سطح ارتقا در مالزی) مقیم های چینی جامعه (مثل

مالزی، مقیم چینی های جامعه در چراکه .([٩] الرتون و (کلمنتس است نبوده مفید مالزی) مقیم مالایی های

قرار استفاده مورد مالزی، مقیم چینی کودکان والدین روزمره محاسبات در که است فرهنگی ابزار یک چرتکه

بنابراین، است. نمی شده محسوب ابزاری چنین چرتکه مالایی، های خانواده سایر برای که حالی در گرفته؛ می

افزایش بر ژاپنی چرتکه اثرگذاری احتمال که گفت می توان ریاضی آموزش حوزه پژوهشی ادبیات اساس بر

ریاضیات خانه در سخنرانی یک نیز خوانسار سمینار از پس است. کم ایرانی، دانش آموزان مسئله حل توانایی

با سریع محاسبه آموزش که بود این سخنرانی ها این همه اصلی هسته نمودم. ارائه موضوع همین حول کرمان

دنبال کشور ریاضیات خانه های در که ناب ریاضی آموزش از و است انحرافی برنامه یک چرتکه، از استفاده

نظرات غیاب در (!) ژاپنی چرتکه از استفاده با سریع محاسبه روش این اما دارد. فاصله جدی طور به می شود،

نفوذ نیز ملی رسانه در که گونه ای به یافتند، رشد کشور سرتاسر در قارچ گونه طور به متخصصان کارشناسانه

گرفته کودک برنامه از جا همه در ژاپنی چرتکه با سریع محاسبه آموزش برنامه مجری موسسات تبلیغات و کردند

سریع واکنش عدم و ریاضی چیستی به نسبت والدین از برخی آگاهی عدم شد. منتشر جدید، عصر برنامه تا

ریاضی غیر روش های این سریع رشد دلایل از می توانند کشور سطح در ریاضی علمی انجمن های مناسب و

در ریاضی چیستی نیست! ریاضی ژاپنی، چرتکه از استفاده با سریع محاسبه آموزش باشند. کشور سطح در

است شده یاد علم زبان و الگوها مطالعه علم عنوان به ریاضی از آنجا در است. آمده ملی درسی برنامه سند

آموزش روش کشیدن چالش به در جدی سوال یک است. شده توجه واقعی دنیای در ریاضی کاربردهای به و

سریع محاسبه آموزش تحت که فردی بپرسیم خود از که است این ژاپنی، چرتکه از استفاده با سریع محاسبه

با بشود؟ میرزاخانی مریم همچون برجسته ریاضیدان یک آینده در دارد احتمال اندازه چه تا است، گرفته قرار

نزدیک احتمال این تصدیق برای صفر. به نزدیک احتمال با گفت می توان ریاضیدان ها ریاضی وار رفتار بررسی

از پس فاینمن می شود. اشاره زمینه، این در فیزیک، نوبل جایزه برنده فاینمن ریچارد از قولی نقل صفر به



رفیع پور ا. ٨

همه چون ندیدم علم (برزیل) کشور این در می گوید آنجا، در خود اقامت زمان در برزیل موسسات از بازدید

است این می شود مطرح که سوالی اکنون .([١۴] (هیگنسون نداشت وجود آزمایشی و تجربه و بود حفظی چیز

پایین پایه های به که سراسری کنکور امواج اثر در است؟ حفظی ما کشور در ریاضی و علوم اندازه چه تا که

آموزش موسسات است. یافته تنزل تکنیک و تست نکته، به ریاضی آموزش است، کرده نفوذ نیز ابتدایی دوره

با ذهنی سریع محاسبه روش مبلغان ادعای اما شده اند. علت بر مزید هم چرتکه از استفاده با سریع محاسبه

رخ فرد مغز در راست و چپ نیمکره هماهنگی و ارتباط روش این از استفاده با که است این چرتکه از استفاده

یک توان می حتی یافت. نیز ژاپنی چرتکه از غیر به دیگری دست سازه هر در می توان را ادعا این پاسخ می دهد.

ذهنی سریع محاسبه روش مبلغان کرد. انتخاب است، ایرانی جامعه با متناسب فرهنگی ابزار که را دست سازه

هوارد توسط شده معرفی چندگانه هوش های از هوش چند آنها روش که می کنند۶ ادعا چرتکه، از استفاده با

منطقی-ریاضی، هوش (شامل هوش انواع [١١] گاردنر چندگانه هوش نظریه می کند٧. فعال ذهن در را گاردنر

هوش فردی، بین هوش بدنی-جنبشی، هوش موسیقیایی، هوش دیداری-فضایی، هوش زبانی-کلامی، هوش

ادعای این کرد. معرفی هوش، از سنتی تعبیر جای به را هستی گرا) هوش طبیعت گرا، هوش درون-فردی،

دیدگاه [١٢] در گاردنر خود که می شود مطرح حالی در چرتکه، از استفاده با سریع محاسبه آموزش طرفدارن

را آینده“٨ برای ذهن ”پنج نظریه او است. کرده عبور خود چندگانه هوش نظریه از و نموده ارائه را جدیدی

محور، تخصص ذهن شامل ذهن پنج این است. آینده برای آموزشی سیاست گذاری یک بیشتر که کرد معرفی

روش های گفت می توان خلاصه طور به هستند. اخلاق مدار ذهن و احترام گذار ذهن خلاق، ذهن ترکیب گر، ذهن

کنکور برای (آنچه میان بر راه یافتن برای نکاتی و ژاپنی، چرتکه از استفاده با محاسبه سریع، محاسبه انجام

و می کند تفکر به وادار را فرد که ریاضیاتی چیست؟ ناب ریاضی اما نیستند. ناب ریاضی می دانند) ضروری

زیباست که دارد وجود تعیین عدم حالت یک ریاضی مسئله حل فرآیند در چشاند. می او به را مسئله حل لذت

طعم به تعبیر آن از [١] پولیا که است حالتی همان این کرده اند. تجربه را آن کمتر ریاضی کاران از بسیاری ولی

ریاضی و کند ایفا را خود مرجعیت نقش ایران ریاضی انجمن که است لازم زمینه این در است. کرده تمشک

چرتکه از استفاده با سریع «محاسبه که نماید اعلام طور همین و کند معرفی مناسب مثال های ارائۀ با را ناب

نیست». ریاضی ژاپنی،

ناب ریاضی به دستیابی برای راهکارهایی .۵

مفهوم در افت نوع دو این اصلی علت و شد صحبت دوم و اول نوع افت مورد در قبلی های بخش در

اول راهکار دو است. آمده ناب، ریاضی به دستیابی برای راهکار پنج ادامه در شد. ریشه یابی ناب ریاضی

هستند. ضروری دقیق و عمیق تحقیق های نتایج ارائه ادعاها، این اثبات برای و شده اند مطرح ادعا سطح در ۶اینها

از اول هوش ٧ کم دست توانند می که دارند وجود اسکرتچ) برنامه با نویسی برنامه (همچون دیگری فعالیت های و ٧ابزارها

کند. درگیر را گاردنر چندگانه هوش  های
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راهکار سه است. ریاضی آموزش در کاربردها و مدل سازی حوزه پژوهش های در نگارنده زیسته تجربه از برآمده

گوناگون، کارگاه های و خدمت ضمن دوره های مدرس عنوان به نگارنده علمی-اجرایی تجربیات اساس بر بعدی

خانه های شورای رییس نایب و کرمان ریاضیات خانه مدیر فرهنگیان، دانشگاه در مختلف درس های مدرس

است. کشور ریاضیات

عناصر شناسایی قومی ریاضی از منظور ناب ریاضی از مثالی عنوان به قومی ریاضیات از استفاده ١ .۵

برزیلی ریاضی دان دی آمبروسیو، توسط ١٩٨۴ سال در واژه این است. قومی مختلف های گروه در ریاضی

بررسی به که است برنامه ای شامل قومی ریاضیات [٨] بارتن عقیده به .([١٠] (دی آمبروسیو، شد ابداع

که می پردازد، فرهنگی مختلف گروه های در ریاضی شیوه های و مفاهیم بردن کار به و بیان فهمیدن، راه های

مولفه و مفاهیم از برخی اقوام همه در شود. شناسایی نیز ریاضی  جدید شیوه های عنوان به می تواند همچنین

می توان ریاضی، مولفه های این شناسایی و تحقیق انجام با و می شود برده کار به روزمره زندگی در ریاضی های

قومی ریاضی مسأله به داد. قرار استفاده مورد ریاضی یاددهی-یادگیری روند در را آن با مرتبط ریاضی مسایل

کنید. توجه ،([٧] پور، رفیع و زاده مرادعلی از (برگرفته است فرشبافی به مربوط که زیر

بر حاکم قواعد باید برساند فروش به مناسب قیمت با را خود کار مایه ی دست اینکه برای قالیباف یک •

قالی هایی در می داند قالیباف مثال عنوان به بداند. را است، مستطیل معمولا که قالی هندسی شکل

همان اندازه، این اگر بود. خواهد متر ۵ قطر اندازه ی است، متر ۴ آن طول و متر ٣ آنها عرض که

این غیر در شده، رعایت قالیبافی اصول همه که است این دهنده ی نشان باشد آمده دست به اندازه

برابر قالی کل به قالی حاشیه اندازه دیگر مثالی عنوان به می گذارد. نماش به را قالی نقایص صورت

قالی. عرض ششم دو یا و قالی عرض نصف سوم یک با است

وجود قالی مختلف قسمت های بین شباهت هایی و است یکسره آن طرح و نقشه قالی ها، بعضی در •

انجام را بافت قالی کار نفر، یک معمولا قالی ها این در ندارد). وجود قالی در تقارنی واقع (در ندارد

هستند. هم به شبیه عیناً قالی نیمه دو و می شود تهیه آن نقش نصف قالی ها، از بعضی در می دهد.

قالیبافان از یکی که ترتیب این به می شود. بافته نفر دو توسط همزمان طور به ها قالی این بافت

مرکزی نیمه ی از دیگر قالیباف و می بافد راست سمت به قالی مرکزی نیمه ی از و می کند نقشه خوانی

می بافد. چپ سمت به قالی

ناب ریاضی از دیگر مثالی عنوان به ریاضی آموزش در کاربرد و مدل سازی مسایل از استفاده ٢ .۵

واقعي دنياي موقعيت در که مسئله يک با که است فرآیندی ریاضی آموزش در کاربرد و مدل سازی از منظور

دنبال رياضي، مسئله يک به آن تبديل و واقعي دنياي مسئله صورت بندي با سپس می شود. شروع دارد، قرار

به رياضي دنياي در که جواب اين درنهایت می شود. حل رياضی دنيای در رياضي مسئله اين ادامه، در می شود.

ممکن قسمت اين در گردد. متناسب مسئله واقعي زمينه  با تا شود برده واقعي دنياي به بايد است آمده دست

واقعی دنیای در آن دقت میزان جواب، تفسیر از بعد باشد. داشته تفسير به نياز رياضي دنياي جواب است
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دست به  مسأله برای معنادار جوابی تا شود تکرار دوباره مدل سازی چرخه لزوم، صورت در تا می شود سنجیده

مسئله ای ،[۵] رفیع پور و عبدالʔه پور مقاله از برگرفته زیر، مثال .([١۵] شوارتز و کیاسر و [١٩] (ورشافل آید

است. شده طراحی واقعی دنیای از تجربه یک اساس بر که می کند معرفی را

اعلام کرمان استانی شبکه خبری برنامه ،١٣٩٢ سال زمستان در محلی) نان و شهری نان (مسئله •

و می کنند مراجعه نانوایی ها به نان خرید برای مردم از کمی تعداد کرمان، جنوب رودبار در که کرد

پخت خانه در را خود نان مردم اکثر دیگر، طرف از هستند. مسافران نانوایی ها، مشتریان بیشتر

زبان به را خود دلایل محلی؟ نان پخت یا است صرفه تر به شهری نان خرید که کنید استدلال می کنند.

کنید. بیان ریاضی

نهادهایی از یکی ریاضیات خانه های پردازند می ریاضی کردن عمومی به که نهادهایی به توجه ٣ .۵

خانه های به بیشتری توجه است لازم کرده اند. کمک کشور، در ناب ریاضی آموزش شدن نهادینه به که هستند

قدر است لازم زمینه این در یابد. گسترش پیش از بیش آن مفید فعالیت های تا شود معطوف ریاضیات

سریع محاسبه مبلغ موسسات از بسیاری که چرا بگیریم، را احتمالی انحراف های جلوی و بدانیم را داشته هایمان

بودند، بیشتر سود کسب برای ریاضیات خانه های شهرت از سوءاستفاده دنبال به چرتکه از استفاده با ذهنی

ریاضیات خانه های شد. گرفته انحراف این جلوی کشور، ریاضیات خانه های شورای مسئولان هوشیاری با اما

اما شده اند. کشیده تصویر به [۴ ،٣] مانند مختلف مقالات در کارکردها این از بخشی دارند. مختلفی کارکردهای

قومی ریاضی با نزدیکی ارتباط که است جامعه فرهنگی سطح ارتقاء ریاضیات خانه های مهم کارکردهای از یکی

فرهنگ ریاضیات مردم، عموم بین در ریاضی تاریخ بیان با می توانند ریاضیات خانه های مثال، عنوان به دارد.

مشخصات با فرهنگ هر توسط که است ریاضیاتی مبنا، فرهنگ ریاضیات از منظور دهند. گسترش را مبنا

الرتون و کلمنتس در شده (نقل بیشاپ٩ توسط بار اولین برای فرهنگ بر مبتنی ریاضیات می شود. تولید خاص

در دنیا اقوام همه و نیست فرهنگ از مستقل ریاضیات که بود معتقد او شد، مطرح ١٩٩٨ سال در ،([٩]

ریاضیات در که است غربی ریاضیات فقط حاضر حال در که حالی در داشته اند، نقش ریاضی دانش توسعه

است. شده گنجانیده مدرسه ای رسمی

آشنا ناب ریاضی با معلمان آنکه از پیش فرهنگیان دانشگاه در ریاضی معلمان آموزش به توجه ۴ .۵

بیش است لازم کار این برای باشند. ناب ریاضی شناسایی به قادر دانش آموزان که داشت انتظار نمی توان شوند،

دانشگاه در را درس یک سالیانه کم دست و نمایند همکاری فرهنگیان دانشگاه با مجرب ریاضی اساتید پیش، از

از ریاضی مجرب اساتید گرفتن فاصله به منجر داده رخ اخیر سالهای در که اتفاقی نمایند. تدریس فرهنگیان

عرصه در کشور آینده نسل دهنگان پرورش آینده، ریاضی معلمان که حالی در است، شده فرهنگیان دانشگاه

این در شود. گماشته همت آینده ریاضی معلمان بهتر آموزش به توان حد در است لازم پس بود. خواهند ریاضی
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انجمن و پرورش و آموزش با مؤثری ارتباط کشور، دانشگاهی ریاضی جامعه اعضای از یک هر است لازم زمینه

آشنایی نمایند. تلاش ریاضی معلمان دانش ارتقا برای طریق این از و نمایند ایجاد استا ن ها ریاضی معلمان

ریاضیات خانه در این از پیش مسئله حل فرآیند در آنها کردن درگیر طریق از ناب ریاضیات با آموزان دانش

برگزار آبان) دهم تا (اول ریاضیات دهۀ در ریاضیات خانه جشنواره عنوان تحت فعالیت ها از مجموعه ای کرمان

آموزان دانش برای کارگاه چندین است، شده برگزار آن از دوره چندین کنون تا که جشنواره ها این در گردید. می

انتخاب استان سرتاسر از جشنواره این در کننده شرکت دانش آموزان گردید. اجرا و طراحی مختلف سنین در

کارگاه آموزی، دانش کارگاه های این حاشیه در گیرد. قرار همه اختیار در برابر فرصت ترتیب این به تا می شدند

ریاضی پژوهشی مرکز در کشوری پژوهشی طرح یک راستا این در می شد. برگزار هم ریاضی معلمان ویژه

مخاطبان برای مختلفی های بخش پژوهشی، طرح این در شد. تعریف کرمان باهنر شهید دانشگاه ماهانی،

آشنایی آن اصلی هدف و شده دیده تدارک ریاضی) معلمان و هایشان، خانواده دانش آموزان، جمله (از مختلف

از ریاضی مجرب اساتید پژوهشی، طرح این در کارگاه ها مجریان و طراحان است. ناب ریاضیات با مخاطبان

برخی با اولیه رایزنی های زمینه، این در دارند. را معلمان و آموزان دانش با کار تجربه که هستند کشور سرتاسر

است. شده انجام پژوهشی طرح این از مالی حمایت برای نهادها

پایانی سخن .۶

در ایرانی دانش آموزان ضعیف عملکرد به اول نوع افت شد. اشاره ریاضی افت نوع دو به مقاله این در

تمایل عدم به و بود یافته بازتاب رسانه ها در بیشتر دوم نوع افت و داشت اشاره تیمز المللی بین مطالعه

نوع دو هر ریشه نوشتار این در می شد. مربوط دهم پایه در ریاضی-فیزیک رشته انتخاب برای دانش آموزان

آینده شان زندگی برای را افراد که است ریاضیاتی همان ناب ریاضی شد. معرفی ناب ریاضی به توجه عدم افت،

آموزشی جامعه سطح در آنچه اما است. معنادار و بخش لذت یادگیرندگان برای مسئله ها حل کند، می آماده

که است دست این از مطالبی و میان بر نکات محاسبه، سریع های روش گرفتن یاد است، کرده پیدا رواج کشور

میان بر نکات و سریع محاسبه روش های این اینجا، در و می کند آماده غیر استاندارد های آزمون برای را فرد صرفاً

ناب ریاضیات با دانش آموزان آشنایی عدم نتیجه شده اند. معرفی ناب ریاضی برای ضدمثال هایی عنوان به

آن چراکه دارند، استرس ریاضی انجام در نتیجه در شود، می معنا بدون برایشان ریاضی یادگیری که است این

مفقوده) (حلقه اصلی چالش نگارنده، زعم به می یابند. واقعی شان زندگی با مرتبط غیر و کاربرد بدون علمی را

خانه های مانند نهادهایی است. ناب ریاضیات آموزش فقدان کشور، عمومی آموزش سطح در ریاضی آموزش

از استفاده با سریع محاسبه قبیل از انحرافی های برنامه هستند، ناب ریاضی ترویج دنبال به که ریاضیات

زندگی که چرا هستند، تفکر و مسئله حل قدرت تقویت دنبال به ریاضیات خانه های نمی کنند. تایید را چرتکه

گرفته پزشک و معلم از کنند. می نرم پنجه و دست ها مسئله با نوعی به مشاغل همه است. مسئله حل عرصه

را مان واقعی دنیای مسایل تفکر، و اندیشه با ناب ریاضی گرفتن یاد طریق از ”بیایید پس جمهور. رییس تا

کنیم“. حل
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امروزی ریاضیات در مفاهیم اساسی ترین از یکی که تابع مفهوم تدریجی تکامل بررسی به مقاله این در چکیده.

می کنیم. مرور حاضر عصر تا وسطی قرون از را مفهوم این تحول سیر و می  پردازیم است،

مقدمه .١

توابعی ریاضی آنالیز دارند. کار و سر تابع با مستقیم غیر یا مستقیم طور به ریاضیات متنوع های شاخه

معادلات و دیفرانسیل نظریه می دهد، قرار بررسی مورد را آنها مشتقات و آنها خواص و متغیر چند یا یک با

تابع آنها عناصر که فضاهایی روی تابعی آنالیز است. تابع آنها جواب که است معادلاتی حل صدد در انتگرالی

کند. می مطالعه را تابع مختلف انواع ارزیابی در خطاها کنترل فرآیندهای عددی آنالیز کند، می کار هستند

عمل جبر در نمونه، عنوان به دارند، کار و سر تابع مفهوم از گسترش هایی با ریاضی، های زمینه از دیگر برخی

می گیرند. قرار مطالعه مورد بازگشتی توابع ریاضی منطق در و رابطه و

یکی راستی به مفهوم این گرفت. شکل آهسته بسیار پذیرفته اند، ریاضیدانان اکثر امروزه که ”تابع“، مفهوم

که همان گونه داریم. آن شکل گیری چگونگی بر مختصر مروری مقاله این در است. ریاضی مفاهیم مهمترین از

2020 Mathematics Subject Classification. 01A65

وابسته. متغیر مستقل، تحلیلی،متغیر تابع رابطه، تابع، واژگان. کلید

.٩٩/١١/١٠ پذیرش ٩٩/٨/٣ دریافت تاریخ:
١۴
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ریاضی آنالیز اساس نیز انتگرال و مشتق تابع، هستند، اقلیدسی هندسه در بنیادین مفاهیم صفحه، و خط نقطه،

می دهد. تشکیل است، ریاضیات قلب مثابه به که را

تناظری عنوان به شمارش نمونه، عنوان به یافت. کهن ریاضیات در توان می را تابع از خاصی های مثال

متغیر؛ دو از توابعی عنوان به اصلی عمل چهار طبیعی؛ اعداد از متناهی قطعه ای و اشیا از مجموعه ای بین

سوم. و دوم ریشه های همچنین و مکعب ها و مربع ها محاسبه بابلی١؛ تقابلی های جدول

نزدیک آن به نوعی به و داشته تابع امروزی مفهوم از درستی تصور ریاضی دانان از برخی تاریخی، دیدگاه از

بودند. شده

و نقطه یک در دما بین دما، فیزیکی پدیده بررسی در که (1323 − 1382) اورسم٢ نیکلا مثال عنوان به

طول و (Latitudo) عرض اصطلاحات کمیت دو این برای و شد قائل تمایز میله یک راستای در آن گسترش

ضرورت ولی شود. می دیده وابسته و مستقل متغیرهای از کلی ایده ای او کارهای در برد. به کار را (Logitudo)

آن قدمت و است جدید نسبتا ریاضی، های پژوهش در بنیادین مفهوم یک عنوان به تابع نام به مفهومی وجود

می گردد. باز میلادی ١٧ قرن به

نشان ١٩۵١ سال در کاراچا٣ بنتو نشد. پدیدار اتفاقی به طور ریاضیات در تابع مفهوم که است این واقعیت

کپلر و (1564 − 1642) گالیله توسط طبیعی پدیده های کمǯی بررسی در ریاضی ابزارهای از استفاده که داد

جدید جبر که توانایی هایی اساس بر ابزارها این از استفاده گسترش شد. آغاز آن به نیاز دلیل به (1571−1630)

فرما و دکارت توسط که تحلیلی هندسه خصوص به و می نمود فراهم مطالب دربیان (۴ ویت توسط شده (ابداع

مناسب ترین ریاضیات که بود باور این بر گالیله وسطایی، قرون تفکر خلاف بر گردید. پذیر امکان شد، ابداع

شده اندازه گیری کمیت ها می بایستی پدیده یک مطالعه برای گالیله نظر طبق است. طبیعت مطالعه برای زبان

شکل ساده ترین به می کنند توصیف را روابط این که ریاضی قواعد آن، از پس و شود مشخص آن ها بین نظم و

آیند. دست به ممکن

یکی عنوان به نیوتون داشتند. را در هم آمیختگی بیشترین فیزیک و ریاضی میلادی، ١٨ و ١٧ های قرن در

ریاضی دانان از دیگر بسیاری او بر علاوه بود. نیز برجسته ای فیزیکدان دوران، تمام ریاضی دانان بزرگترین از

داشتند. فیزیکی مسائل به زیادی علاقه نیز فوریه و لاگرانژ برنولی، مانند شاخص

ترتیب به می توان را میلادی ١٨ و ١٧ های قرن در تابع مفهوم گسترش و شکل گیری در تاثیرگذار عامل سه

بر شمرد: زیر

عبارت های در دستکاری و بود دقت و سادگی مانند مهمی جنبه های حامل که جبری نماد گذاری از استفاده -١

داد. می جای خود در را بسیاری اطلاعات آن بر علاوه و می نمود مجاز را تحلیلی

Babylonian tables of reciprocals١

Nicola Oresme ٢

Bento Caraça ٣

Viète۴
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بر مماس بین ارتباط آن از مهمی مثال می کرد. فراهم را مسئله درک شهودی ابزار که هندسی نمایش -٢

است. تابع مشتق و خم یک

فراهم توابع خانواده های مطالعه برای را اصلی انگیزه نظم، وجود دلیل به که فیزیکی پدیده های بین روابط -٣

آورد.

یا مکان، در یا زمان، با است ممکن کمیت یک هستند. وردشی مسائل برای ای فوق العاده ابزارهای توابع

یا سریع است ممکن تغییری چنین کند. تغییر متعدد، ابعاد در همزمان به طور یا و دیگر کمیت های به نسبت

محدودیت های و پیچیده یا ساده الگوهای از است ممکن تغییرات این شود. ناپدید نقطه ای در یا و باشد کند

طول در ریاضی دانان اما هستند. بیان قابل توابع کمک به این ها همه ما امروزی ادراک با کنند. پیروی مختلف

مشخص پدیده یک یا هندسی نمایش یک تحلیلی، عبارت یک با متناظر صرفاً که کارکردند توابعی با زمان

تحول این گرفت. فاصله خود اولیه مفهوم از و نمود تحول به شروع تابع مفهوم ترتیب این به نبودند. فیزیکی

هیچ در ولی است پیوسته نقاط همه در که تابعی شدن پدیدار مثال، عنوان به داشت، نیز شگفت آوری لحظه های

نیست. پذیر مشتق نقطه ای

البته کلیت. و سازگاری بودند: برخوردار اولویت از تابع مفهوم درتکامل اصلی جنبه دو خلاصه، به طور

عصر در ریاضیات اصلی مسائل راستای در بلکه نمی شد محدود مجرد جنبه های به تنها آمده پیش بحث های

مقاله این مطالب عمده می پردازیم. تحول این سیر بررسی به بیشتری جزئیات با ادامه در می کرد. حرکت خود

است. [٧ ،٢] مراجع از برگرفته

نوزدهم قرن اول نیمه و هجدهم هفدهم، قرن در تابع مفهوم .٢

کوچک ها بی نهایت حساب آغاز در می توان را ریاضی مستقل شئ یک عنوان به تابع مفهوم وجود ضرورت

وسیله به هندسی نظر از که متغیر دو از معادله یک که کرد بیان آشکارا (1596− 1650) دکارت کرد. ردیابی

به مشتق ایده ترتیب این به و می دهد، نشان را متغیرها مقادیر بین وابستگی می شود، داده نمایش خم یک

شد. پدیدار نقطه، هر در خم این بر مماس یافتن برای راهی عنوان

اصطلاح او کرد. استفاده ”تابع“ اصطلاح از ١۶٧٣ سال در که بود کسی اولین (1646−1716) لایب نیتس

(AN) قائم تحت و (TA) مماس تحت پاره خط های مانند هندسی کمیت های که این دادن نشان برای را تابع

اصطلاحات همچنین وی ببینید. را ١ نمودار برد، کار به هستند، وابسته خم روی نقطه مکان به خم یک بر

کرد. معرفی را ”پارامتر“ و ”متغیر“ ”ثابت“،

با متغیر یک به وابسته مقادیر نمایش برای اصطلاحی جبری، های روش کمک به ها خم مطالعه باگسترش

اصطلاح ،١۶٩٨ و ١۶٩۴ سالهای بین سرانجام، شد. لازم روزافزون طور به تحلیلی، عبارت یک از استفاده

با شد. پذیرفته (1667 − 1748) برنولی ژان و نیتس لایب بین ممتد مکاتبات در هدف این ”تابع“برای

برنولی بعد سال دو ولی نگردید. ظاهر ١٧١۶ سال در ریاضی نامه واژه انتشار تا تابع اصطلاح وجود، این

نوشت و کرد رها آن هندسی صورت های قید از را تابع تعریف و داشت ای گسترده بازتاب که نوشت مقاله ای
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خم یک بر قائم تحت خط پاره و مماس تحت خط پاره نمایش :١ نمودار

دانشجوی اویلر است“. شده تشکیل مقادیرثابت و متغیر ازآن نوعی به که است کمیتی متغیر، مقدار یک ʟتابع”

کرد. استفاده تابع تعریف برای ”کمیت“ جای تحلیلی۵“به (ضابطه) ”عبارت اصطلاح از بعداً برنولی، سابق

تناقض به زودی به اصطلاح این شد. گرفته تحلیلی“یکسان ”عبارت مفهوم با عمل در تابع مفهوم بنابراین

شود. مشخص متفاوت تحلیلی عبارت چندین توسط توانست می تابع یک واقع، در شد. منجر متعددی های

کوچک مجموعه زیر یک که تحلیلی، توابع فقط اویلر تعریف که گفت توان می امروزی، زبان به و دیگر سوی از

گرفت. می بر در را است، پیوسته توابع یعنی دیگری کوچک مجموعه از

“fluent” لغت از او برد. به کار را تابع مفهوم که بود ریاضی دانانی اولین از یکی (1642− 1727) نیوتن

لغت و وابسته متغیرهای نمایش برای “relata quantitas” کلمه از همچنین و مستقل متغیر کردن معین برای

او کرد. استفاده حسابان، اصلی عمل چهار از استفاده با بقیه از آمده بدست مقادیر به ارجاع برای “genita”

شوند. داده نمایش نامتناهی توانی سری یک صورت به می توانند توابع چگونه داد نشان همچنین

نگرفت، قرار توجه مورد زمان آن در که داد ارائه دیگری تعریف کاستی ها از آگاهی با (1707−1793) اویلر

در و اویلر کارهای در نداد. انجام توابع مورد در یافته ساختار کاری هرگز ولی کرد تعبیر نمودار یک با را تابع او

ظاهر کاربردها سایر و احتمال نجوم، مکانیک، هندسه، در که بود حقیقی خاص توابع به معطوف توجه او، زمان

چند جمله ای های زود خیلی که گشود را پژوهش در چندجانبه و گسترده زمینه ای توابع این مطالعه می شدند.

آمد. پدید دور آینده ای در که کلی ای نظریه از خاصی حالت شد، شامل نیز را متعامد

همه که نهاد بنا اساس این بر را خود دیفرانسیل حساب (1736− 1813) لاگرانژ متفاوت، مسیر یک در

دارند. توانی سری بسط نقطه ای هر نزدیکی در موضعی صورت به و هستند تحلیلی توابع

تابع یک کردن مشخص میلادی، هجده قرن درطول شود، می مربوط ریاضیات اصلی جریان به که آنجا تا

و گسترش دستخوش طوری تابع مفهوم نوزدهم، قرن در اما ماند. باقی تغییر بدون تحلیلی عبارت طریق از

کرد. تغییر عمیقاً را آن معنی و ماهیت که گرفت قرار پی در پی شفاف سازی های

Analytical expression ۵
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ایجاد تابع مفهوم گسترش جهت در توجهی قابل پیشرفت مرتعش“ ”تارهای مساله مورد در جدل و بحث

می شود بیان زیر معادله توسط مساله این کرد.

∂2y

∂x2
= a2

∂2y

∂t2
,

و مبدا از فاصله x همچنین می دهد. نشان را تعادل موقعیت از مکان تغییر و است وابسته متغیر y آن در که

که می گرفت نظر در را توابعی که (1717 − 1783) دالامبر میان گرفته در مجادله . می دهند نشان را زمان t

جواب های مورد در بحث به منجر برنولی و اویلر مانند ریاضی دانانی با باشند، مساله این جواب باید واقع در

شد. معادله کلی

مفهوم تکامل در مهمی سهم می کرد، مطالعه را جسم یک در دما جریان که (1768− 1830) فوریه کارهای

می شد، داده آنها نمودارهای توسط که دلخواه حقیقی توابع از اویلر تعبیر واقع در داشت. معاصرانش توسط تابع

در عطفی نقطه که او۶ شاهکار در ١٨٢٢ سال در و گرفت قرار فوریه ژوزف توجه مورد ١٨٠٧ سال حدود از

متغیر دو از تابعی را دما فوریه کنید). مراجعه [۵] (به گرفت اوج بود، ریاضی فیزیک و کلاسیک آنالیز تکامل

دستگاه مورد در بود یافته دست آن به سالگی ٧٠ سن در که اویلر کشف از وی می گرفت. نظر در فضا و زمان

سری در که مثلثاتی توابع متعامداز

1

2
a0 +

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

سری یک حسب بر می توان را متناوب ناپیوسته تابع یک حتی که دهد نشان تا کرد استفاده می شوند، ظاهر

صورت به اویلر فرمول توسط آن ضرایب که ها سری این فوریه، کار افتخار به امروزه داد. بسط فوق، مانند

ak =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos kx dx, bk =
1

π

∫ π

−π

f(x) sin kx dx

است نداشته سری ها این بنیادی نظریه در نقشی هیچ فوریه که هرچند می شوند، نامیده فوریه سری می شود، داده

پذیرفته انجام مرتعش، تارهای مساله با ارتباط در و ١٧۵٠ سال در برنولی دانیل توسط آنها ابداع واقع در و

هرگز ولی داد بسط مثلثاتی سری یک به مناسب بازه یک در را تابع هر بتوان شاید که زد حدس فوریه است.

نداد. ارائه حدس این از ریاضی اثبات

تحلیلی) حتی (و پیوسته توابع با نامتناهی سری یک توسط توانند می ناپیوسته توابع که فوریه، ادعای این

در (1826 − 1866) ریمان و برلین در (1805 − 1859) دیریکله ویژه، به معاصرانش شوند، بیان توابع از

فوریه سری همگرایی از دقیق اثبات اولین بود، کرده تحصیل پاریس در که دیریکله کرد. زده حیرت را گوتینگن،

هستند پیوسته موضعی مینمم و ماکزیمم متناهی تعداد در جز به که (آنهایی متناوب توابع از بزرگی رده برای را

La Théorie de Analytique la Chaleur (١٨٢٢).۶
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تحلیلی نمایش از را تابع مفهوم بود ناچار او کار، این انجام برای داد. ارائه ندارد) نهایت بی تا پرشی منحنی و

عددی، متغیرهای بین دلخواه تناظری عنوان به تابع تعریف ارائه با ١٨٣٧ سال در را کار این و کند جدا آن

فقط و یک مستقل، متغیر از مقدار هر به که متغیر دو بین است تناظری تابع ”یک او، تعبیر به داد. انجام

هر ”به جمله به “ مستقل متغیر از مقدار هر به ”جمله بعد چندی کند“. می متناظر وابسته متغیر از مقدار یک

کلی آنقدر تعریف این یافت. تغییر است“ ( تابع (دامنه خاصی مجموعه به متعلق که مستقل متغیر از مقدار

تابع وی ȯمثلا کرد. معین کلمات با فقط ریاضی (ضابطه) فرمول داشتن بدون را تابع توانست می که بود

f(x) =

1 است گویا x

0 است گنگ x

معروف دیریکله تابع نام به بعدها تابع این .[٣] کرد معرفی نیست پیوسته ای نقطه هیچ در که تابعی عنوان به را

تابع بتوان آن کمک به که ندارد وجود ریاضی (ضابطه) فرمول هیچ هجدهم، قرن دانان ریاضی دیدگاه از شد.

توانیم می ȯمثلا کند. می مشخص کامل طور به را تابع تعریفی چنین که صورتی در کرد. محاسبه را دیریکله

.f(2
3
) = 1, f(

√
2) = 0 بگوییم

کارهای (1857− 1789) کوشی لویی فوریه، نتایج به بخشیدن دقت برای دیریکله تلاش های از قبل حتی

تابع هر که واقعیت این از را قبولی قابل اثبات تنها نه وی بود. داده انجام تابع مفهوم شدن روشن برای زیادی

پذیر بارمشتق نهایت  بی کراندار تابع یک از مثال یک بلکه بود، رسانده انجام به است انتگرال پذیر پیوسته

f(x) =

exp(−x−2) x ̸= 0

0 x = 0

شود. بیان x حسب بر توانی سری یک با x = 0 همسایگی در تواند نمی که کرد ارائه را

نوزدهم قرن دوم نیمه در تابع مفهوم .٣

حول آنها های ایده که بودند (1815− 1897) وایراشتراوس و (1826− 1866) ریمان این همه، از بیش

سال در ریمان مقاله بود. کرده احاطه مختلط، چه و حقیقی حالت در چه را توابع نظریه ١٨٨٠ سال حوش و

بود یافته انگیزه ریمان بود. فوریه های سری نظریه در اساسی پیشرفت دومین دیریکله، کار اساس بر ١٨۵۴

کند. خلق پیوسته، توابع برای کوشی انتگرال نظریه از کلی تر و دقیق تر بسیار را کراندار توابع انتگرال نظریه تا

شد): منتشر ١٨۶٧ سال در نتایج (این کرد تعریف زیر شکل به تابعی ١٨۵۴ سال در او
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f(x) =


0 x = [x] + 1

2

x− [x] x < [x] + 1
2

x− [x]− 1 x > [x] + 1
2
,

نقاط دقیقا f ناپیوستگی نقاط می شود تعریف حقیقی x هر ازای به f(x) =
∞∑
n=1

(nx)

n2
داد نشان سپس

راست و چپ حد ناپیوستگی، نقاط در تابع این همچنین اولند. هم به نسبت n و p که هستند x = p
2n

f تابع تعریف این با کنند. می نزول صفر مقدار به صفر نقطه به شدن نزدیک با نقاط این در پرش ها و دارد

مشتق پذیر f ناپیوستگی نقاط در که است پیوسته تابعی باشد، آن اولیه تابع F اگر و است ریمان انتگرال پذیر

ولی نمی رسید، نظر به خوشایند چندان روزگار آن در تابع این بود، ناممکن F هندسی تصور که آنجا از نیست.

گرفت. قرار پذیرش مورد بود، گویا اعداد از ای مجموعه زیر نبود مشتق پذیر آن در تابع که نقاطی چون

مانند ریاضی دانانی توسط حقیقی توابع و فوریه سری مورد در بعدی بحث های آغاز نقطه ریمان کارهای

مانند پرسش هایی سالها این مقالات در شد. ١٨٧۵ تا ١٨٧٠ سال های بین ریموند و دینی اسکولی، هاینه،

شدند. مطرح آن، مانند و ناپیوستگی ها مجموعه جمله، به جمله گیری انتگرال همگرایی،

خود، طولانی زندگی طول در وی بود. (1815− 1897) وایراشتراس دوران، این در دقت مدافع موثرترین

داشت. بسیار تاکید آنالیزی فرمول بندی دقت بر کرد، می استفاده فیزیکی و هندسی شهود از که ریمان خلاف بر

اصطلاح حقیقی آنالیز به نسبت او نقادانه روحیه همچنین و مختلط آنالیز در کلی و دقیق تعریف های بر او تاکید

١٨٧٢ سال در وایراشتراس انداخت. ها زبان سر بر بود، شده ابداع کلاین توسط که را وایراشتراسی“ ”دقت

حقیقی تابع

f(x) =
∞∑
n=0

an cos(bnπx), 0 < a < 1, ab > 1 +
3

2
π, است فرد صحیح عدد b

را ٢ شکل نیست، پذیر مشتق ای نقطه هیچ در و پیوسته حقیقی اعداد مجموعه سرتاسر در که کرد معرفی را

ببینید.

که کرد ارائه پیوسته تابعی از مثالی (١٨٧۵) خود معروف نوشته در (1842− 1917) داربو دیگر سوی از

آن نمی توان نیست توانی سری وسیله به نمایش قابل آن که بر علاوه و نیست، نزولی یا صعودی بازه ای هیچ در

کرد. رسم را

مفاهیم و ها پرسش مسئله، با برخورد شیوه این و گردید ریاضی آنالیز در اساسی بازنگری سبب مثال ها این

ریاضی دانان برای می شوند داده نمایش مثلثاتی سری با که کلی توابع آیا کرد. مطرح توابع با ارتباط در را جدیدی

عجیب توابع این فایده هستند؟ مفید می شوند، داد نمایش توانی های سری با که توابعی فقط یا دارند مزیتی
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هیچ جا ولی است پیوسته جا همه تابع این است. معروف وایراشتراوس تابع به که f(x) =
∞∑

n=1

an cos(bnπx) سری جزئی مجموع های از یکی :٢ نمودار
نیست. پذیر مشتق

از (1822− 1901) هرمیت وحشت آیا چیست؟ ندارند توانی سری صورت به نمایشی که آنهایی یا غریب و

است؟ موجه نیستند، مشتق پذیر جا هیچ که پیوسته ای توابع

حاضر عصر تا بیستم قرن آغاز از تابع .۴

او .[۴] شد جمع بندی درستی به (1848 − 1925) فرژ٧ توسط نوزده، قرن اواخر در آمده پیش وضعیت

عمل چهار مانند سنتی اعمال واقع در است. یافته وسعت علم، گسترش با ”تابع“ کلمه اطلاق که دریافت

بودند. شده کار وارد نیز حدگیری مانند اعمالی و نبود کافی توابع ساختن برای دیگر آنها، وارون و توان ها اصلی،

نمایند. مشخص را تابع مقدار و دامنه ریاضی اشیأ فقط ندارد لزومی که داشت اظهار و رفت فرا تر هم این از فرژ

برلین آنگاه کنیم، فرض متغیر دامنه در مقداری عنوان به را آلمان امپراطوری اگر ” گوید می او مثال عنوان به

دهد“. نشان را متغیر مقدار این برای تابع مقدار می تواند

شد آغاز (1845 − 1918) کانتور گئورگ توسط که مجموعه ها نظریه گسترش با نوزدهم، قرن اواخر در

همه به تابع بیستم، قرن در داد. ادامه تکامل به نیز تابع مفهوم گردید، ریاضیات در عمیق تحولی باعث و

گسترش کند، صدق مقدار یکتایی شرط در که عددی) غیر چه و عددی (چه مجموعه ها بین دلخواه تناظرهای

ولی روشن تر وضعیت کانتور و داربو وایراشتراس، کارهای از پس بیستم، قرن آغازین های سال در یافت.

آن از حتی و نمی دادند نشان علاقه ای موضوع این به ریاضی دانان از بسیاری که حالی در بود. متغیر بسیار

برای داشتند، گوناگون سؤالات به دادن پاسخ در سعی متفاوت انگیزه های با کمی عده می ورزیدند، اجتناب

کنید. رجوع [١] به دقیق تر اطلاعات

Gottlob Ferge٧
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نزدیک خویشاوند یک داده اند. سوق رابطه سمت به تناظر از را تابع ریاضی دانان تابع، مفهوم تکامل ادامه با

قاعده یک عنوان به تابع محاسبات، درنظریه طرفی از است. رسته ها نظریه در ریخت مفهوم تابع، مفهوم به

از نمونه ای که می شود استفاده الگوریتم ها از رایانه علوم و منطق در همچنین می شود. گرفته نظر در محاسباتی

هستند. باز گشتی توابع

گسترده ای طور به علم این نیست. وابسته فیزیکی علوم به اختصاصی طور به گذشته مانند ریاضیات امروزه

اجتماعی، و انسانی علوم زیست شناسی، پدیده های مطالعه در قوی ابزاری به و داده وسعت را خود کاربرد دامنه

توصیف، برای را زیرساختی ریاضیات است. شده تبدیل آوری فن و مهندسی ارتباطات، تجارت، و اقتصاد

یک هستند. مدل مفهوم برای زمینه ای ریاضیات کاربردهای تمام آورد. می فراهم کنترل و پیش بینی تشریح،

عناصر حال عین در و توصیف را شده داده وضعیت یک در اساسی عناصر که است نمایشی ریاضی مدل

متغیرها، از ȥمعمولا ولی باشد، داشته متفاوتی صورت های تواند می مدل یک می کند. حذف را ضروری غیر

شناخت از دارد، مراحلی مدل یک ساختن فرآیند شود. می تشکیل آنها تغییرات نرخ و متغیرها این بین روابط

در که است مهم بسیار موقعیت. آن به دوباره بازگشت سپس و آن ریاضی توصیف تا گرفته اولیه موقعیت

بین تابع فرم به روابطی که است لازم منظور این به نماییم. مشخص را مختلف بیرونی عوامل تاثیر مرحله هر

امروزه که گفت توان می بنابراین کنیم. برقرار اصلی متغیرهای و کنند می تعریف را عوامل این که پارامترهایی

هستند. علم مختلف شاخه های در تابع مفهوم کاربردهای مهمترین از ریاضی مدل های

ریاضی مفهوم این کاربرد گستره علمی، جدید پیشرفت هر با تردید بدون و دارد ادامه همچنان نفوذ دامنه این

می  رساند. یاری نو پدیده های توصیف به زیبایی و قدرت با و می شود وسیع تر نیز

پایانی سخن .۵

از ادامه در و می شد برده کار به هندسی اشیای بین تناظر کردن معین برای تابع مفهوم آغاز، در که دیدیم

اختصاص خود به ریاضی تفکر اصلی جریان در ویژه ای جایگاه تحلیلی، عبارت های مطالعه با ارتباطش طریق

می گوید: [٧] در یوشکوویچ مشارکت، این تاریخی نقش دادن نشان برای داد.

این فوق العاده، کارآیی دلیل به و کرد ایجاد ریاضیات در بنیادین تحولات تحلیلی، روش به تابع ”معرفی

است.“ شده علوم تمام در کانونی جایگاه دارای مفهوم

هنوز که است پرثمر آنقدر (نمودارها) هندسی اشیاء و تحلیلی (ضابطه ها)ی عبارت ها بین ارتباط واقع در

می سازد. آشکار امروزی ریاضیات در و عمل در را خود جایگاه هم

کردند ظهور نامتعارف ȯکاملا رفتارهای با توابعی شد. بسیار دگرگونی های دستخوش تابع مفهوم زمان طول در

نو پدید های شاخه در هم و داد ادامه علوم سایر در خود نفوذ به هم تابع گردیدند. بسیاری سؤالات طرح موجب و

شد. ظاهر متفاوت دیدگاه هایی با ریاضیات

بسته علم شاخه هر و ندارد وجود آن بردن کار به و تابع مفهوم به نگرش برای واحدی قالب که، آن خلاصه

می گیرند قرار مطالعه مورد ریاضی آنالیز در که توابعی امروزه برمی گزیند. را خود نیاز مورد قالب خود، نیاز به
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به و دارند اساسی نقش عددی متغیرهای بین وابستگی بررسی در می شوند، استفاده کاربردی برنامه های در و

امروزی کاربردهای در آنها، ماهیت از نظر صرف متغیرها، بین تناظری عنوان به عددی تابع مفهوم دلیل، همین

دارند تاکید رابطه مفهوم بر شوند، می گرفته نظر در جبر در که توابعی می دهد. ادامه خود کلیدی نقش به هم

برکسی برخوردارند. الگوریتمی جنبه های از بیشتر می گردند ظاهر رایانه علوم و ریاضی منطق در که آنهایی و

بدون علم امروزی های پیشرفت و است گسترانده علم پهنای تمامی بر را خود سایه مفهوم این که نیست پوشیده

بود. نخواهد تصور قابل آن بردن کار به و وجود
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کسری مشتق گیری ریمان-لیوویل، کسری انتگرال گیریِ و مشتق گیری برای دلخواه) مرتبۀ از انتگرال گیری و

است. شده پرداخته ریس پتانسیل و کاپوتو

پیش گفتار .١

این دانستن که دارد وجود روشنی هندسی و فیزیکی تفسیرهای صحیح، مرتبۀ انتگرال های و مشتق  ها برای

و مشتق  ها مورد در اما می کند. آسان را مختلف علوم در کاربردی مسائل حل برای آن ها از استفاده تعبیرها،

قابل هندسی و فیزیکی تعبیر سال، سیصد از بیش تر برای می کند. فرق کمی وضع کسری، مرتبۀ انتگرال های

کنفرانس اولین تشکیل بر گواهی ، این فقدان نداشت. وجود انتگرال گیری و مشتق گیری از نوع این برای قبولی

کنفرانس، این در اما .[١٣] است متحده ایالات  در نیوهاون١ شهر در ١٩٧۴ سال در کسری حسابان بین المللی

2020 Mathematics Subject Classification. 26A33, 26A42.

. ریس پتانسیل کاپوتو، ریمان-لیوویل،مشتق کسری گیری انتگرال و گیری مشتق واژگان. کلید
پذیرش٠٠/٢/١٣. ٠٠/٢/١ ویرایش ٩٩/١٠/٢١ دریافت تاریخ:

مسئول. *نویسنده

New Haven١

٢۴



٢۵ هندسی و فیزیکی تعبیر

سال در بریتانیا استر ثکلاید٢ شهر در این بار دیگری کنفرانس خاطر، همین به و نشد داده پاسخی سوال این به

برای نتوانستند شدند، برگزار بلغارستان و ژاپن کشور های در که نیز بعدی کنفرانس های .[٧] شد برگزار ١٩٨۴

.([۶]،[٣] ،[١٠]،[۴]) دهند ارائه قبولی قابل پاسخ سوال این

هستند، صحیح مرتبۀ انتگرال گیری و مشتق گیری تعمیم مرتبه کسری، انتگرال گیری و مشتق گیری که آن جایی از

مشتق گیری میان ارتباط بایستی می شود ارائه کسری مرتبۀ انتگرال گیری و مشتق گیری برای که تعبیرهایی

ریاضی دان و محقق چندین دهند. نشان درستی به را صحیحشان همتایان و کسری مرتبۀ انتگرال گیری و

موضوع دو این میان و دهند ارتباط کسری تعابیر هندسۀ به را کسری انتگرال های و مشتق  ها تا کردند تلاش

اما .([٩]،[٨]) کرد اشاره مشرفی۴ و نیگ ماتولین٣ تلاش های به می توان آن ها جملۀ از که کنند برقرار ارتباط

و مشتق گیری هندسی تفسیر برای متفاوت رویکرد یک .[١۴] نیست مناسب روش این که کرد ثابت روتمن۵

تعبیر یک از صحبت حال هر به اما . [١] شد پیشنهاد عدا۶ بن توسط α-ام مرتبۀ بر پایۀ کسری انتگرال گیری

است. دشواری کار همه، برای پذیرش قابل هندسی

تفسیر یک معرفی با را خود کار می کنیم. معرفی چالش این به پاسخ برای جدید روش یک مقاله، این در

انتگرال گیری از: عبارتند نوع چندین آن می کنیم. آغاز کسری مرتبۀ انتگرال گیری نوع چندین برای هندسی

ریس٨. پتانسیل و ٧ ریمان-لیوویل راست و چپ سمت از کسری

زمان محور یک بر حسب ریمان-لیوویل کسری انتگرال گیری برای فیزیکی تفسیر یک اساس، بر همین

و ریمان-لیوویل کسری مشتق گیری برای فیزیکی تعبیر یک آن، بر علاوه است. شده پیشنهاد ناهمگن

شویم مقاله اصلی موضوع پیرامون بحث وارد که آن از قبل اما می دهیم. پیشنهاد کاپوتو٩ کسری مشتق گیری

دهیم. ارائه مختصری توضیح مقاله این در رفته کار به نمادهای مورد در است لازم

طور به کسری مشتق فرمول های در است. u(x, t) تابع از مشتق گرفتن معنای به c
aD

d
bu(x, t) نماد

مشخص را انتگرال گیری حدود ،b و a یعنی فوق نماد پایین اندیس دو می شود. ظاهر نیز انتگرال معمول

حرف قسمت این در اگر مثال عنوان به می کند. مشخص را مشتق نوع چپ سمت بالا c حرف و می کنند

مشتق مرتبۀ نیز راست سمت بالا d نماد است. رفته کار به ریمان-لیوویل مشتق یعنی باشد داشته وجود R

تابع ریمان-لیوویل مشتق می شود: خوانده طور این R
0D

α
xu(x, t) نماد نمونه، عنوان به می کند. مشخص را

Strathclyde٢

R.R. Nigmatulin٣

M. Moshrefi۴

R.S. Rutman۵

F. Ben Adda۶

Riemann-Liouville٧

Riesz potential٨

Caputo٩



گچ پزان م. و چهکند غلامی ح. ٢۶

[٢] به می توانند زمینه این در بیشتر اطلاعات برای علاقه مند خوانندگان .α مرتبۀ از و x تا 0 از u(x, t)

کنند. مراجعه

کسری مرتبۀ عملگر های هندسی توصیف .٢

این در ریمان-لیوویل). چپ ازسمت کسری (انتگرال کسری مرتبۀ عملگر های هندسی مفهوم ٢. ١

ریمان-لیوویل انتگرال عملگر شد. خواهد ارائه ریمان-لیوویل انتگرال عملگر برای هندسی مفهوم یک بخش

کرد: تعریف (٢. ١) رابطه صورت به می توان را

0J
(α)
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

0

f(τ)(t− τ)α−1dτ t ≥ 0. (٢. ١)

:[١٢] کرد بازنویسی زیر رابطه صورت به می توان را رابطه این

0J
(α)
t f(t) =

∫ t

0

f(τ)dgt(τ) (٢. ٢)

رابطه این در که

gt(τ) =
1

Γ(α + 1)
[tα − (t− τ)α]. (٢. ٣)

آن گاه شود، گرفته نظر در τ1 = kτ و t1 = kt اگر واقع در می باشد. توجهی قابل خواص دارای gt(τ)

gt1(τ1) = gkt(kτ) = kαgt(τ). (۴ .٢)

بعدی، سه فضای در انتگرال، این از هندسی تعبیر آوردن دست به برای و (٢. ٢) رابطه در t بودن ثابت فرض با

f(τ) متغیر ارتفاع به دیواره ای می توان (τ, g) صفحه در می شود. گرفته نظر در f و g ،τ هم بر عمود محور سه

بود. خواهد 0 ≤ τ ≤ t برای (τ, gt(τ), f(t)) صفحه در بعدی سه خم یک دیوار، این بالایی لبه که کرد رسم

دو روی بر می توان را بعدی سه فضای این در شده رسم دیواره ی است، شده داده نشان ١ شکل در که همان طور

گفت: می توان صفحات این روی بر دیواره، این تصویر مشاهده با کرد. تصویر فضا این از هم بر عمود صفحه

است: (۵ .٢) رابطه انتگرال مقدار دهنده ی نشان (τ, f) صفحه روی بر دیواره، این تصویر مساحت .١

0J
(1)
t f(t) =

∫ t

0

f(τ)dgt(τ) t ≥ 0. (۵ .٢)

انتگرال مقدار همان یا (٢. ٢) رابطه انتگرال مقدار ،(g, f) صفحه روی بر دیواره این تصویر مساحت .٢

خواهد ایجاد سایه دو شده، تعریف دیواره ی دیگر عبارت به داد. خواهد نشان را (٢. ١) کسری مرتبه

تابع منحنی زیر سطح مشهور تعریف همان که می شود ایجاد (τ, f) صفحه روی بر سایه اولین کرد.

ایجاد سایه اما بود. خواهد صحیح) (مرتبه معمولی انتگرال تعریف تعریف، این و می باشد f(τ)



٢٧ هندسی و فیزیکی تعبیر

خواهد t ثابت نقطه یک برای (٢. ١) رابطه کسری مرتبه انتگرال هندسی مفهوم ،(g, f) روی بر شده

بود.

(g, f) و (τ, f) صفحات بر آن تصویر و f(t) تابع :١ شکل

معنی این به موضوع این بود. خواهد مساوی تصویر دو هر و gt(τ) = τ آن گاه ، α = 1 اگر

کسری مرتبه انتگرال از خاصی حالت هندسی دیدگاه از صحیح)، (مرتبه معمولی انتگرال که است

مقدار اگر داد؟ خواهد رخ حالتی چه کند تغییر t اگر که است این سوال حال است. ریمان-لیوویل

دادن نشان برای کرد. خواهد تغییر آن با همزمان نیز قبل قسمت در شده تعریف دیواره کند، تغییر t

صفحه در آن تصویر بر دیواره، در آمده وجود به تغییرات کرد. توجه ٢ شکل به می توان موضوع این

هندسی مفهوم با حالت این در بنابراین داد. خواهد تغییر را آن همزمان طور به و داشته تاثیر (g, f)

بود. خواهیم روبه رو ،t متغیر با تابع یک برای کسری انتگرال دینامیکی

در را ریمان-لیوویل راست سمت از کسری انتگرال ریمان-لیوویل. راست سمت از کسری انتگرال ٢. ٢

:[١٢] می گیریم نظر

tJ
α
b f(t) =

1

Γ(α)

∫ b

t

f(τ)(τ − t)α−1dτ (۶ .٢)

[١٢] کنیم بازنویسی زیر صورت به را (۶ .٢) می توانیم که

tJ
α
b f(t) =

∫ b

t

f(τ)dht(τ), (٢. ٧)

ht(τ) =
1

Γ(α + 1)
{tα + (τ − t)α.} (٢. ٨)
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α = 0.75 با 0J
α
t f(t) برای دیواره تغییر فرآیند :٢ شکل

کرد. خواهد تغییر آن با همزمان نیز قبل قسمت در شده تعریف دیواره (٢. ٧) انتگرال در پایین کران تغییر با

انتگرال دهنده نشان ترتیب به (τ, f) و (g, f) صفحه های در آن تصویر بر دیواره در آمده وجود به تغییرات

می باشد. صحیح) مرتبه ) معمولی انتگرال و ریمان-لیوویل راست سمت از کسری

α = 0.75 با tJ
α
10f(t) برای دیواره تغییر فرآیند :٣ شکل

ریمان- راست و چپ انتگرال های برای دیواره تغییر فرآیند از حاصل هندسی شکل که است آن دیگر مهم نکتۀ

نمی باشد. خاصی محور به نسبت شکل داشتن تقارن معنی به تقارن این اما باشد می تقارن دارای لیوویل



٢٩ هندسی و فیزیکی تعبیر

:[١٢] می شود تعریف زیر صورت به پتانسیل ریس١٠ ریس. پتانسیل ٢. ٣

0R
α
b f(t) =

1

Γ(α)

∫ b

0

f(τ)|τ − t|α−1dτ. (٢. ٩)

می باشد، برابر ریمان-لیوویل راست و چپ انتگرال های مجموع با (٢. ٩) رابطه که می شویم متوجه دقت کمی با

یعنی

0R
α
b f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

0

f(τ)(t− τ)α−1dτ +
1

Γ(α)

∫ b

t

f(τ)(τ − t)α−1dτ. (٢. ١٠)

:[١٢] نمود بازنویسی زیر صورت به می توان را ریس پتانسیل

0R
α
b f(t) =

∫ b

0

f(τ)drt(τ) (٢. ١١)

آن در که

rt(τ) =
1

Γ(α + 1)
{tα + sign(τ − t)|τ − t|α} (٢. ١٢)

دو شامل دیواره حالت این در می شود. توصیف rt(τ) تابع وسیله به ریس پتانسیل با متناظر دیواره شکل

t < τ < b برای دیگری و است ریمان-لیوویل چپ انتگرال با متناظر که 0 < τ < t برای یکی است قسمت

می باشد. ریمان-لیوویل راست انتگرال با متناظر که

است. (٢. ١٠) برای هندسی تعبیر یک که است آمده دست به ٣ و ٢ شکل های دادن قرار هم کنار از ۴ شکل

تصویر که حالی در است. (٢. ٩) در شده ذکر پتانسیل ریس نشان دهنده ی (g, f) صفحه روی دیواره این تصویر

است: صحیح) (مرتبه معمولی انتگرال نشان دهنده ی (τ, f) در آن

I(t) =

∫ b

0

f(τ)dτ.

اشاره سمعک قبیل از پزشکی وسایل مدل سازی در آن از استفاده به می توان پتانسیل ریس کاربردهای جمله از

معکوس ضرایب ،utt یعنی آن زمانی مشتق به وابسته قسمت برای که سه بعدی موج معادلۀ از آن ها در که نمود.

فرد هلم انتگرال معادله یک به تبدیل می توان را مسئله این می شود. گرفته نظر در 1
c(x)

مانند مکان به وابسته

.[۵] می باشد پتانسیل ریس همان آن انتگرالی عملگر که نمود اول نوع از سه بعدی

با کسری مرتبه انتگرال هندسی مفهوم قبل بخش در ریمان-لیوویل. کسری مشتق فیزیکی تعبیر ۴ .٢

قبل، بخش روابط در اگر گرفت. قرار بررسی مورد (τ, f(τ)) صفحه به ،(gt(τ)) سوم بعد یک کردن اضافه

با پتانسیل،معادلات اعداد،نظریه نظریه روی کار خاطر به که است مجارستانی ریاضی دان یک (١٨٨۶ -١٩۶٩) ریس ١٠مارسل

گذراند. سوئد لوند دانشگاه در را خود عمر بیشتر او است. مشهور ریس تبدیل و ریس میانگین جزئی، مشتقات



گچ پزان م. و چهکند غلامی ح. ٣٠

α = 0.75 با 0R
α
10f(t) برای ریس پتانسیل برای دیواره تغییر فرآیند :۴ شکل

محور دو وجود اما دانست. انتقال یافته زمان می توان را g(τ) تابع شود، گرفته نظر در زمان عنوان به τ پارامتر

بود؟ خواهد معنی چه به رابطه این در زمان

حاضر حال در شود. بررسی زمان مورد در موجود تعبیرهای از برخی که است نیاز سوال این به پاسخ برای

.[١٢] ( ۵ (شکل شده است تقسیم مساوی بخش های به که است بی کران محور یک زمان، محور از ما تصور

هستند؟ مساوی یکدیگر با قسمت ها این تمام آیا که است این سوال

خواهد میسر زمانی فیزیکی، کمیت هر از قسمت یا بخش دو مقایسه و اندازه گیری قابلیت که است بدیهی

را آن ها بتوان زمان، یک و مکان یک در دیگر، عبارت به باشد. اختیار در همزمان طور به بخش دو هر که بود

تساوی و کرد مقایسه هم با را آن ها بخش دو این قرار دادن هم کنار با یا و کرد اندازه گیری ثابت معیار یک با

زمانی (تقسیمات زمان محور قسمت های کمیت، دو بودن مساوی از استنباط این با نمود. بررسی را آن ها

در هم سر پشت و دنباله وار صورت به تنها بخش ها این که چرا بود نخواهند مقایسه قابل بی کران) نیمه محور

کرد؟ اندازه گیری را زمان تقسیمات می توان چگونه به راستی هستند. ما اختیار

همگن زمان محور :۵ شکل

و آنالیز آن اساس بر معادلات و روابط تمام و بوده بدیهی محور یک عنوان به ما برای اکنون که زمانی محور

فرض تکراری و منظم طور به آن ها شدن حادث که رویدادها، برخی مشاهده با تنها (۵ (شکل می شود تحلیل
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شمارشی رویداد یک اساسا زمان ”اندازه گیری می نویسد خود مقاله در کلمنس١١ شده است. حاصل می شود،

در زمان از اندازه یک حقیقت در باشد شمارش قابل و بیفتد اتفاق که کجا هر در تکراری پدیده ی هر است،

دقیقه ساعت، را آن ها تیک ها، این شمارش با و می کند تکرار را تیک رویداد واقع در ساعت می گذارد. اختیار

قطعیت با نمی توان و کنیم مقایسه را تیک دو بین مطلق زمان نیستیم قادر واقع به اما می نامیم. ... و ثانیه و

۶ شکل در زمان، بودن ناهمگن مفهوم بوده است“. برابر یکدیگر با متوالی تیک دو بین زمان که داشت اعلام

متحرکی در N شخص کنید فرض بیشتر درک برای می نامند. زمان را مطلق زمان این شده است. داده نمایش

یک دیگری و متحرک سرعت سنج یک آن ها از یکی که دارد اختیار در اندازه گیری وسیله دو و است نشسته

متوالی زمانی بخش دو هر بین تفاوت ساعت این در یعنی است، شدن کند حال در آن زمان که است ساعت

.(١ (جدول بود خواهد آن از قبل زمانی بخش برابر دو متوالی)، تیک دو (هر

کیهانی) (زمان ناهمگن زمان محور :۶ شکل

از آنکه بدون می کند، قرائت ثانیه هر در را سرعت سنج روی بر داده شده نشان سرعت مقادیر ،N شخص

باشد. آگاه زمان طول در ساعت شدن کند

قرائت زمان های دیگری و خودرو سرعت داده های آن ها از مجموعه یک که داده، مجموعه دو از استفاده با

آزمایش این مشاهدات نتایج بزند. تخمین را شده پیموده مسافت می تواند N شخص می باشد، سرعت شدن

فوق الذکر ترتیب به ،N شخص توسط که جدول، سوم و اول ستون داده های اساس بر آمده است. ١ جدول در

ساعت از استفاده با شده ثبت سرعت :١ جدول

N شخص شدۀ محاسبه سرعت O شخص شدۀ محاسبه زمان N شخص شدۀ محاسبه زمان
10 0 0
11 1 1
12 3 2
13 7 3
12 15 4
11 31 5
10 63 6
9 127 7

G. Clemence١١
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کرد: محاسبه را طی شده مسافت می توان شده است، یادداشت

SN = 10× 1+ 11× 1+ 12× 1+ 13× 1+ 12× 1+ 11× 1+ 10× 1 = 79m. (٢. ١٣)

محاسبه را شده طی مسافت او و باشد گاه آ N شخص ساعت زمان شدن کند از ،O شاهد یک اگر حال این با

بود: خواهد (١۴ .٢) رابطه طبق N شخص توسط واقعی شده طی مسافت کند

So = 10×1+11×2+12×4+13×8+12×16+11×32+10×64 = 1368m. (١۴ .٢)

کسری مرتبه عملگرهای فیزیکی مفهوم به مساله این شد خواهد سعی ادامه در مساله، صورت دقیق فهم با اکنون

می باشد: ترتیب این به فوق مساله ریاضی بیان شود. داده پیوند ریمان-لیوویل کسری مشتق ویژه به

در و است نشسته اتومبیلی داخل در سنج) سرعت و (ساعت اندازه گیری وسیله دو با N شخص کنید فرض

صحیح زمان وی ساعت اما می دهد. انجام را ثانیه هر در حرکت سرعت و زمان از برداری داده حرکت، حال

شخص توسط شده اندازه گیری حرکت سرعت V (τ) و نادرست زمان τ اگر نمی دهد. نشان او به را درستی و

حرکت شروع لحظه از اتومبیل، توسط شده طی مسافت شخص این زمان، بودن نادرست به توجه با باشد، N

کرد: خواهد محاسبه (١۵ .٢) رابطه از را ،t لحظه تا زمان) (مبدا

dN(t) =

∫ t

0

V (τ)dτ. (١۵ .٢)

T درست زمان بین رابطه از شخص این و شده محاسبه O شخص توسط ،T درست زمان که کنید فرض حال

نادرست زمانی بازه های N شخص بنابراین است. گاه آ می باشد، T = g(τ) صورت به که τ نادرست زمان و

طی مسافت ،O شخص پس بود. خواهد dT = dg(τ) درست زمانی بازه حالیکه در می کند محاسبه را dτ

کرد: خواهد محاسبه زیر رابطه از ،N شخص سرعت سنج داده های از استفاده با را اتومبیل توسط حقیقی شده

dO(t) =

∫ t

0

V (τ)dT =

∫ t

0

V (τ)dg(τ). (١۶ .٢)

گرفت نتیجه چنین می توان شد، بیان کسری مرتبه انتگرال هندسی مفهوم مورد در که مطالبی به توجه با

dO(t) =

∫ t

0

V (τ)dg(τ) = 0I
α
t V (t). (٢. ١٧)

زمان و τ محلی زمان بین رابطه که حالتی در متحرک، یک V (t) سرعت تابع کسری مرتبه انتگرال بنابراین

متحرک آن توسط شده طی واقعی مسافت مفهوم به باشد، بیان قابل T = gt(τ) تابع توسط ،T واقعی

بیان قابل dO(t) = 0I
α
t V (t) رابطه از استفاده با متحرک، یک توسط شده طی واقعی مسافت بود. خواهد
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گرفت نتیجه چنین می توان بنابراین است.

V (t) = 0D
α
t dO(t). (٢. ١٨)

واقعی زمان و τ محلی زمان دارای که متحرک یک توسط شده طی واقعی مسافت کسری مرتبه مشتق یعنی

رابطه از متحرک واقعی سرعت دیگر طرف از بود. خواهد متحرک آن محلی سرعت مفهوم به می باشد، gt(τ)

است محاسبه قابل (٢. ١٩)

VO(t) =
d

dt
dO(t). (٢. ١٩)

گرفت نتیجه می توان (٢. ١٩) و (٢. ١٧) رابطه دو ادغام با

VO(t) =
d

dt
0I

α
t V (t) = 0D

1−α
t V (t). (٢. ٢٠)

واقعی زمان و τ محلی زمان با ،(V (τ)) متحرک یک محلی سرعت تابع (1 − α) مرتبه مشتق بنابراین،

بود. خواهد خارجی ناظر یک دید از متحرک، این واقعی سرعت با برابر gt(τ)

طرف دو در β = 1− α مرتبه از کسری انتگرال به کار بردن با کاپوتو. کسری مشتق فیزیکی تعبیر ۵ .٢

داریم ،(٢. ٢٠) رابطه

V (t) = 0I
1−α
t VO(t) = 0I

1−α
t d′O(t) =

C
0D

α
t dO(t)

این داراست. را ریمان-لیوویل کسری مشتق فیزیکی تعبیر همان کاپوتو کسری مشتق 0 < α < 1 برای که

α مرتبه از کاپوتو مشتق و ریمان-لیوویل مشتق صورت این در ،f(0) = 0 که می شود واضح تر وقتی انطباق

برابرند (0 < α < 1)

C
0D

α
t f(t) = 0D

α
t f(t).

.[١١] است مسئله برای لازم شرط یک ،f(0) = 0 شرط

نتیجه گیری .٣

انتگرال گیری و مشتق هندسی و فیزیکی تعبیر پیرامون شفاف سازی در می تواند مقاله این در شده ارائه مطالب

هندسی و فیزیکی تعبیرهای صحیح عدد یک مرتبۀ با انتگرال گیری و مشتق که آن جایی از باشد. سودمند کسری

از می رود. شمار به به جا انتظار یک نباشد صحیح عدد مشتق مرتبۀ که زمانی برای انتظار این دارد، روشنی

درک ایجاد به منجر می تواند کسری انتگرال گیری های و مشتق  ها برای هندسی و فیزیکی تعبیرهای ارائۀ رو این

شود. کسری حسابان به نسبت بهتر
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شرح آن تدوین شیوه و گرفته قرار کنکاش مورد وی فالنامه بهائی، شیخ زندگی مختصر مرور از پس چکیده.

است. شده داده

نامه زندگی .١

ملقب همدانی حارثی جبل عاملی محمد الدین شمس بن عبدالصمد بن حسین عزالدین بن محمد بهاءالدین

بعلبک در شمسی هجری ٩٢۵ سال متولد او است. صفوی عصر علمای ترین معروف از یکی بهایی شیخ به

در شد. سپرده خاک به مشهد در وصیتش بنابر و است اصفهان در شمسی هجری ١٠٠٠ سال متوفی و لبنان

کبیر، عباس شاه زمان در گزید. سکنی آنجا در سال ٣٠ و کرد مهاجرت قزوین به پدرش همراه به سالگی ١٣

گرمابه ای گلخن ساخت شاه، مسجد قبله سمت تعیین جمله از خدماتی شهر این به و شد اصفهان الاسلام شیخ

نمود. ارائه جنبان منار طراحی و مختلف، مناطق به رود زاینده آب تقسیم بهایی، شیخ حمام به موسوم

هنر،  ریاضی، عرفان، حدیث، فقه، اصول، در رساله و کتاب ٩٠ حدود و بود مسلط خود زمان علوم بر وی

کشکول عباسی، جامع هلالیه، حدیقة توان می او تالیفات از آورد. در تحریر رشته به مهندسی و نجوم، ادبیات،

نام را فالنامه و شکر، و شیر مثنوی حلوا، و نان مثنوی الافلاک، تشریح الحساب، خلاصة اشعار)، (مجموعه
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زندگینامه. فالنامه، بهائی، شیخ کلیدی. واژگان

. ٠٠/٢/٢٠ پذیرش ٠٠/٢/١ دریافت تاریخ:
٣۵
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فهرست به را او نام شناسی ستاره علم به بهایی شیخ خدمات گرامیداشت برای یونسکو ،٢٠٠٩ سال در برد.

افزود. ایران مفاخر

بهائی شیخ فالنامه :١ شکل

فالنامه .٢

یکی و کرد تألیف کبیر عباس شاه درخواست به شمسی هجری ٩٧٣ سال در را اش فالنامه بهایی شیخ

است: جدول ٢۶ شامل فالنامه این است. گرفته قرار مردم توجه مورد دراز سالیان که است هایی فالنامه از

یا دیر مکان، نقل زناشویی، حاجت، هرگونه طلب زندگی، سرانجام وقت، سلاطین دیدن عباس، شاه ستایش

و مدعا حصول عمارت، و بنا ساختن است، نظر در که کاری عاقبت مسافر، و غائب حال غائب، آمدن زود

شکار، و گردش به رفتن ملک، یا جنس فروختن شرکت، تجارت، و معامله گرفتن، وام مسافرت، مقصود،

کار عاقبت بیمار، حال عاقبت طبیب، بدی و خوبی حمل، بودن دختر یا پسر شدن، فرزند صاحب زراعت،

گمشده. نشدن و شدن پیدا خبر، بودن دروغ یا راست دشمن، بر غلبه محبوس، و زندانی

بوده خفیه علوم در نهگانه صحف صاحب که وجدانی محمد صحف مجموعه از بخشی عنوان به فالنامه این

گردید. منتشر سوم چاپ عنوان به امیرکبیر انتشارات توسط ١٣۴۴ سال در است

است: شده گفته زیر مثال در زدن تفأل روش

دو و کنید نیت آفرینش، مبدأ به کامل توجه و قلب حضور با و بدن و جامه پاکیزگی از اطمینان از پس

سپس بفرستید. صلوات محمد آل و محمد بر و بخوانید است شده نوشته جدول بالای در که را مناجات بیت

بفرستید، صلوات نهاده، هم بر دیده بیت، دو خواندن از بعد توانید (می کنید نشان را جدول در حروف از یکی

ستون و هفتم سطر در «ل» مثلا که حرف همین از بگذارید). جدول خانه های از یکی روی را خود سبابه انگشت

حرف شش کنید. حرکت جدول پایین سپس و سطر انتهای به رو کرده شروع را شمارش است جدول چهارم
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اصلی فالنامه از ای صفحه :٢ شکل

١ جدول :٣ شکل

را ششم حرف و شماریم می حرف شش دوباره نویسیم. می کاغذ بر است «ر» که را ششم حرف و شماریم می

حرف آخرین که جدول آخر سطر تا می رویم پیش جدول پایین سمت به همچنان و نویسیم، می است «ی» که

است: «د» ششم

د د ی ی ا آ ز ی ی م م ه ه ک ک ی ر
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تا دهیم می ادامه را شمارش رفته جدول بالای به حرف، حرف-شش شش صورت به حروف انتخاب ادامه در

مجموعه بالای ترتیب به را آمده دست به حروف برسیم). گرفتیم نظر در ابتدا (که «ل» از قبل «ا» حرف به

یابیم: دست زیر مجموعه به تا نویسیم می اول حروف

ا س ت پ س ی ی ا چ ت م س ح ر ر س ر پ د

د د ی ی ا ا ز ی ی م م ه ه ک ک ی ر

این و نویسیم می جداگانه را زوج مرتبه حروف و جداگانه را فرد مرتبه حروف تفأل، شدن مشخص برای حال

می آید: دست به سطر دو

د ی ا ی م ه ک ی ا ت س ی چ م ح ر ر د فرد: مرتبه حروف

د ی ا ز ی م ه ک ر س پ ی ا ت س ر س پ زوج: مرتبه حروف

از: است عبارت ما فال حاصل نتیجه و سوال جواب بنابراین

می زاید که پسر ای پسرست می آید که ای چیست رحم در

بهایی شیخ فالنامه کتاب از فال گرفتن متخصص تجربه، سال ٢٠ با را خود افراد بعضی اجتماعی شبکه های در

است. بلد کسی کمتر را آن و هستند مجرب کاملا فالگیری این در که نمایند می ادعا آنها اند. کرده معرفی

او واقع در است. ساده آن راز است. کرده تألیف چگونه را ای خانه  ١٨×١٢ جدول این بهایی شیخ اما

در را بیت هر حروف سپس و کرده اختیار است شده تشکیل حرف ١٨ از کدام هر مصراع که شعر بیت شش

ستونهای دسته از یکی

(١٢- ١٨ -۶) و ،(١١- ١٧ -۵) ،(١۶ -١٠ -۴) ،(١۵ -٣- ٩) ،(٨ -۴ -٢) ،(١- ٣- ٧)

است. نوشته

های خانه در را آن پایین به بالا از و افقی میان در یک طور به کرده شروع اول مصرع اول حرف از سپس

است. کرده یادداشت جدول

تکرار با و است نموده وارد پایین به بالا از و افقی طور به مانده باقی خالی خانه های در را دوم مصرع سپس

مثال، برای است. کرده تکمیل را جدول فوق روند

می زاید که پسر ای پسرست می آید که ای چیست رحم در

جدول سپس و اول مصرع ورود برای (٢) جدول شود. می وارد جدول ١۵ -٣- ٩ ستونهای در زیر صورت به

دوم. مصرع با مربوط ستونهای تکمیل برای (٣)

احتمال! قوانین تابع و است شانس روند، مابقی
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٢ جدول :۴ شکل

٣ جدول :۵ شکل

است. یافته نگارش است بوده ارشد کارشناسی دانشجوی نویسنده که زمانی در مقاله این نکته:

مراجع

.٩٧٣ اصفهان، فالنامه ، بهائی، شیخ م. [١]
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کاربردهای که هستند ریاضیات در مهمی ابزارهای لگاریتمی سوبولف و ابرانقباضی نامساوی های چکیده.

مفاهیم مقاله، این در کرده اند. پیدا اطلاعات نظریه و کامپیوتر علوم هندسه، احتمالات، نظریه آنالیز، در زیادی

می شود. اشاره آن از کاربردهایی به و شده بیان نظریه این اولیه قضایای و

پیش گفتار .١

هر ازای به ∥T∥p→p ≤ 1 یعنی است، Lp نرم تحت انقباضی٢ نگاشت یک T تصادفی١ ماتریس هر

ماتریس های از بعضی است. x 7→ xp تابع بودن محدب از ساده ای نتیجه خاصیت این .1 ≤ p ≤ ∞

می کنند: صدق قوی تری نامساوی در تصادفی

∥Tf∥p ≤ ∥f∥q, ∀f, (١. ١)
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۴١ لگاریتمی سوبولف و ابرانقباضی نامساوی های

است. نانزولی q 7→ ∥f∥q تابع که است قوی تر دلیل این به نامساوی این .1 ≤ q < p ≤ ∞ برای

نامساوی آن به دلیل این به و می کند بیان را T بودن انقباضی از قوی تری گزاره (١. ١) نامساوی نتیجه در

متعلق T وقتی حال این با است. دشواری کار ȍمعمولا ابرانقباضی نامساوی های اثبات ابرانقباضی٣ گویند.

دسته  از استفاده با می توان را ابرانقباضی نامساوی های باشد، تصادفی۴ ماتریسهای از پیوسته نیم گروه یک به

کرد. اثبات لگاریتمی۵ سوبولف نامساوی های نام به نامساوی ها از دیگری

نامساوی های سپس شدند. ظاهر کوانتمی میدان های نظریه مطالعه در ابتدا ابرانقباضی نامساوی های

مورد در اطلاع برای گرفتند. قرار توجه مورد ابرانقباضی نامساوی های با آنها ارتباط و لگاریتمی سوبولف

شاخه های در زیادی کاربردهای نامساوی ها این اخیر سال های در می دهیم. ارجاع [٣] به مطالب این تاریخچه

نامساوی های اثبات ، آمیختگی۶  زمان تقریب به می توان کاربردها  این جمله از کرد ند. پیدا ریاضی مختلف

این از هدف کرد. اشاره بولی توابع آنالیز و هم  محیطی٩ نابرابری های ، ترابری٨ هزینه مسأله ، اندازه٧ تجمع

کاربردهای از بعضی به اشاره و لگاریتمی، سوبولف و ابرانقباضی نامساوی های نظریه از مقدماتی ارائه مقاله

است. آنها

مارکوف نیم گروه های .٢

مجموعه یک Ω می کنیم فرض ابتدا در سادگی برای باشد. احتمال فضای یک (Ω,Σ, π) کنید فرض

را L2(π) مجموعه .x ∈ Ω هر برای π(x) ̸= 0 می کنیم فرض همچنین باشد. عضو دو حداقل با متناهی

داخلی ضرب با همراه f : Ω → R حقیقی توابع خطی فضای

⟨f, g⟩π = E[fg], (٢. ١)

القاء فضا این روی نرم یک داخلی ضرب این است. π احتمال توزیع به نسبت ریاضی امید آن در که بگیرید

می کند:

∥f∥2 = (Ef 2)1/2.

خاص طور به می گیریم. L2(π) عضو ثابت) (تابع تابع یک عنوان به نیز را c ∈ R حقیقی عدد هر اینجا در ما

است برابر f ∈ L2(π) تابع یک واریانس است. 1 برابر x نقطه هر در که می گیریم ثابتی تابع عنوان به را 1

Hypercontractivity inequality٣

Continuous semigroup of stochastic matrices۴

Logarithmic-Sobolev inequalities۵

Mixing time۶

Concentration of measure٧

Transportation cost problem٨

Isoperimetric inequalities٩



بیگی ابوالفتح س. ۴٢

با

Varf = E[f 2]− E[f ]2.

مارکوف١٠ نیم گروه یک Tt : L2(Ω) → L2(Ω) خطی نگاشت های از {Tt : t ≥ 0} مجموعه .٢. ١ تعریف

باشند: برقرار زیر خواص اگر می شود خوانده

باشیم داشته s, t ≥ 0 هر ازای به و باشد همانی نگاشت T0 = I (نیم گروه) •

TsTt = Ts+t,

هر و f ∈ L2(π) تابع هر برای که معنی این به باشد پیوسته نگاشتی t 7→ Tt تابع (پیوستگی) •

باشیم: داشته x ∈ Ω

lim
t→0+

Ttf(x) = f(x),

یعنی باشد تصادفی نگاشت یک Tt نگاشت t ≥ 0 هر برای تصادفی) (نگاشت •

(نرمال سازی) Tt1 = 1

بودن) (مثبت Ttf ≥ 0 ∀f ≥ 0,

.x ∈ Ω هر برای f(x) ≥ 0 که است این f ≥ 0 از منظور که

با علاوه، به است. Tt نگاشت های همه مشترک ویژه مقدار 1 عدد نرمال سازی، خاصیت طبق که کنید توجه

می توان مشابه طور به است. Tt ویژه مقدار بزرگترین 1 که داد نشان می توان بودن مثبت خاصیت از از استفاده

هستند. کراندار یکنواخت طور به Tt نگاشت های که داد نشان

واقع در می کند. عمل توزیع ها فضای روی آن ترانهاده لذا می کند. عمل توابع فضای روی Tt تعریف، طبق

آنگاه باشد، Ω روی دلخواه احتمال توزیع یک µ اگر

τ = µTt,

می گیریم. نظر در سطری بردارهای عنوان به را احتمال توزیع های ما اینجا در است. احتمال توزیع یک نیز

f ≥ 0 هر ازای به بودن مثبت خاصیت از استفاده با زیرا است احتمال توزیع یک τ = µTt که کنید توجه

τ(1) = µ(Tt1) = داریم نرمال سازی خاصیت از استفاده با و ، Eτ [f ] = τ(f) = µ(Ttf) ≥ 0 داریم

. µ(1) = 1

Markov semigroup١٠



۴٣ لگاریتمی سوبولف و ابرانقباضی نامساوی های

تعریف زیر صورت به {Tt : t ≥ 0} مارکوف نیم گروه با متناظر لیندبلاد١١ مولد یا عملگر لیندبلاد. عملگر

می شود:

L := − lim
t→0+

1

t
(Tt − I).

خاصیت از استفاده با کار این برای دارد. وجود فوق حد که دهیم نشان باید عملگر این خوش تعریفی برای

داریم کوچک کافی اندازه به ϵ > 0 برای I∥∥∥پیوستگی، − 1

ϵ

∫ ϵ

0

Tsds
∥∥∥ < 1,

حال هستند. وارون پذیر
∫ ϵ

0
Tsds و ϵ−1

∫ ϵ

0
Tsds نتیجه در است. عملگری نرم ∥ · ∥ از منظور اینجا در که

داریم 0 < t < ϵ برای

1

t
(Tt − I)

∫ ϵ

0

Tsds =
1

t

(∫ ϵ

0

Ts+tds−
∫ ϵ

0

Tsds
)

=
1

t

(∫ t+ϵ

t

Tsds−
∫ ϵ

0

Tsds
)

=
1

t

(∫ t+ϵ

ϵ

Tsds−
∫ t

0

Tsds
)
.

داریم
∫ ϵ

0
Tsds وارون در طرف دو هر کردن ضرب با سپس

1

t
(Tt − I) =

1

t

(∫ t+ϵ

ϵ

Tsds−
∫ t

0

Tsds
)
·
(∫ ϵ

0

Tsds
)−1

.

پیوستگی خاصیت از استفاده با لذا

lim
t→0+

1

t
(Tt − I) = (Tϵ − I)

(∫ ϵ

0

Tsds
)−1

.

با است برابر و دارد وجود نظر مورد حد نتیجه در

L = −(Tϵ − I)
(∫ ϵ

0

Tsds
)−1

.

t ≥ 0 هر برای که داد نشان می توان نیم گروهی خاصیت از استفاده با که کنید توجه

d
dtTt = −LTt = −TtL.

نتیجه در

Tt = e−tL.

Lindblad generator١١



بیگی ابوالفتح س. ۴۴

داریم نرمال سازی خاصیت از استفاده با علاوه به

L1 = 0.

هر برای یعنی است، خودالحاق L2(π) روی عملگری عنوان به L می کنیم فرض مقاله این در برگشت پذیری.

داریم f, g ∈ L2(π)

⟨f,Lg⟩π = ⟨Lf, g⟩π,

خودالحاق نیز Tt عملگر ،Tt = e−tL چون که کنید توجه است. شده تعریف (٢. ١) در داخلی ضرب آن در که

داریم و است

⟨f, Ttg⟩π = ⟨Ttf, g⟩π.

نتیجه بالا رابطه آنگاه بگیریم، نظر در {x}, {y} ⊆ Ω مجموعه های مشخصه توابع را f, g اگر خاص طور به

می دهد

π(x)Tt(x, y) = π(y)Tt(y, x), (٢. ٢)

نیم گروه برگشت  پذیری خاصیت تساوی این به است. Tt ماتریس (x, y) درایه Tt(x, y) از منظور آن در که

یعنی ماناست١٢، Tt تحت π احتمال توزیع برگشت پذیری، خاصیت طبق که کنید توجه می شود. گفته مارکوف

داریم ادعا این اثبات برای .πTt = π

πTt(y) =
∑
x

π(x)Tt(x, y) =
∑
x

π(y)Tt(y, x) = π(y),

نشان می توان برگشت پذیری خاصیت از دیگری نتیجه عنوان به کردیم. استفاده Tt1 = 1 از آخر تساوی در که

داریم f تابع هر برای یعنی نمی دهد، تغییر را π به نسبت ریاضی امید Tt که داد

E[Ttf ] = ⟨1, Ttf⟩π = ⟨Tt1, f⟩π = ⟨1, f⟩π = Ef.

. E[Lf ] = 0 داد نشان می توان مشابه طور به

Stationary١٢



۴۵ لگاریتمی سوبولف و ابرانقباضی نامساوی های

روی دلخواهی احتمال توزیع µ کنید فرض است. زیر شرح به شد خواهد استفاده ادامه در که دیگری نتیجه

صورت این در . g = τ/π و τ = µTt دهید قرار همچنین .f(x) = µ(x)/π(x) دهید قرار و باشد Ω

g(x) =
τ(x)

π(x)

=
∑
y

µ(y)Tt(y, x)

π(x)

=
∑
y

µ(y)Tt(x, y)

π(y)

= Ttf(x),

داریم خلاصه طور به کردیم. استفاده (٢. ٢) برگشت پذیری خاصیت از سوم خط در که

µTt
π

= Tt

(µ
π

)
. (٢. ٣)

می شود: تعریف زیر صورت به توابع فضای روی مارکوف نیم گروه یک با متناظر دیریشله١٣ فرم دیریشله. فرم

E(f, g) := ⟨f,Lg⟩π = E[fLg] = − d
dt⟨f, Ttg⟩π

∣∣∣
t=0
.

f تابع هر ازای به یعنی است، مثبت دیریشله فرم که می کنیم ادعا

E(f, f) ≥ 0.

کنید تعریف و r < 0 کنید فرض ادعا این اثبات برای

T̂t = et(rI−L) = ertTt.

نتیجه در
d
dt T̂t = (rI − L)T̂t,

و

(rI − L)
∫ t

0

T̂sds = T̂t − I.

بنابراین .limt→∞ T̂t = 0 داریم است، کراندار Tt و r < 0 چون دیگر طرف از

(rI − L)
∫ ∞

0

T̂sds = −I,

لذا هستند. نامنفی L ویژه مقادیر همه واقع در نیست. L ویژه مقدار r نتیجه در است. وارون پذیر rI −L و

است. مثبت است، آن با متناظر دوخطی فرم که دیریشله فرم است، خودالحاق L که آنجا از

Dirichlet form١٣
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در .L1 = 0 زیرا است، صفر ویژه مقدار یک دارای و نیمه معین مثبت عملگری L که دیدیم طیفی. شکاف

مقدار این تکرر یعنی ، است L صفر ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار تنها 1 بردار که می کنیم فرض مقاله این

مقدار کوچکترین فرض، این با می شود. گفته مارکوف نیم گروه بودن١۴ اولیه خاصیت، این به است. یک ویژه

فضای اینکه و L بودن خودالحاق به توجه با می شود. داده نمایش λ با و نامیده طیفی١۵ شکاف L ناصفر ویژه

داریم است، {f : ⟨f, 1⟩π = Ef = 0} برابر صفر ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار به عمود

λ = inf
E[f ]=0

E(f, f)
E[f 2]

. (۴ .٢)

داد نشان می توان همچنین

λ = inf
f ̸=0

E(f, f)
Varf .

داریم f تابع هر و t > 0 هر ازای به .٢. ٢ گزاره

∥Ttf − Ef∥2 ≤ e−λt∥f − Ef∥2. (۵ .٢)

داریم طیفی شکاف تعریف طبق برهان.

Varf = ∥f − Ef∥22 ≤
1

λ
E(f, f).

داریم نامساوی این از استفاده با گویند. پوانکاره١۶ نامساوی نامساوی، این به

d
dt∥Ttf − Ef∥22 =

d
dt⟨Ttf − Ef, Ttf − Ef⟩

= −2E(Ttf, Ttf)

≤ −2λ∥Ttf − Ef∥22.

معادل طور به یا φ′(t) ≤ −2λφ(t) فوق نامساوی طبق .φ(t) = ∥Ttf − Ef∥22 دهید قرار حال

d
dt lnφ(t) ≤ −2λ.

داریم نامساوی این طرف دو انتگرال محاسبه با

lnϕ(s)− lnϕ(0) =

∫ s

0

d
dt lnϕ(t)dt ≤

∫ s

0

(−2λ)dt = −2λs.

Primitivity١۴

Spectral gap١۵

Poincaré inequality١۶
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داریم معادل طور به

ϕ(s) ≤ e−2λs+lnϕ(0) = e−2λsϕ(0) = e−2λs∥f − Ef∥22,

است. (۵ .٢) معادل که

□

میل Ef ثابت تابع به Ttf تابع ،t → ∞ هرگاه ،f هر برای ،L بودن اولیه فرض با گزاره، این طبق

مانای توزیع به µTt احتمال توزیع ،µ احتمال توزیع هر ازای به (٢. ٣) از استفاده با معادل، طور به می کند.

است. نمایی همگرایی این سرعت علاوه به می کند. میل π

قرار می رسانیم. پایان به مارکوف نیم گروه یک از مهم حال عین در ولی ساده، مثالی ارائه با را بخش این

داریم f تابع هر برای نتیجه در است. π احتمال توزیع به نسبت ریاضی امید E آن در که L = I − E دهید

Lf = f − Ef.

داریم E2 = E از استفاده با سپس

Ttf = e−t(I−E)f = e−tetEf = e−t(I + (et − 1)E)f = e−tf + (1− e−t)Ef.

داریم تعریف طبق همچنین

⟨f,Lg⟩π = ⟨f, g − Eg⟩π = E[f(g − Eg)] = E[fg]− E[f ]E[g] = ⟨Lf, g⟩π.

علاوه به است. خودالحاق L بنابراین

E(f, f) = ⟨f,Lf⟩π = E[f 2]− E[f ]2 = Varf ≥ 0,

ویژه مقدار تکرر است، یک رتبه با تصویر عملگر یک E که آنجا از نهایت، در است. مثبت دیریشله فرم یعنی

است. اولیه L و λ = 1 بنابراین هستند. 1 برابر آن ویژه مقادیر باقی و است یک L = I − E صفر

ابرانقباضی نامساوی های .٣

کنید تعریف p ≥ 1 حقیقی عدد هر برای

∥f∥p = (E|f |p)1/p,

احتمال توزیع به نسبت ریاضی امید اینجا در که می کنیم أکید ت است. قبل بخش در 2-نرم تعریف از تعمیمی که

بدست p → ∞ حد از که ∥f∥∞ = maxx |f(x)| می کنیم تعریف p = ∞ ازای به همچنین است. π

است. نرم یک واقع در و می کند١٧ صدق مثلث نامساوی در 1 ≤ p ≤ ∞ برای ∥ · ∥p می آید.

مینکوفسکی ١٧نامساوی



بیگی ابوالفتح س. ۴٨

می کند: صدق زیر رابطه در که می دهیم نشان p̂ با را آن هولدر١٨ مزدوج 1 ≤ p ≤ ∞ هر ازای به

1

p
+

1

p̂
= 1. (٣. ١)

داریم هولدر نامساوی طبق

∥f∥p = max
g ̸=0

⟨f, g⟩π
∥g∥p̂

.

داریم f, g توابع ازای به خاص طور به

|⟨f, g⟩π| ≤ ∥f∥p · ∥g∥p̂.

از استفاده با کلی حالت در و است، کوشی-شوارتز نامساوی همان p = p̂ = 2 ازای به هولدر نامساوی

می شود. اثبات ١٩ یانگ نامساوی

می شود: تعریف زیر صورت به f ≥ 0 نامنفی تابع آنتروپی آنتروپی.

Entπ(f) := E[f ln f ]− Ef lnEf.

تابع بودن محدب از استفاده با که کنید توجه .0 ln(0) = limt→0+ t ln t = 0 می کنیم فرض تعریف این در
کولبک-لیبلر٢٠ واگرایی معیار با می آید ادامه در که صورتی به آنتروپی .Entπ(f) ≥ 0 داریم s 7→ s ln s

کنید تعریف µ, π احتمال توزیع دو برای است. مرتبط

D(µ∥π) =
∑
x

µ(x)
(
lnµ(x)− ln π(x)

)
. (٣. ٢)

f = µ/π برای که درمی یابیم ساده محاسبه ای با حال

Entπ(f) = D(µ∥π).

گزاره این است. شده داده زیر گزاره در که است p-نرم مشتق با آن ارتباط ما برای آنتروپی تابع اهمیت دلیل

می شود. ساده اثبات محاسبه ای با

داریم f ≥ 0 تابع هر ازای به .٣. ١ گزاره

d
dp∥f∥p =

1

p2
∥f∥1−p

p Entπ(fp).

Hölder conjugate١٨

Young’s inequality١٩

KL-divergence٢٠
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که می شود نتیجه گزاره این از شد، ذکر بالا در که آنتروپی تابع بودن نامنفی از استفاده با که کنید توجه

است. اثبات قابل نیز هولدر نامساوی از استفاده با مطلب این است. نانزولی p 7→ ∥f∥p

می شود: تعریف زیر صورت به Tt نگاشت q → p نرم 1 ≤ p, q ≤ ∞ برای عملگری. نرم

∥Tt∥q→p := sup
f ̸=0

∥Ttf∥p
∥f∥q

. (٣. ٣)

که طوری به است c > 0 عدد کوچکترین ∥Tt∥q→p واقع در

∥Ttf∥p ≤ c∥f∥q, ∀f.

کرد. محدود f > 0 توابع به می توان را (٣. ٣) در سوپریمم Tt بودن مثبت خاصیت از استفاده با که کنید توجه

بنابراین . ∥Ttf∥qq ≤ ∥f∥qq داد نشان می توان s 7→ sq بودن محدب از استفاده با توابعی چنین برای

∥Tt∥q→q ≤ 1 ∀q ≥ 1.

نگاشت یک Tt می گوییم مشاهده این به توجه با است. q-نرم هر تحت انقباضی نگاشت یک Tt نتیجه در

معادل طور به یا ∥Tt∥q→p ≤ 1 اگر است ابرانقباضی

∥Ttf∥p ≤ ∥f∥q, ∀f,

نامساوی از قوی تر نامساوی این است، نانزولی p 7→ ∥f∥p چون که کنید توجه .1 ≤ q < p ≤ ∞ برای

است. ∥Tt∥q→q ≤ 1 انقباضی

Tt کردیم فرض ما که آنجا از حال این با است. دشواری بسیار کار ȍمعمولا ابرانقباضی نامساوی های اثبات

کنیم. استفاده کار این برای دیگری ابزارهای از می توانیم است، مارکوف نیم گروه یک به متعلق

با لگاریتمی q-سوبولف نامساوی در {Tt : t ≥ 0} مارکوف نیم گروه می گوییم q > 1 ازای به .٣. ٢ تعریف

باشیم داشته f > 0 تابع هر ازای به اگر می کند صدق c > 0 ثابت

cEntπ(f q) ≤ q2

4(q − 1)
E(f q−1, f). (۴ .٣)

می شود: تعریف زیر صورت به (q → 1+ حد گرفتن نظر در (با q = 1 ازای به نامساوی این

cEntπ(f) ≤
1

4
E(f, ln f). (۵ .٣)

است ثابتی بهترین αq و است α1 با برابر صدق کند، (۵ .٣) نامساوی در که را c > 0 ثابت بهترین واقع در

کند. می صدق (۴ .٣) درنامساوی که
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است، آنتروپی حسب بر فوق نامساوی چپ سمت و می شود ظاهر آنتروپی تابع تعریف در لگاریتم که آنجا از

می شود. گفته لگاریتمی سوبولف نامساوی آن به

،q̂ = q/(q−1) هولدر مزدوج تعریف از استفاده با صورت این در .f = g1/q دهید قرار فوق نامساوی در

با است معادل لگاریتمی q-سوبولف نامساوی

cEntπ(g) ≤
qq̂

4
E(g1/q̂, g1/q), ∀g > 0. (۶ .٣)

با است برابر لگاریتمی q-سوبولف ثابت همچنین

αq = inf
g

qq̂E(g1/q̂, g1/q)
4Entπ(g)

. (٣. ٧)

. αq = αq̂ داریم تساوی این به توجه با

داریم 1 ≤ q ≤ p ≤ 2 هر ازای به (آ) .٣. ٣ قضیه

qq̂E(g1/q̌, g1/q) ≥ pp̂E(g1/p̂, g1/p), ∀g ≥ 0.

لگاریتمی سوبولف ثابت کوچک ترین α2 علاوه به است. ناصعودی [1, 2] بازه روی q 7→ αq نگاشت (ب)

است.

استروک-واروپولوس٢١ (آ) نامساوی است. لگاریتمی سوبولف ثابت تعریف و (آ) ساده نتیجه (ب) برهان.

می کنیم. ارائه متفاوت اثباتی اینجا در ببینید. را [٨] نامساوی این از اثباتی برای می شود. نامیده

دهید قرار f ≥ 0 و t ≥ 0 هر برای

ht(s) = ⟨f 2−s, Ttf
s⟩π.

ht فرد مرتبه از مشتقات همه نتیجه در است. متقارن s = 1 حول ht و ht(2− s) = ht(s) که کنید توجه

داریم و هستند صفر s = 1 در

ht(s) = ht(1) +
∞∑
j=1

cj
(2j)!

(s− 1)2j,

آن در که

cj =
d2j

ds2j ht(s)
∣∣∣
s=1

.

داریم ht(s) تعریف طبق

ht(s) =
∑
x,y

π(x)Tt(x, y)f(x)
2es ln(f(y)/f(x)).

Stroock-Varopoulos inequality٢١
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هر ازای به می گیریم نتیجه بسط این از است. مثبت ضرایب با نمایی توابع خطی ترکیب با برابر ht(s) یعنی

.cj ≥ 0 ،j ≥ 1

کنید تعریف حال

ψt(s) =
ht(s)− ht(0)

(s− 1)2 − s
=

∞∑
j=1

cj
(2j)!

( j−1∑
i=1

(s− 1)2i
)
.

limt→0+ ψt(s)/t نتیجه در است. نانزولی [1,∞) بازه روی ψt(s) می گیریم نتیجه cjها بودن نامنفی از

داریم ht(0) = E[f 2] = h0(s) از استفاده با دیگر طرف از است. نانزولی بازه همان روی

lim
t→0+

ψt(s)

t
=

1

(s− 1)2 − 1
lim
t→0+

ht(s)− ht(0)

t

=
1

(s− 1)2 − 1
lim
t→0+

ht(s)− h0(s)

t

=
1

(s− 1)2 − 1

∂

∂t
ht(s)

∣∣∣
t=0

= − 1

(s− 1)2 − 1

⟨
f 2−s,Lf s

⟩
π
.

بنابراین

s 7→ − 1

(s− 1)2 − 1

⟨
f 2−s,Lf s

⟩
π
,

f =
√
g و 2/(2 − s) = p̂ ، 2/s = p دادن قرار با (آ) نامساوی است. نانزولی [1,+∞) بازه روی

می آید. بدست

□

کنیم. بیان را بخش این اصلی نتیجه می توانیم حال

باشد. اولیه و برگشت پذیر مارکوف نیم گروه یک مولد L کنید فرض .۴ .٣ قضیه

داریم صورت این در (آ)

∥Tt∥q→p ≤ 1, ∀p, q > 1,
p− 1

q − 1
≤ e4α2t.

باشیم داشته q > 1 برای اگر برعکس (ب)

∥Tt∥q→p ≤ 1, ∀p > 1,
p− 1

q − 1
≤ e4ct,

. αq ≥ c آنگاه
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کنید تعریف f ≥ 0 برای همچنین . t(p) = 1
4α2

ln p−1
q−1

کنید تعریف q > 1 برای (آ) برهان.

ψ(p) = ∥f∥q − ∥Tt(p)f∥p.

داریم ٣. ١ گزاره از استفاده با صورت این در

ψ′(p) = − 1

p2
E[gp]

1−p
p

(
Entπ(gp)−

p2

4α2(p− 1)
⟨g1/p̂p , g1/pp ⟩π

)
,

.ψ′(p) ≥ 0 و است برقرار αq ≥ α2 نامساوی ٣. ٣ قضیه طبق دیگر طرف از . gp =
(
Tt(p)f

)p آن در که

داریم p ≥ q هر ازای به بنابراین

ψ(p) ≥ ψ(q) = 0,

کنیم. ثابت می خواستیم که است نامساوی همان این و

و t(p) = 1
4α2

ln p−1
q−1

دهید قرار است. (آ) بخش مشابه اثبات (ب)

ψ(p) = ∥f∥q − ∥Tt(p)f∥p.

ψ′(q) ≥ 0 نتیجه در . ψ(q) = 0 دیگر طرف از . p ≥ q هر ازای به ψ(p) ≥ 0 فرض طبق صورت این در

می دهد. نتیجه را نظر مورد لگاریتمی سوبولف نامساوی ψ′(q) محاسبه حال

□

2-سوبولف ثابت روی پایینی کران است کافی ابرانقباضی نامساوی های اثبات برای ۴ .٣ قضیه به بنا

است . α2 روی بالایی کران طیفی شکاف می دهیم نشان زیر گزاره در بیابیم. α2 یعنی لگاریتمی

.λ ≥ 2α2 .۵ .٣ گزاره

تابع ،0 حول بازه ای در ϵ ازای به اینصورت در باشد. Eg = 0 با دلخواه تابع یک g کنید فرض برهان.

داریم α2 تعریف طبق نتیجه در است. مثبت fϵ = 1 + ϵg

α2 Entπ(f 2
ϵ ) ≤ E(fϵ, fϵ).

می دهد نشان ساده محاسبه ای دیگر طرف از ψ(ϵ) = E(fϵ, fϵ)− α2 Ent(f 2
ϵ ) ≥ 0. بنابراین

ψ(ϵ) = ϵ2
(
E(g, g)− 2α2E[g2]

)
+O(ϵ3).

□ می آید. بدست α2 روی نظر مورد کران (۴ .٢) با مقایسه با نتیجه در .2α2Eg2 ≤ E(g, g) بنابراین

نیم گروه یک از مهمی پارامتر نیز α1 ثابت می آید. به کار ابرانقباضی نامساوی های اثبات برای α2 که دیدیم

می بینیم. ادامه در را آن کاربردهای از یکی که است مارکوفی
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داریم f ≥ 0 و {Tt : t ≥ 0} برگشت پذیر نیم گروه هر ازای به .۶ .٣ گزاره

Entπ(Ttf) ≤ e−4α1tEntπ(f).

داریم لگاریتمی 1-سوبولف نامساوی و E[Ttf ] = Ef از استفاده با برهان.

d
dtEntπ(Ttf) =

d
dtE[Ttf lnTtf ] = −E[LTtf lnTtf ]

= −E(Ttf, lnTtf) ≤ −4α1Entπ(Ttf).

می شود. ثابت گزاره فوق، نامساوی از گرفتن انتگرال و Entπ(Ttf) به طرف دو تقسیم با

□

می رسانیم. پایان به لگاریتمی q-سوبولف ثابت های تانسوری» «خاصیت اثبات با را بخش این

لیندبلاد مولد یک Lk و باشند احتمال فضا های k = 1, . . . , n برای (Ωk, πk) کنید فرض .٣. ٧ قضیه

(Ω̃, π̃) ضربی احتمال فضای بگیرید. Lk لگاریتمی q-سوبولف ثابت را αq(Lk) باشد. k-ام فضای روی

L̃ = L̂1+ · · · L̂n دهید قرار . π̃ = π1⊗· · ·⊗πn و Ω̃ = Ω1×· · ·×Ωn آن در که بگیرید درنظر را

مارکوف نیم گروه مولد L̃ صورت این در . L̂k = I1 ⊗ · · · Ik−1 ⊗ Lk ⊗ Ik+1 ⊗ · · · In آن در که

T̃t = e−tL̃ = e−tL1 ⊗ · · · ⊗ e−tLn ,

داریم و است

αq(L̃) = max
k
αq(Lk). (٣. ٨)

داریم f : Ω̃ → R تابع برای اینصورت در .n = 2 کنید فرض سادگی برای برهان.

⟨f, L̃f⟩π̃ = ⟨f, L̂1f⟩π̃ + ⟨f, L̂1f⟩π̃.

است: زیرجمعی آنتروپی تابع که داد نشان می توان s 7→ s ln s تابع بودن محدب از استفاده با دیگر طرف از

Entπ1×π2f ≤ Eπ1

[
Entπ2(f)

]
+ Eπ2

[
Entπ1(f)

]
.

در با نامساوی دیگر جهت می آید. بدست αq(L̃) ≥ maxk αq(Lk) نامساوی، دو این دادن قرار هم کنار با

صورت به f : Ω1×Ω2 → R اگر واقع در می آید. بدست هستند، مؤلفه یک تابع فقط که fهایی گرفتن نظر

Entπ1×π2(f) = و ⟨f, L̃f⟩π̃ = ⟨g,L1g⟩π1 داریم آنگاه باشد، شده تعریف f(x1, x2) = g(x1)

داریم تعریف به توجه با لذا .Entπ1(g)

max
k
αq(Lk) ≥ αq(L1) ≥ αq(L̃).

□
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مارکوف زنجیره یک با متناظر مارکوف نیم گروه .۴

تصادفی قدم زدن های یا گسسته مارکوف زنجیره های با متناظر مارکوف نیم گروه های از مهم مثالی بخش این در

نامنفی K درایه  های که معنی این به باشد تصادفی ماتریس یک K کنید فرض می کنیم. بیان گراف ها روی

گراف یک روی تصادفی قدم زدن یک وضعیت٢٢ تغییر ماتریس می تواند K مثال برای .K1 = 1 و هستند

گسسته نیم گروه و است، Km برابر قدم زدن m-ام مرحله در وضعیت تغییر ماتریس اینصورت در باشد.

تبدیل برای می کند. توصیف را گسسته زمان های در تصادفی وضعیت قدم زدن تغییر {Km : m ∈ N}

و بگیریم نظر در پیوسته گسسته، جای به را زمان باید پیوسته، مارکوف نیم گروه یک به گسسته نیم گروه این

که این برای علاوه، به بگیریم. حقیقی خط روی تصادفی نقاطی صحیح، اعداد جای به را قدم ها زمان های

فرض می توانیم کار این برای باشد. حافظه بدون باید قدم ها زمان های انتخاب باشد، برقرار مارکوفی خاصیت

t نرخ با پواسون فرآیند یک Nt کنید فرض لذا هستند. پواسون فرآیند یک نقاط قدم ها، زمان های که کنیم

کنید تعریف باشد.

Tt = E[KNt ],

داد نشان می توان صورت این در است. Nt تصادفی متغیر به نسبت ریاضی امید آن در که

Tt = e−t

∞∑
j=0

tj

j!
Kj.

آن در که Tt = e−tL که می شود نتیجه رابطه این از

L = I −K.

فضای روی نگاشتی عنوان به L لیندبلاد مولد باشد، برگشت پذیر π مانای توزیع به نسبت K که این فرض با

بود. خواهد خودالحاق L2(π)

با است برابر مولد این با متناظر دیریشله فرم

E(f, g) = ⟨f, (I −K)g⟩π

=
∑
x

π(x)f(x)
(
g(x)−

∑
y

K(x, y)g(y)
)

=
∑
x

π(x)f(x)
∑
y

(
K(x, y)(g(x)− g(y))

)
=

∑
x,y

π(x)K(x, y)f(x)(g(x)− g(y)).

Transition matrix٢٢
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داریم (٢. ٢) برگشت پذیری خاصیت از استفاده با همچنین کرده ایم. استفاده K1 = 1 از سوم خط در که

E(f, g) =
∑
x,y

π(y)K(y, x)f(x)(g(x)− g(y))

=
∑
x,y

π(x)K(x, y)f(y)(g(y)− g(x)).

داریم فوق رابطه دو میانگین گرفتن نظر در با بنابراین

E(f, g) = 1

2

∑
x,y

K(x, y)π(x)(f(x)− f(y))(g(x)− g(y)). (١ .۴)

صورت این در .K(x, y) = π(y) آن در که باشد بدیهی وضعیت تغییر ماتریس K کنید فرض .١ .۴ مثال

در پرداختیم. آن به ٢ بخش انتهای در که است مثالی همان L = I −K = I − E و Kf = Ef داریم

برابر مولد این طیفی شکاف علاوه به . E(f, f) = Varf و Tt = e−tI + (1 − e−t)E که دیدیم آنجا

است شده داده نشان [۵] در . λ = 1 با است

α2 =
1− 2πmin

ln(π−1
min − 1)

,

آن در که

πmin = min
x
π(x).

آنگاه باشد یکنواخت توزیع π اگر خاص، طور به

α2 =
1− 2

|Ω|

ln(|Ω| − 1)
,

لگاریتم تابع بودن محدب از استفاده با است. ساده تری کار α1 زدن تقریب .α2 = 1/2 آنگاه |Ω| = 2 اگر و

داریم

Entπ(f) = E[f ln f ]− E[f ] lnE[f ]

≤ E[f ln f ]− E[f ]E[ln f ]

= E[f(ln f − E ln f)]

= E(f, ln f).

.α1 ≥ 1/4 بنابراین

داریم λ طیفی شکاف با L مولد هر ازای به .٢ .۴ نتیجه

α2 ≥
(1− 2πmin)λ

ln(π−1
min − 1)

. (٢ .۴)
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داریم ١ .۴ مثال لگاریتمی سوبولف ثابت از استفاده با برهان.

1− 2πmin

ln(π−1
min − 1)

Ent(f 2) ≤ ⟨f, (I − E)f⟩π = Varf.

می آید. بدست نظر مورد نتیجه λVarf ≤ E(f, f) پوانکاره نامساوی از استفاده با سپس

□

صورت این در باشد. رأس n با کامل گراف یال های روی تصادفی قدم زدن ماتریس K کنید فرض .٣ .۴ مثال

[۵] داریم n > 3 اگر و است یکنواخت توزیع π

α2 =
n− 2

(n− 1) ln(n− 1)
,

کران های می دهد. رخ (٢ .۴) نامساوی در تساوی حالت مثال این در واقع در .α2 = 1 داریم n = 2 برای و

برقرارند: نیز α1 روی زیر

n

4(n− 1)
≤ α1 ≤

(1
4
+

1

ln(n+ 1)

) n

n− 1
.

x, y ∈ Ω آن در که بگیرید Ω = {+1,−1}n ابرمکعب روی تصادفی قدم زدن ماتریس را K .۴ .۴ مثال

دهید قرار است. یکنواخت توزیع متناظر، مانای توزیع باشند. متفاوت مؤلفه یک در فقط آنها اگر مجاورند

A =

0 1

1 0

 .

داریم ٣. ٧ قضیه نمادگذاری از استفاده با صورت این در

K =
1

n
(Â1 + · · ·+ Ân).

نتیجه در .α2(I − A) = 1 دیدیم قبل مثال در

α2(I −K) =
1

n
α2(I − A) =

1

n
.

.λ = 2/n همچنین

قدم زدن ماتریس را K باشد. عضوی n مجموع یک روی تقارنی گروه Ω = Sn کنید فرض .۵ .۴ مثال

آن گاه باشد، ترانهش٢٣ یک σ−1σ′ اگر σ, σ′ ∈ Sn جایگشت دو برای آن در که بگیرید Sn روی تصادفی

دوباره .K(σ, σ′) = 0 می دهیم قرار صورت این غیر در و K(σ, σ′) = 2/(n(n − 1)) می کنیم تعریف

Transposition٢٣
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است شده داده نشان [۵] در همچنین .λ = 2/(n− 1) داریم است. یکنواخت توزیع متناظر، مانای توزیع

که
1

3n lnn
≤ α2 ≤

1

n− 1
.

داریم: همچنین
1

4(n− 1)
≤ α1 ≤

1

n− 1
.

آمیختگی زمان تقریب .۵

که دیدیم ٢. ٢ گزاره در می پردازیم. لگاریتمی سوبولف نامساوی های مهم کاربردهای از یکی به بخش این در

π به ،t→ ∞ هرگاه µTt احتمال توزیع ،µ احتمال توزیع هر ازای به ،λ > 0 یعنی ،L بودن اولیه فرض با

زمان پارامتر ابتدا کار این برای است. همگرایی این سرعت زدن تقریب بخش این در ما هدف می کند. میل

می کنیم: تعریف را آمیختگی

τmix := min{t : ∥µTt − π∥TV ≤ 1

2e
, ∀µ}, (١ .۵)

است: کلی٢۴ وردش فاصله ∥ · ∥TV از منظور آن در که

∥ρ∥TV =
1

2

∑
x

|ρ(x)| = max
ω:ω(x)∈{±1}

∑
x

ω(x) · ρ(x).

اینجا در باشد. 1/(2e) حداکثر π با µTt کلی وردش فاصله که است t زمان کوچکترین برابر τmix واقع در

بخواهیم اگر که داد نشان می توان که است این در نکته است. دلخواه معیار این تعریف در 1/(2e) عدد انتخاب

.t = τmix ln(1/ϵ) دهیم قرار است کافی بگیریم، فاصله این روی را ϵ > 0 دلخواه کران 1/(2e) کران جای به

داریم کوشی-شوارتز نامساوی از استفاده با می پردازیم. τmix تقریب مسأله به حال

∥µ− π∥TV = max
ω:ω(x)∈{±1}

1

2

∑
x

ω(x) · (µ(x)− π(x))

= max
ω:ω(x)∈{±1}

1

2

∑
x

ω(x)π(x)1/2 · (µ(x)− π(x))π(x)−1/2

≤ max
ω:ω(x)∈{±1}

1

2

√∑
x

ω(x)2π(x) ·
√∑

x

(µ(x)− π(x))2π(x)−1

=
1

2

√∑
x

(µ(x)− π(x))2π(x)−1

=
1

2

∥∥∥µ
π
− 1

∥∥∥
2
,

Total variation distance٢۴
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بنابراین است. µ
π
(x) = µ(x)/π(x) تابع µ

π
از منظور آن در که

∥µTt − π∥TV ≤ 1

2

∥∥∥µTt
π

− 1
∥∥∥
2
.

نتیجه در .f = µ/π آن در که µTt

π
= Ttf, داریم (٢. ٣) از استفاده با حال

∥µTt − π∥TV ≤ 1

2
∥Ttf − 1∥2 =

1

2
∥Ttf − Ef∥2.

داریم ٢. ٢ گزاره از استفاده با پس

∥µTt − π∥TV ≤ 1

2
e−λt∥f − 1∥2.

نتیجه در

max
µ

∥µTt − π∥TV ≤ 1

2
e−λt max

f :f≥0,Ef=1
∥f − 1∥2

=
1

2
e−λt

√
πmin

( 1

πmin

− 1
)2

≤ 1

2

√
1

πmin

e−λt,

.πmin = minx π(x) آن در که

داریم برگشت پذیر مارکوف نیم گروه هر ازای به .١ .۵ قضیه

τmix ≤
1

λ

(
1 +

1

2
ln

1

πmin

)
.

نشان ادامه در می کند. بیان مارکوف فرآیند های همگرایی سرعت زدن تقریب برای استاندارد روشی قضیه این

نامساوی وسیله به که است کرانی از ضعیف تر است، پوانکاره نامساوی از نتیجه ای که فوق، قضیه می دهیم

می آید. بدست لگاریتمی سوبولف

داریم برگشت پذیر مارکوف نیم گروه هر ازای به .٢ .۵ قضیه

τmix ≤
1

4α1

(ln 2 + 2 + ln ln
1

πmin

) ≤ 1

4α2

(ln 2 + 2 + ln ln
1

πmin

).

می کنیم استفاده زیر شرح به پینسکر٢۵ نامساوی از قضیه این اثبات برای

∥µ− π∥2TV ≤ 1

2
D(µ∥π), (٢ .۵)

کلی وردش فاصله تقریب جای به را نامساوی این واقع در است. شده تعریف (٣. ٢) در D(µ∥π) آن در که

داد. خواهیم قرار شد استفاده ١ .۵ قضیه اثبات در که 2-نرم با

Pinsker’s inequality٢۵
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با همچنین .ft = Ttf0 داریم صورت این در .ft = µTt

π
دهید قرار µ دلخواه احتمال توزیع برای برهان.

داریم پینسکر نامساوی از استفاده

∥µTt − π∥2TV ≤ 1

2
D(µTt∥π) =

1

2
Ent(ft).

داریم ۶ .٣ گزاره از استفاده با سپس

Ent(ft) ≤ e−4α1t Ent(f0) = e−4α1tD(µ∥π).

داریم µ 7→ D(µ∥π) بودن محدب از استفاده با بنابراین

max
µ

∥µTt − π∥2TV ≤ 1

2
e−4α1t max

µ
D(µ∥π) = 1

2
e−4α1t ln

1

πmin

.

دهیم. قرار 1/(2e)2 برابر را راست سمت است کافی τmix روی نظر مورد کران اثبات برای

□

ابرمکعب گراف روی تصادفی قدم زدن مثال ابتدا می کنیم. مقایسه را فوق قضیه دو مثال هایی ارائه با حال

١ .۵ قضیه از است، یکنواخت توزیع π چون و λ = 2/n که این به توجه با می کنیم. بررسی را (۴ .۴ (مثال

τmix = O(n lnn) داریم ٢ .۵ قضیه از استفاده با دیگر طرف از می آوریم. بدست را τmix = O(n2) کران

شده ln(1/πmin) جایگزین ln ln(1/πmin) ٢ .۵ قضیه در که است این در نکته است. قوی تری کران که

است.

می آوریم، بدست را τmix = O(n2 lnn) کران ١ .۵ قضیه از استفاده با بگیرید. نظر در را ۵ .۴ مثال حال

می دهد. نتیجه را τmix = O(n lnn) قوی تر کران ٢ .۵ قضیه که حالی در

اورنشتاین-اولنبک نیم گروه .۶

به بخش این در پرداختیم. متناهی گسسته مجموعه های روی نیم گروه های به فقط ما گذشته بخش های در

اثبات تاکنون که را گزار ه هایی همه که کنید توجه می پردازیم. پیوسته فضای یک روی نیم گروه یک از مهمی مثال

خواص بررسی و تعریف به جزئیات، به اشاره بدون ما لذا داد. تعمیم نیز پیوسته فضاهای به می توان را شده اند

می پردازیم. اورنشتاین-اولنبک٢۶ نیم گروه

با است برابر σ2 واریانس و a متوسط با R روی N (a, σ2) گاوسی یا نرمال توزیع که می کنیم يادآوری

dν =
1√
2πσ2

e−
(x−a)2

2σ2 dx.

Ornstein-Uhlenbeck semigroup٢۶
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داریم f اندازه پذیر تابع هر برای یعنی

Eν [f ] =
1√
2πσ2

∫ +∞

−∞
fe−

(x−a)2

2σ2 dx.

است. مرکزی حد قضیه در گاوسی توزیع اهمیت

باشند یکسان توزیع با مستقل تصادفی متغیرهای X1, . . . , Xn کنید فرض مرکزی) حد (قضیه .١ .۶ قضیه

صورت این در . Var[Xi] = σ2 و E[Xi] = a که

Sn :=
X1 + · · ·+Xn − na√

n

که معنی این به می کند. میل N (0, σ2) توزیع به n→ ∞ هرگاه

lim
n→∞

Pr[Sn ≤ s] =
1√
2πσ2

∫ s

−∞
e−

x2

2σ2 dx.

کنید تعریف f : R → R رفتار خوش کافی اندازه به تابع برای حال

Lf(x) := xf ′(x)− f ′′(x).

توزیع می کنیم. محاسبه را آن متناظر مارکوف نیم گروه و است لیندبلاد مولد یک L که می دهیم نشان ادامه در

دو هر برای یعنی است. π = N (0, 1) استاندارد نرمال توزیع همان مولد این با متناظر π مانای احتمال

داریم f, g حقیقی تابع

⟨f, g⟩π = E[fg] =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(x)g(x)e−

x2

2 dx.

.L1 = 0 (آ) .٢ .۶ لم

.E[Lf ] = E[xf ′ − f ′′] = 0 (ب)

.⟨f,Lg⟩π = E[f ′g′] = ⟨Lf, g⟩π (ج)

است. برگشت پذیر π توزیع به نسبت L نگاشت (ب) طبق که کنید توجه

بدست می آید: (آ) و (ج) از (ب) همچنین است. واضح تعریف از (آ) برهان.

E[Lf ] = ⟨1,Lf⟩π = ⟨L1, f⟩π = ⟨0, f⟩π = 0.



۶١ لگاریتمی سوبولف و ابرانقباضی نامساوی های

می کنیم استفاده جزء به جزء انتگرال از (ج) اثبات برای

⟨f,Lg⟩π = ⟨f, xg′ − g′′⟩π

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(x)

(
xg′(x)− g′′(x))e−

x2

2 dx

= − 1√
2π

∫ +∞

−∞
f(x)

(
g′(x)e−

x2

2

)′
dx

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
f ′(x)g′(x)e−

x2

2 dx

= E[f ′g′].

□

کنید تعریف می کنیم. محاسبه را L مولد با متناظر مارکوف نیم گروه حال

Ttf(x) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f
(
e−tx+

√
1− e−2t y

)
e−

y2

2 dy. (١ .۶)

نوشت: نیز زیر صورت به می توان را Ttf(x) که کنید توجه

Ttf(x) = EY

[
f
(
e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
,

{Tt : t ≥ 0} که می دهیم نشان زیر گزاره در است. استاندارد نرمال توزیع با تصادفی متغیر یک Y آن در که

گویند. اورنشتاین-اولنبک نیم گروه مارکوف، نیم گروه این به است. L مولد با مارکوف نیم گروه یک

.Tt1 = 1 و ، f ≥ 0 اگر Ttf ≥ 0 (آ) .٣ .۶ گزاره

.f کراندار و پیوسته تابع هر ازای به limt→∞ Ttf(x) = E[f ] و limt→0+ Ttf(x) = f(x) (ب)

.TtTs = Ts+t (ج)

TtL = LTt (د)

داریم (ه)

∂

∂t
Ttf(x) = −LTtf(x),

.E[Ttf ] = E[f ] نتیجه در و
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داریم (ج) اثبات برای می گنیم. واگذار خواننده به را (ب) اثبات و است واضح (آ) برهان.

TtTsf(x) = EY

[
Tsf

(
e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
= EYEZ

[
f
(
e−s

(
e−tx+

√
1− e−2t Y

)
+
√
1− e−2sZ

)]
= EYEZ

[
f
(
e−(s+t)x+ e−s

√
1− e−2tY +

√
1− e−2sZ

)]
,

متغیرهای خطی ترکیب که کنید توجه حال هستند. مستقل استاندارد نرمال تصادفی متغیرهای Y, Z آن در که

گاوسی تصادفی متغیر یک e−s
√
1− e−2tY +

√
1− e−2sZ نتیجه در . است٢٧ گاوسی گاوسی، تصادفی

آن در که است N (0, σ2) توزیع با

σ2 = e−2s(1− e−2t) + (1− e−2s) = 1− e−2(s+t).

داریم U استاندارد نرمال توزیع برای بنابراین

TtTsf(x) = EU

[
f
(
e−(s+t)x+

√
1− e−2(s+t) U

)]
= Ts+tf(x).

شد داده نشان که این به توجه با . g(y) := f(e−tx +
√
1− e−2t y) دهید قرار (د) اثبات برای

داریم ،E[Lg] = 0

TtLf(x) = EY

[
Lf

(
e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
= EY

[(
e−tx+

√
1− e−2t Y

)
f ′(e−tx+

√
1− e−2t Y

)
− f ′′(e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
= e−txEY

[
f ′(e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
− e−2tE

[
f ′′(e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
+ EY [Y g

′(Y )− g′′(Y )]

= e−txEY

[
f ′(e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
− e−2tEY

[
f ′′(e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
(٢ .۶)

= x
∂

∂x
EY

[
f
(
e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
− ∂2

∂x2
EY

[
f
(
e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
= x

∂

∂x
Ttf(x)−

∂2

∂x2
Ttf(x)

= LTtf(x).

.[۶] کرد اثبات مرکزی حد قضیه از یافته ای تعمیم نسخه  از استفاده با یا و مستقیم محاسبه با می توان را ادعا ٢٧این
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E[Lg] = 0 نتیجه که EY [Y g
′(Y )] = EY [g

′′(Y )] تساوی و g تابع تعریف از دوباره (ه) اثبات برای

می کنیم: استفاده است

∂

∂t
Ttf(x) =

∂

∂t
EY

[
f
(
e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
= EY

[(
− e−tx+

e−2t

√
1− e−2t

Y
)
f ′(e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
= −e−txEY

[
f ′(e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
+

e−2t

1− e−2t
EY [Y g

′(Y )]

= −e−txEY

[
f ′(e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
+

e−2t

1− e−2t
EY [g

′′(Y )]

= −e−txEY

[
f ′(e−tx+

√
1− e−2t Y

)]
+ e−2tEY [f

′′(e−tx+
√
1− e−2t Y

)
]

= −LTtf(x),

کردیم. استفاده (٢ .۶) رابطه از آخر مرحله در که

□

می پردازیم. مارکوف نیم گروه این لگاریتمی سوبولف ثابت تقریب به حال

داریم صورت این در بگیرید. اورنشتاین-اولنبک نیم گروه مولد را Lf = xf ′ − f ′′ .۴ .۶ قضیه

α2(L) ≥
1

2
.

داریم: f تابع هر برای معادل طور به

Entπ(f 2) ≤ 2⟨f,Lf⟩π = 2E[f ′2] =
2√
2π

∫ +∞

−∞
f ′(x)2e−

x2

2 dx. (٣ .۶)

می کنیم. ارائه اثبات دو قضیه این برای برهان.
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g = f 2 برای بنابراین .limt→∞ Ttg = E[g] و T0g = g داریم g کراندار و هموار تابع برای اول: اثبات

داریم

Entπ(f 2) = E[g ln g]− E[g] lnE[g]

= −
∫ ∞

0

d
dtE

[
Ttg · lnTtg

]
dt

= −
∫ ∞

0

−E
[
LTtg · lnTtg − LTt(g)

]
dt

=

∫ ∞

0

E
[
LTtg · lnTtg

]
dt

=

∫ ∞

0

⟨LTtg, lnTtg⟩dt

=

∫ ∞

0

E
[
(Ttg)

′ · (lnTtg)′
]
dt

=

∫ ∞

0

E
[(Ttg)′2
Ttg

]
dt

دیگر طرف از

Ttg(x) = EY

[
g(e−tx+

√
1− e−2t Y )

]
.

داریم کوشی-شوارتز نامساوی از استفاده با نتیجه در

(Ttg)
′(x) = e−tEY

[
g′(e−tx+

√
1− e−2t Y )

]
= 2e−tEY

[
f(e−tx+

√
1− e−2t Y )f ′(e−tx+

√
1− e−2t Y )

]
≤ 2e−t

(
EY

[
f 2(e−tx+

√
1− e−2t Y )

]
EY

[
f ′2(e−tx+

√
1− e−2t Y )

])1/2

= 2e−t
(
Ttg(x)Tt(f

′2)(x)
)1/2

.

پس
(Ttg)

′(x)2

Ttg(x)
≤ 4e−2tTt(f

′2)(x),

و

Entπ(f 2) ≤
∫ ∞

0

4e−2tE
[
Tt(f

′2)
]
dt

=

∫ ∞

0

4e−2tE
[
f ′2]dt

= 2E
[
f ′2].
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2-سوبولف ثابت با است برابر قضیه این در α2 برای شده ارائه تقریب ،١ .۴ مثال طبق که کنید توجه دوم: اثبات

قضیه همراه به نکته این .Ω = {+1,−1} مجموعه روی یکنواخت توزیع با متناظر I − E مولد لگاریتمی

می دهند. بدست قضیه از دیگر اثباتی مرکزی، حد

،(١ .۴) رابطه و پرداختیم آن به ٣. ٧ قضیه در که لگاریتمی سوبولف نامساوی تانسوری خاصیت از استفاده با

داریم g : {+1,−1}n → R تابع هر برای

Ent(g2) ≤ 1

2
E
[ n∑

i=1

(
g(x1, . . . , xn)− g(x1, . . . ,−xi, . . . , xn)

)2]
. (۴ .۶)

دهید قرار و باشد خوش رفتاری کافی اندازه به تابع f : R → R کنید فرض

gn(x1, . . . , xn) := f
(x1 + · · ·+ xn√

n

)
.

انتخاب {+1,−1}n از یکنواخت طور به (x1, . . . , xn) وقتی x1+···+xn√
n

توزیع مرکزی حد قضیه طبق

میل Entπ(f 2) به n → ∞ هرگاه Ent(g2n) بنابراین می کند. میل استاندارد نرمال توزیع به می شود،

داریم 1 ≤ i ≤ n هر ازای به دیگر طرف از می کند.

gn(x1, . . . , xn)− gn(x1, . . . ,− xi, . . . , xn)

= f
(x1 + · · ·+ xn√

n

)
− f

(x1 + · · ·+ xn − 2xi√
n

)
=

2xi√
n
f ′(x1 + · · ·+ xn√

n

)
+O

(∣∣∣2xi√
n

∣∣∣2)
=

2xi√
n
f ′(x1 + · · ·+ xn√

n

)
+O

( 1
n

)
.

نتیجه )در
g(x1, . . . , xn)− g(x1, . . . ,−xi, . . . , xn)

)2
=

4

n
f ′2(x1 + · · ·+ xn√

n

)
+O

( 1

n3/2

)
,

و
n∑

i=1

(
g(x1, . . . , xn)− g(x1, . . . ,−xi, . . . , xn)

)2
= 4f ′2(x1 + · · ·+ xn√

n

)
+O

( 1√
n

)
.

مرکزی، حد قضیه از استفاده با دوباره حال

E
[
f ′2(x1 + · · ·+ xn√

n

)]
می رسد. اتمام به قضیه اثبات (۴ .۶) در تساوی دو این از استفاده با می کند. میل E[f ′2] به n→ ∞ هرگاه

□
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فوق قضیه حال این با هستند. کراندار و هموار f, g توابع که کردیم فرض سادگی برای فوق اثبات های در

دهیم قرار f ′(x) جای به قضیه این در که است کافی است. برقرار نیز لیپ شیتز توابع برای

f ′(x) := lim sup
y→x

f(y)− f(x)

y − x
.

تکمیلی مطالعات .٧

در که دارند زیادی کاربردهای لگاریتمی سوبولف و ابرانقباضی نامساوی های شد، ذکر هم ȯقبلا که همان طور

اکتفا مباحث این از بعضی به اشاراتی به آخر بخش در لذا نیست. آنها همه به پرداختن برای مجالی مقاله این

می کنیم.

مطالعه مورد نیز هستند p, q < 1 مقادیر با متناظر که معکوس٢٨ ابرانقباضی نامساوی های که این اول

داریم f > 0 مثبت تابع و p < 1 عدد ،T تصادفی ماتریس هر ازای به که است این در نکته می گیرند. قرار

∥Tf∥p ≥ ∥f∥p,

حال گویند. معکوس انقباضی نامساوی نامساوی، این به می شود.٢٩ تعریف قبل همانند ∥ · ∥p آن در که

به متعلق T اینکه فرض با دوباره کرد. تحقیق نامساوی این از قوی تری نامساوی های مورد در قبل مانند می توان

سوبولف نامساوی های از استفاده با می توان را معکوس ابرانقباضی نامساوی های است، مارکوف نیم گروه یک

می دهیم. ارجاع [٨] به زمینه این در مطالعه برای کرد. اثبات لگاریتمی

دارد. زیادی کاربردهای که است لیندبلاد مولد های مثال های مهم ترین از یکی سادگی، عین در ١ .۴ مثال

می توان تانسوری خاصیت از استفاده با حال است. یکنواخت توزیع π و Ω = {+1,−1} کنید فرض

با متناظر نامساوی های و می کند عمل f : {+1,−1}n → R بولی توابع روی که القایی مارکوف نیم گروه

از کلی تر، طور به می دهد. بدست ٣ .۶ قضیه از اثباتی نگاه این که دیدیم خاص طور به کرد. مطالعه را آن ها

این می شوند، ظاهر طبیعی طور به نظری کامپیوتر علوم و ترکیبیات در f : {+1,−1}n → R توابع که آنجا

زمینه این در بیشتر مطالعه برای می شوند. ظاهر بولی توابع آنالیز در و کرده پیدا زیادی کاربرد های نامساوی ها

می دهیم. ارجاع [۴] به

است. اندازه تجمع نامساوی های اثبات در لگاریتمی سوبولف نامساوی های کاربردهای مهم ترین از یکی

هستند. لاگرند٣٠) تا های (نامساوی ترابری هزینه نامساوی های از نتیجه ای نیز خود اندازه تجمع نامساوی های

آنها و هستند ترابری  هزینه نامساوی های از قوی تر لگاریتمی سوبولف نامساوی های که است این در نکته حال

می دهیم. ارجاع [٧] به مباحث این با آشنایی برای می دهند. نتیجه را

Reverse hypercontractivity٢٨

نمی کند. صدق مثلث نامساوی در p < 1 برای ∥ · ∥p که می کنیم أکید ت ٢٩

Talagrand’s inequality٣٠
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نامساوی های البته هستند. هم  محیطی نامساوی های با مرتبط همچنین لگاریتمی سوبولف نامساوی های

استفاده با را ٣ .۶ قضیه می توان خاص طور به هستند. لگاریتمی سوبولف نامساوی های از قوی تر هم محیطی

می دهیم. ارجاع [٩ ،٢] به زمینه این در بیشتر اطلاعات برای کرد. اثبات هم محیطی نامساوی یک از

قضیه این می توان تانسوری خاصیت از استفاده با اینکه اول نکته است. تعمیم قابل وجه چند از ٣ .۶ قضیه

تعمیم نیز است، Rn روی لاپلاس عملگر ∆ و گرادیان عملگر ∇ آن در که L = x · ∇ −∆ مولد برای را

توزیع آن با متناظر مانای توزیع و می کند عمل f : Rn → R توابع فضای روی عملگر این که کنید توجه داد.

فرم به π توزیع کنید فرض که این دوم نکته است. n-بعدی گاوسی

dπ = e−V dx,

با است برابر احتمال توزیع این با متناظر لیندبلاد مولد است. محدب تابعی V (x) آن در که است

L = ∇V · ∇ −∆.

معین نیمه مثبت Hess(V )−cI ماتریس ،cمثبت ثابت برای اگر که می کند بیان بکری-امری٣١ مهم قضیه حال

.α2(L) ≥ c/2 آنگاه است، همانی ماتریس I و است V تابع هسیان٣٢ ماتریس Hess(V ) آن در که باشد

قابل نیز خمیده به فضاهای بکری-امری قضیه که این سوم نکته است. ٣ .۶ قضیه از تعمیمی این که کنید توجه

زمینه این در بیشتر مطالعات برای می شود. ظاهر α2 تقریب در نیز فضا انحنای صورت، آن در که است تعمیم

می دهیم. ارجاع [٩ ،٢] به

مراجعه [٢ ،١] به اطلاعات نظریه و احتمال نظریه در ابرانقباضی نامساوی های از کاربردی برای انتها در

کنید.

Bakry-Emery criterion٣١

است. ∂2

∂xi∂xj
V برابر آن (i, j) درایه و است n× n ماتریسی هسیان ٣٢ماتریس
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خسروی ا. مترجم: فریدمن، آ. ٧٠

پادزیست به مقاومت و بیماری، ناقل حشرات ،AIDS مانند سلامتی برای آفرین مخاطره عوامل مدیریت در

درک طریق از بنیادین، پژوهش های که است آن خواستار جامعه می شوند. گزارش پیوسته طور به (آنتی بیوتیک)

بیانجامد. بالاتر کیفیت با و طولانی تر زندگی به سریع تر هرچه پزشکی، بهتر درمان و بیماری کار و ساز از ژرف تر

برخورداراند. بالاتری اولویت از زیستی علوم زمینه های از بسیاری ملی، دستورکار در ازاین رو،

تصویربرداری جمله از است، نهفته فن آوری و پایه علوم در حیرت انگیز پیشرفت های سرخط ها، پس در

از بزرگی مجموعه های سرعت به فن آوری ها این ژن. بیان آرایه های و نانو مقیاس در زیستی مهندسی پزشکی،

پزشکی زیست اساسی مسیرهای و سازوکار ها توضیح به قادر را محققان و کرده تولید را ساختار بدون داده های

چالش به آن ها از دانش گرفتن و داده ها آمایش در را پژوهشگران توانایی تجربی، نتایج انفجار این کرده اند.

است. کشیده

به دارند، نیاز کمی [=آنالیز] آناکاوی به که بزرگ داده مجموعه های بودن فراهم و مدل ها پیدایش بنابراین

فراهم ریاضی علوم برای بزرگ فرصتی زیستی، علوم در رشد به رو پیشرفت های از بالا عمومی پشتیبانی همراه

قدرت آنکه از پیش ریاضی دانان، که است نیاز فرصت، این از موفقیت آمیز بهره برداری برای است. آورده

را پایه شناسی زیست بتوانند که حدی در را، زیستی علوم دانشمندان زبان برسانند، ظهور عرصه به را ریاضیات

ریاضی علوم در شده ثابت هم اکنون روش های داشت انتظار می توان که گرچه بیاموزند. دریابند، کافی اندازه به

جدید تکنیک های و ایده ها به زیستی، علوم در اساسی مسائل کمǯی آناکاوی بی گمان اما آیند، کار به به سرعت

می کنند، راه اندازی ریاضیات در جدیدی زمینه های زیستی کاربردهای مدت، دراز دیدگاه از واقع، در دارد. نیاز

توالی ها هم ترازی زمینه در که ترکیبیاتی مسائل و انتشار واکنش- معادلات در الگو شکل گیری نمونه، برای

و کامپیوتر، علوم آمار، ریاضیات، گروه های در زیستی ریاضی تحقیقاتی گروه  چندین هم اکنون می شوند. مطرح

دارند. وجود (آمریکا) کشور سراسر در پزشکی تحقیقات مراکز در زیستی آمار مراکز همچنین و شناسی زیست

متحده ایالات در ریاضی موسسات از برخی برنامه های در زیستی ریاضیات جداگانه موضوعات این، بر افزون

برای موجود تقاضاهای با مقایسه در زیستی ریاضی علوم جامعه فعلی اندازه حال، این با شده اند. گنجانده

تا داد سوق حیطه این به را آماردانان و ریاضیدانان تا است نیاز بنابراین، است. کوچک نسبتا زیستی، علوم

داد. پرورش را همسنج تر پژوهشگران از جدیدی نسل بتوان

یکی عنوان به را اوهایو ایالتی دانشگاه در زیستی ریاضیات علوم موسسه تا داشت برآن را ما چالش ها این

عنوان به و کرد کار به شروع ٢٠٠٢ پاییز در موسسه این کنیم. اندازی راه NSF/DMS ریاضی موسسات از

زیست شناس، و ریاضیدان از اعم کننده، بازدید هزاران شوق و شور شاهد نزدیک از موسسه، این مدیر اولین

اختیار در را آورده ام بدست MBI در پژوهشگر و مدیر عنوان به که دانشی از قسمتی مایلم مقاله این در بوده ام.

دهم. قرار ریاضی جامعه
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چیست؟ زیستی ریاضیات .٢

یک است. پیچیده تر بینهایت سلول یک اما است؛ سلول زندگی واحد باشد، اتم فیزیک واحد یا سنجه اگر

مانند هستند. بزرگ بسیار آن ها از برخی است. مولکول میلیون ٣٠٠ دارای معمول طور به پستانداران در سلول

مولکول ها از بزرگ ای مجموعه تنها سلول یک اما شده اند. تشکیل اتم میلیون ها از که DNA مولکول های

DNA- پروتئین در ساز و ساخت مانند می کند، خفظ خود مولکول های بین در را نظم و کنترل سلول نیست.

و شیمیایی مواد ترشح مانند خاص عملکردهای انجام برای و می کند جذب را مغذی مواد سلول یک .RNA
ماندن آرام با یا مغذی منابع به سوی حرکت با سلول ها می کند. تولید توده زیست زا، بیماری عوامل جذب یا

تکرار است، مساعد شرایط که هنگامی در و می کنند سازگار خود خردمحیط با را خود منابع، کمبود هنگام در

آنجا از براین، افزون .[١] است برانگیز چالش کاملا سلولی، فرایندهای ریاضی سازی مدل ازاین رو می گردند.

با پیام کردن بدل و رد حال در همیشه که است گوناگون کارکردهای و گونه ها با سلول 1013 دارای انسان بدن که

برانگیزند. چالش شدت به زیستی فرآیندهای از حاصل ریاضی مدل های که است روشن کاملا هستند، یکدیگر

به جز متغیرها همه و بیایند کنار محدود شرایطی با فقط که داشت انتظار می توان تنها مدل ها موفق ترین از حتی

بگیرند. نادیده را آن ها مهمترین

مساله های زیست شناس است. زیست شناس یک و ریاضیدان یک بین همکاری زیستی ریاضیات در کار

مدل یک ریاضیدان که درحالی می کند توصیف را آن ها آزمایش ها از مجموعه ای با و می آورد به میان را زیستی

می کند. شبیه سازی آن را و می دهد توسعه را

از نموداری باید ریاضیدان دیفرانسیل، معادلات دستگاه یک برحسب نمونه برای مدل، یک توسعه برای

پارامترها این از برخی معمول طور به کند. مشخص را نرخ پارامترهای و کند معین زیستی متغیرهای بین روابط

شبیه سازی ها، از شونده تکرار فرایندی در پارامترها این شوند. زده تخمین بایستی و نمی شوند یافت منابع در

تکرارهای است ممکن فرایند این در می گردند. تعیین تجربی، داده های با خوب برازشی به دستیابی هدف با

که هنگامی سرانجام است. مهم بسیار شبیه سازی هر در محاسبات نبودن زمان بر ازاین رو شود. انجام بسیاری

یک عنوان به بتوان را مدل این است ممکن آن گاه باشد، داشته مطابقت تجربی نتایج با مدل شبیه سازی های

گرفت. نظر در می باشند، آزمایش پذیر شناسی زیست  لحاظ از که جدید فرضیه های پیشنهاد برای سودمند مدل

را خاص درمان یک مدل، در نرخ پارامتر چند یا یک در افزایش با نمونه، برای است، ممکن فرضیه ها این

دهد. پیشنهاد

ریاضیات آیا است. بحث قابل بخش دو در باشد؟“ مفید می تواند چگونه زیستی ”ریاضیات که پرسش این

نمونه هایی ادامه در است؟ جدید ریاضیات بخش الهام زیست شناسی آیا و می سازد، غنی تر را شناسی زیست

برای دانش زمینه دو هر می دهد نشان که می دهیم ارائه زیستی ریاضیات درموسسسه شده انجام پژوهش های از

هستند. سودمند یکدیگر
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ایسکمی زخم های .٣

۶/۵ سالیانه متحده ایالات در تنها که است عمومی بهداشت حیطه در جهانی مساله ای مزمن های زخم های

عروقی عوارض می شود، خون) جریان (کمبود ایسکمی١ زخم های موجب که آنچه هستند. آن درگیر نفر میلیون

اخیراً می کنند. مختل سرعت به را بهبودی پاسخ و هستند مرتبط مشکل دار زخم های با معمولا که است

پیش دوران به وابسته ) بالینی پیش رویکردی تحت زخم بهبودی روند مطالعه برای خوک مدل با آزمایش هایی

فلپ یک نخست آزمایش ها، آن در .[١٧] پذیرفت انجام همکاران و روی توسط بیماری) نشانه های بروز از

انجام فلپ طول دو لبه های و زیر از خون رسانی که گونه ای به شد ایجاد کامل ضخامت با ٢ ساقه ای دو پوستی

ایسکمی) غیر زخم ) دیگر زخمی و فلپ وسط ایسکمی) زخم ) دایره ای زخم یک سپس ببینید. را ١ شکل نشود.

و شود می ایجاد ساقه ای دو فلپ از استفاده با که است خون گردش موانع دهنده نشان آبی بخشهای :١ شکل
دهند. می نشان را زخم نزدیکی در خون گردش قرمز فلشهای

زخم های بهبود به می توانند که درمانی استراتژی های تعین منظور به شد. ایجاد حیوان پوست روی دیگر جایی در

درگیر اصلی متغیرهای گیرنده بر در که دادند توسعه را ریاضی مدلی [١٨] همکاران و زو کنند، کمک ایسکمی

خون مختلف گونه های از: عبارتند اصلی متغیرهای این است. بهبودی روند در زخم شدن بسته مرحله در

دیفرانسیل معادلات دستگاه یک برحسب مدل این بافتی. تراکم و شمیایی سیگنال های بافتی، سلول های و

سطح یعنی مرز، از قسمتی که جایی شد، فرمول بندی یافته بهبود حدی تا ویسکوالاستیک حوزه یک در جزئی،

سه هندسه در آزاد مرز مساله از شبیه سازی هر اما نیست. مشخص قبل از که است آزاد مرز یک باز، زخم

که حالی در کنیم ساده را هندسه چگونه که بود این پیش رو چالش بنابراین می گیرد. را زیادی بسیار زمان بعدی

شکل در که همان گونه زخم، که کردند فرض [١٨] همکاران و زو می کنیم. تحمیل را ایسکمی زخم شرایط هنوز

ischemic wounds١

bipedicle dermal flap٢



٧٣ زیستی ریاضیات

r = L در δ سایز با کوچکی برش های دایره، محیط در اینکه و است شکل دایره ای است، شده داده نشان ٢

می شوند. جدا هم از ε فاصله با مجاور برش های با که می شوند تشکیل

نتیجه آن ها همگن سازی، قضیه به کارگیری با و مناسب، نسبت هایی با صفر، سمت به δ و ε دادن میل با

R(t) ≤ r ≤ R(0) چنبره یافته بهبود جزئاً ناحیه است، 0 ≤ r ≤ R(t) دايره ای ناحيه باز زخم :٢ شکل
می باشد. R(0) ≤ r ≤ L ناحیه طبیعی سالم بافت و است

در (∆u = f از جوابی (برای u = us مرزی شرط هر برای آیند، بوجود بریدگی ها اینکه از بعد گرفتند

درآن که (1−α)(u− us) +α∂u
∂r

= 0 داریم درآیند، مرزی شرط یک به بریدگی ها آنکه از پیش و r = L

می توان ٣ شکل در است. شدید ایسکمی معنای به ١ به نزدیک α است؛ ایسکمی سنجش برای معیاری α

دارای نتایج دید. روز ٢٠ زمان در را ایسکمیک غیر و باز ایسکمیک زخم های شعاع به مربوط شبیه سازی های

زخم روز. ٢٠ زمانی بازه طول در (α = 0) ایسکمی غیر و (α = 0.92) ایسکمی شعاع :٣ شکل
نمی یابد. بهبود ایسکمی زخم که حالی در می شود بسته روز ١٣ از پس غیرایسکمی

پیشنهاد برای ابزاری به عنوان مدل این اکنون دارد. [١٧] همکاران و روی تجربی نتایج با زیادی بسیار مطابقت
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انجام و زنی گمانه به نیاز درنتیجه می گیرد، قرار استفاده مورد زخم بهبود زمینه در زیستی آزمایش پذیر فرضیه های

می یابد. کاهش حیوانات، روی زمان بر آزمایش های

سرطان از گرفته الهام آزاد مرز مسائل .۴

کاربردهای دامنه اما است، یافته گسترش بسیار گذشته سال ۴٠ طی آزاد مرز مسائل به مربوط ریاضی نظریه

را جدیدی مدل های شناسی زیست در شناسی بافت تغییرات اخیراً است. مانده باقی متوسط حد در جدید

زیست و زخم، بهبود تومور، رشد از می توان نمونه برای است. بوده جدیدی نظریه های بخش الهام و داده ارائه

جدید دسته ای توصیف به و کرد خواهیم بررسی را تومور به مربوط مدل های اینجا در ما برد. نام تکاملی شناسی

می پردازیم. آن پایداری و کروی، تومور یک از تقارن-شکن٣ انشعابات با مرتبط آزاد مرز مسائل از

داخل سلول های تمام کنید فرض و است گرفته بر در t زمان در را Ω(t) ناحیه که بگیرید نظر در را توموری

ناحیه این سلولی، تکثیر به توجه با شده اند. توزیع یکنواخت طور به و هستند یکسان توموری سلول های ،Ω(t)

می کنیم فرض باشد. موجود برایش کافی اندازه به σ مغذی منابع که زمانی تا فقط اما یافت، خواهد گسترش

کند: صدق زیر انتشار سیستم در σ که

σt −∆σ + σ = 0 in Ω(t), σ = 1 on ∂ (Ω(t).)

عبارتی: به باشد. σ به وابسته خطی به طور S تکثیر نرخ می کنیم فرض همچنین

s = µ(σ − σ̃) (µ > 0, 0 < σ̃ < 1);

جرم، بقاء قانون بنابر می شود. جمع تومور σ < σ̃ اگر و می یابد گسترش تومور σ > σ̃ اگر ساده تر، سخن به

در که −→ν = −∇p ۴ دارسی قانون فرض با است. تومور داخل سلول های سرعت −→ν آن در که div−→ν = 0

داشت: خواهیم است، درونی فشار p آن

−∆p = µ(σ − σ̃) in Ω(t).

مرزی شرایط ما

σ = κ on ∂(Ω(t)), است) متوسط انحنای κ)

پیوستگی شرط همچنین و است، مرز در سلول ها بین چسبندگی نیروهای نشان دهنده که

Vn = −→ν .−→n = −∂p

∂n
on ∂Ω(t),

symmetry-breaking bifurcations٣

Darcy’s law ۴
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می کنیم. معرفی است، −→n برون سوی نرمال بردار جهت در آزاد مرز سرعت Vn آن در که

تنها و R شعاع با ایستا متقارنِ شعاعی به طور جواب های از µ-خانواده ای ،σ̃ هر برای كه مي شود ثابت

كه به طوری است موجود σ̃ به وابسته

1

R2
(R cothR− 1) =

σ̃

3
, σ(r) =

R

sinhR

sinh r

r
,

P (r) = C − µσ(r) +
µ

σ
σ̃r2.

بینهایت به صفر از R شعاع می كند، تغییر صفر به یك از σ̃ كه زمانی .C = 1
R
+ µ − µ

σ
σ̃R2 آن در كه

می كند. تغییر

آن در كه می شوند مطرح انشعابی آنالیز حیطه در طبیعی طور به كه است مناسب سوالاتی برای ایستا مساله

خانواده ای شده، داده R برای كه، است شده داده نشان [٧] و [۵] ،[١۴] در می باشد. انشعاب پارامتر µ

آن در كه دارند وجود می شوند شروع µ = µn(R) از كه جواب هایی از شکن تقارن انشعاب شاخه های از

،0 < µ2 < µ3 < · · · < µn < · · ·

µ = µn + ϵµn,1 +O(ϵ2)

r = R + ϵYn,0(θ) +O(ϵ2),

(وقتی هستند پایدار مجانباً كروی جواب های براین، افزون است. (n, 0) درجه از كروی همساز Yn,0 و

.µ > µ∗(R) هرگاه ،(t→ ∞ (وقتی ناپایداراند خطی به طور جواب ها این و µ < µ∗(R) هرگاه ،(t→ ∞

آن در که µ∗(R) < µ2(R) آن گاه ،R < R اگر و µ∗(R) = µ2(R) آن گاه ،R > R اگر اینجا در

µ2 انشعاب نقطه اولین ،R > R حالت در است. جبری غیر معادله یک از جوابی R = 0.62207 · · ·

انشعاب نتایج .[١٢] است ناپایدار دیگر شاخه و است پایدار خطی طور به که شاخه یک با است، ترابحرانی۵

این است؛ یافته توسعه شوند، جایگزین ( [١١] و [١٠] ) استوکس معادلات با دارسی قانون که حالتی به

است. رشد حال در مغز، در یا و پستانی غدد در مثلا مایع، شبه بافت یک در که می کند مدل سازی را توموری

می باشد: انگشت زیاد تعداد با مرزی دارای انشعاب شاخه اولین حالت این در اما

r = R +
∑

Yn∗(R),0(θ) +O(ϵ2),

کروی تومور یک که هنگامی که است گونه بدین زیستی تعبیر .n∗(R) → ∞ ،r → ∞ که هنگامی آن در که

خطر رو این از می شود؛ زیادی مانند انگشت ضایعات رشد باعث این می شود، ناپایدار مایع شبه بافت یک در

می شود. بیشتر تومور فراگستری۶

transcritical۵

metastasis۶
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آنالیز ریاضی لحاظ از مرده) و غیرفعال تکثیر، حال (در تومور گوناگون انواع با توموری مدل های ،[٢] در

است. مانده باقی باز مساله یک اغلب پایداری، و انشعاب هایشان و ایستا کروی جواب های وجود اما شده اند،

جراحی بافت انتقال .۵

مکان یک از بیمار بافت از زیادی مقادیر انتقال برای که است بالینی روش یک ترمیمی میکروسکوپی جراحی

مادرزادی های ناهنجاری یا تومور ضربه، از ناشی جسمی ناهنجاری های بازگرداندن منظور به دیگر مکان به

به طور که است خونی رگ های از استفاده با بافت انتقال زمینه، این در کار روال می گیرد. قرار استفاده مورد

خون رسانی اینکه احتمال اما می شود بافت برداشت با مرتبط مشکلات کاهش باعث است، کوچکتر فزاینده

اساس بر حاضر حال در جراحی فلپ های می دهد. افزایش را نباشد کافی بهبودی برای انتقال دهنده بافت به

تصمیم گیری در جراح به کمک برای عینی شیوه هیچ حال، این با شده اند. طراحی رگ در رسانی خون میزان

اندازه از بیش جراحی فلپ گر ندارد. وجود کننده سوراخ رگ قطر به توجه با فلپ یک انتقال میزان مورد در

دارد. دیگری جراحی به نیاز این و برود بین از و شده ايسکمی دچار آن از بخشی است ممکن باشد، بزرگ

با مستطیلی فلپ یک در اکسیژن انتقال تعیین برای [١۵] همکاران و ماتساوینوس توسط ریاضی مدل یک

ببینید. را ۴ شکل است. شده ساخته کننده سوراخ رگ یک

چربی بافت دهنده نشان پایین لایه است. پوستی زیر شبکه و اپیدرم ، درم شامل بالا رنگی لایه :۴ شکل
دارد. قرار فلپ پایین در کننده سوراخ ورید و شریان است.

شده تشکیل فلپ که است این بر آن فرض که است شده طراحی فازی چند رویکرد یک اساس بر مدل

θa(x) ،θc(x) حجمی کسر با وریدی خونی سلولهای و شریانی خونی سلول های بافت، های سلول از است

پایستگی قانون ٢ و اکسیژن غلظت برای انتشار انتقال/ معادله سه شامل مدل این ترتیب بدین .θv(x) و

از ساعت چهار از بعد فلپ کدام که می دهد نشان مدل سازی شبیه است. وریدی و شریانی خون جریان برای

٢/۵ در ۴ ابعاد با فلپ یک از مثالی ۵ شکل در می شود. مردگی بافت دچار کدام و می آید بیرون زنده انتقال

خط پاره هر می شود. داده نمایش سانتیمتر ١/٢ تا سانتیمتر ٠/٢ از مختلف شریانی قطرهای با سانتیمتر ١ در
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درصد ١۵ (که باشد ٠/١۵ زیر سطح که زمانی می باشد. فلپ در اکسیژن سطح گستره دهنده نمایش عمودی

پیش بینی مدل یک به یافتن دست برای می شود. مردگی بافت دچار فلپ است) سالم بافت در اکسیژن سطح

محدوده در مختلف شریانی قطر با سانتی متر ١ در ٢/۵ در ۴ ابعاد با فلپ در اکسیژن غلظت محدوده :۵ شکل
متر. سانتی ١/٢ تا متر سانتی ٠/٢

معادلات در پارامترها دقیق تر تعیین جهت حیوانی مدل های با آزمایشات جراح، برای استفاده قابل و کننده

است. نیاز بافت، در عروق ناهمگونی مسئله به مدل در پرداختن آن، از مهم تر و، دیفرانسیل

آکسون در نوروفیلامنت نقل و حمل در واکنش-انتشار-هایپربولیک سیستم های .۶

در آکسون حمل مکانیسم های توسط و می شوند سنتز عصبی سلول بدنه در آکسونی پروتئین های بیشتر

می شوند. منتقل آکسون ها امتداد

منتقل پروتئین های جمعیت سرعت و پروفایل که شد ساخته [٣] همکاران و کراسین توسط ریاضی مدل یک

محیط (در تنی برون و جانوری) (درون تنی درون آزمایش های در که می کند تعیین صورتی همان به را شده

است: شده توصیف زیر معادلات از هایپربولیک دستگاه یک توسط مدل است. شده مشاهده کشت)

ϵ(∂t + vi∂x)pi =
n∑

j=1

kijpj, 0 < x <∞, t > 0, 1 ≤ i ≤ n,

محموله چگالی pi(x, t) دراینجا .0 < ϵ ≤ 1 و kij ≥ 0 داریم i ̸= j برای ،
∑n

i=1 kij = 0 درآن که

x و غیره) و مسیر از خارج استراحت، عقب، به حرکت مسیر، طول در جلو به (حرکت حالت ها n از یکی در

دادن قرار با ،[٨] در است. سلول بدنه تا فاصله

pm(x, t) = λmQm

(
x− vt√

ϵ
, t

)
,
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می توانند ها vi ) vi سرعت های وزنی میانگین v و می شود تعیین x = 0 در مرزی شرایط توسط λm درآن که

Q(s, t) درآن که Qm(s, t) → Q(s, t) داریم ،ϵ→ 0 که هنگامی شد ثابت است، باشند) منفی یا و مثبت

کاهش آن پروفایل اما است ثابت آن سرعت است: زیر صورت به هایپربولیک سیستم یک کران دار جواب

می یابد.

(∂t − σ2∂2s )Q(s, t) = 0, −∞ < s <∞, t > 0,

Q(s, 0) =

 1 −∞ < s < 0

q0(s) 0 < s <∞,

می باشد. kij از تابعی σ2 و است وابسته pi اولیه شرایط به q0(s) آن در که

صورت به محموله که می دهد نشان است، [١۶] همکاران و رید رسمی محاسبات از گرفته الهام که نتیجه این

می یابد. کاهش آن پروفایل اما است ثابت آن سرعت می کند: حرکت تقریبی موج یک

.[٩] یافت گسترش شود، شامل نیز را چندمسیره ها در محموله حرکت که حالتی به بالا نتیجه

عفونت به ریه پاسخ .٧

این با است. شده مختص حاد، التهاب ایجاد بدون مهاجمین، حذف و مجدد سازماندهی جهت ریه محیط

سریع و قوی التهابی پاسخ یک که هنگامی در میزبان، برای می تواند منظم بسیار التهابی استراتژی این حال،

با عفونت اولیه مراحل در مثال، برای چیزی، چنین باشد. آور زیان است، نیاز پاتوژنها موثر ریشه کنی برای

می ایفا ریه در ذاتی ایمنی سیستم در را مهمی نقش که آلوئولار٧ ماکروفاژهای می شود. دیده سل مایکوباکتریوم

های سلول نام به ها سلول از دیگر خانواده کمک با نیستند. باکتری ها تمام علیه مقابل به قادر تنهایی به کنند،

التهابی ماکروفاژهای از گروهی تا می کنند برقرار ارتباط لنفاوی های گره با آلوئولار ماکروفاژهای دارینه ای،٨

انتقال ریه ها به را آنها و کنند فعال را (CAM اختصار به ) شده فعال کلاسیک طور به ماکروفاژهای نام به

دهند.

اینکه از قبل یعنی شوند؛ ریه در ماکروفاژها غالب جمعیت ها CAM اینکه از قبل می کشد طول ماه دو تقریباً

گرفتن نظر در با می نامند. سوئیچ زمان را زمان این بگیرد. پیشی آلوئولار ماکروفاژهای تعداد از سلولهای تعداد

روشن ȯکاملا می شود، ایجاد آنها در سل بیماری کلینیکی های نشانه جهان جمعیت درصد ١٠ تا ۵ بین اینکه

است. برخوردار ویژه اهمیت از کرد کوتاه تر را سوئیچ زمان توان می چطور که باره این در تحقیق که است

و فعل از نموداری یافت. توسعه مسئله این به پرداختن برای [۴] همکاران و دِی وسیله به ریاضی مدل یک

macrophage alvaeolar٧

dendritic٨
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متون اساس بر که دید ۶ شکل در می توان را باکتری ها و سیتوکین ها مختلف، سلولی گونه های بین انفعالات

است. شده تهیه پزشکی زیست

ماکروفاژهای در هم باکتری ها سیتوکین ها. و مختلف سلولهای انواع بین انفعالات و فعل نمودار :۶ شکل
می شوند. يافت خارجي صورت به هم و (Ai) آلوئولار

پارامترهای یا متون، از آن پارامترهای که می آید دست به دیفرانسیل معادلات دستگاه یک نمودار این اساس بر

است. شده گرفته حساسیت، میزان تحلیل و تجزیه از آمده به دست تخمینی

104 باکتری ها، باقیمانده برای عفونت، از بهبودی از پس و، روز ۵٠ سوئیچ زمان برای مدل های سازی شبیه

است. پزشکی زیست متون با تطابق در اعداد این می کند؛ پیش بینی ریه در را مکعب متر سانتی در باکتری

بار کاهش لذا و سوئیچ زمان سازی کوتاه بر ،IFN-γ مانند درمانی، داروهای تاثیر تعیین برای مدل این از

استفاده میزبان، بهبود از پس باکتریایی بار باقیمانده کاهش و عفونت نخستین هفته های طول در باکتریایی

می شود.

واقع، در نمی شود. محدود سل عفونت به تنها عفونت به پاسخ در ریه ماکروفاژهای ایمنی رئوستات٩ مدلسازی

برخی برای حال، این با است. بکارگیری قابل نیز هوازی عفونت های سایر برای سوئیچ زمان کاهش ایده همان

که است حالتی این کرد. کند را ایمنی التهابی پیش شدید پاسخ فعالسازی که است این مطلوب عفونت ها،

زیر را آلوده میزبان ایمنی، سیستم سریع و سمی بسیار پاسخ زخم سیاه در می آید. پیش زخم سیاه در نمونه برای

شود. سپسیس١٠ شوک به منجر است ممکن و می دهد قرار فشار

rheostat٩

sepsis١٠
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سلولی تمايز .٨

TH1 سلول های به T سلول های است. ایمنی سیستم کلیدی مولفه که است خونی سلول نوعی T سلول

تمایز سلولی نوع چه به سلول اینکه بر تصمیم می یابند. تمایز هستند، متفاوت عملکرد دارای که TH2 یا و

یک می باشند. سلول در (χ2) GATA-3 و (χ1) T-bet برداری نسخه فاکتورهای غلظت به وابسته یابد،

مدل یک زمینه این در باشد. (بالا) پایین χ2 و (پایین) بالا χ1 گاه هر می یابد، تمایز (TH1) TH2 به سلول

یک توسط χi اساس، این بر است. یافته توسعه ببينيد) هم را [١]) [١٩] همکاران و یاتس توسط ریاضی

صورت به دینامیکی سیستم

dχi

dt
= fi (χ1, χ2, Si(t)) (i = 1, 2),

صورت به سیگنال یک Si(t) آن در که می یابد توسعه

Si(t) =
Ci(t) +

∫∫
χiΦ(χ1, χ2, t)dχ1dχ2∫∫

Φ(χ1, χ2, t)dχ1dχ2

,

غلظت با سلول ها چگالی Φ(χ1, χ2, t) همچنین و است عفونت) یک (یعنی بیرونی سیگنال یک Ci(t) و

زیر پایستگی قانون در Φ تابع می باشد. t زمان در (χ1, χ2)

∂Φ

∂t
+

2∑
i=1

∂

∂χi

(fiΦ) = gΦ,

خاص فرم دارای fi و رشد، نرخ g آن در که می کند صدق

fi(χ1, χ2, Si(t))) = −µχi + (αi
χn
i

kni + χn
i

+ σi
si

ρi + si
)(

1

1 + χj/γj
) + βj,

که زمانی دادند، نشان [١٣] در همکاران و فریدمن .(i, j) = (2, 1) و (i, j) = (1, 2) آن در که است

اندازه های ١-قله، دیراک اندازه به دینامیکی، سیستم پارامترهای به توجه با ،Φ(χ1, χ2, t) تابع ،t → ∞

از تودرتو تطبیقی دنباله یک از که است این اثبات ایده همگراست. ۴-قله دیراک اندازه های یا و ٢-قله، دیراک

کنیم ثابت سپس و کنیم استفاده می کنند محصور را دینامیکی سیستم مسیرهای زمان افزایش با که دامنه هایی

نقطه آن آیا که می کند معین ،(χ1, χ2) صفحه در قله هر مکان همگراست. نقطه ۴ یا ٢ ،١ به تودرتو دنباله که

.TH2 سلول های یا و است TH1 سلول های از نمایشی

بست. کار به غیرموضعی ضرایب با دیگر دینامیکی سیستم های برای می توان را ایده ای چنین
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نتیجه .٩

همبستگی بوده اند. ریاضی در جدید قضیه های برای پیش برنده نیروی یک تکنولوژی و علم تاریخی، لحاظ از

پیشرفت یکدیگر از حمایت با رشته دو هر است. شده شناخته جهان در ریاضی و فیزیک علوم بین عالی

زمین های یکسری ”ما که می نویسد (١٩٠١) جامعه و کودک به نام کتابش در دیویی، جان مشهور، معلم کردند.

طولانی مدت به نبایستی ما تاریخ. دیگری و فیزیک دیگری باشد ریاضی آنها از یکی که نداریم شده دسته بندی

گره یکدیگر به آن جوانب و کناره ها تمام که می کنیم زندگی جهانی در ما بپردازیم. تنهایی به آن ها از کدام هر به

آن درستی می کنند.“ رشد هستند، بزرگ مشترک جهان یک در که روابطی ورای در مطالعات همه خورده اند؛

هرچند زیستی. ریاضیات در ویژه به می آید، چشم به بیشتر امروزه نوشت، ١٩٠١ سال در دیویی جان که چیزی

قابل و اساسی حیطه هایی مثال ها، این ورای در اما مطلب اند، این گویای که هستند مقاله این در کمی مثال های

دینامیک محاسباتی، اعصاب علوم مانند کرده اند، پیشرفت ریاضیات توسط که موجوداند شناسی زیست از توجه

می توان نیز ریاضیات در هستند. نوع این از نمونه هایی شناسی گیاه و بیماری شیوع شناسی، بوم جمعیت،

واکنش-انتشار، معادلات مانند می شوند انجام شناسی زیست کاربردهای از استفاده با که یافت را مطالعاتی

را گسسته روش های که ترکیبی روش های و عددی روش های تصادفی، دیفرانسیل معادلات الگو، شکل گیری

رو پیش دهه در که معتقدم من زیستی، ریاضیات در حاضر رویه گرفتن درنظر با می کنند. مرتبط پیوسته به

بود. خواهد ریاضیات آینده مرز شناسی زیست و شناسی زیست آینده مرز ریاضیات

ببینید. [۶] در را مقاله این انگلیسی نسخه
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