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Abstract. In data transmissions usually a part of the data vectors are re-
shaped or erased, and we need to perform the reconstruction by using the partial
information at hand. Hence, one of the deepest and most precious problems
in frame theory is optimal dual problem, which asks for finding the best dual
frames that minimize the reconstruction errors when erasures occur. In this
paper, we will review on application of dual frames in signal processing, then
we mention optimal reconstruction problem and some achievements and finally
we state some open problems in this respect for readers.
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تنها مایلیم و می دهند شکل تغییر یا می روند دست از داده ها از بخشی معمولا داده ها انتقال مبحث در چکیده.

بسیار ابزارهای از قاب ها اینکه به توجه با دهیم. انجام را عناصر بازسازی دسترس در اطلاعات از بخشی با

الگوریتم کردن پیدا قاب ها، نظریه در مهم مسائل از یکی بنابراین می شوند، محسوب داده ها انتقال در مهم

دوگان کاربرد بر مختصری شرح مقاله، این در است. ضرایب برخی حذف تحت بهینه بازسازی برای هایی

را زمینه این در دستاوردها برخی و بهینه بازسازی مساله سپس، داشت. خواهیم سیگنال پردازش در قاب ها

کرد. خواهیم مطرح علاقه مندان برای راستا این در باز مسأله چند نهایت در می کنیم. مطرح

سرآغاز .۱

تجزیه و بازسازی برای موثری الگوریتم های که هستند بردارها از دنباله هایی هیلبرت فضاهای در قاب ها

در مطالعات برخی راستای در شافر۲ و دافین۱ توسط ۱۹۵۲ سال در ابتدا مفهوم این می دهند. ارائه فضا عناصر

پایه های از تعمیمی قاب ها حقیقت در که گفت می توان و [۱۸] شد معرفی هارمونیک غیر فوریه سری های زمینه

بازسازی. فرمول های بهینه، دوگان های قاب ها، دوگان قاب ها، واژگان. کلید
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۳ قاب ها بهینه دوگان روی مباحثی

بردارها آشفتگی و حذف مقابل در اضافی، عناصر وجود دلیل به قاب ها که اساسی تفاوت این با هستند، ریس

مورد کاربردی و مهندسی علوم در قاب ها اخیر دهه دو در ویژه به که شده موجب مهم ویژگی این مقاوم ترند.

مورد محققین از بسیاری توسط آنها کاربرد های و قاب ها مختلف انواع و [۱۹ ،۱۰–۶] باشند فراوانی توجه

می تواند مطالعه، مورد هیلبرت فضای در f ∈ H مانند بردار هر قاب ها، نظریه در واقع در گیرند. قرار مطالعه

این از دوگان، قاب توسط الگوریتم یک کمک به f سپس و شود داده نمایش {〈f, fi〉}i∈I عددی مقادیر با

شکل تغییر می روند، دست از ضرایب از برخی انتقالات این در عملی، کاربردهای در بازسازی شود. ضرایب

را عناصر بازسازی دسترس، در اطلاعات از بخشی با فقط داریم نیاز و می شوند اغتشاش دچار یا و می دهند

دوگان های نیز و غیرکانونی دوگان های کردن پیدا قاب ها، نظریه در مهم مسائل از یکی بنابراین دهیم. انجام

اثر در بازسازی خطای که قاب یک از دوگانی یافتن یعنی است. عناصر برخی حذف تحت قاب، یک بهینه

شد. معرفی [۲۶،۲۴] در همکارانش و هان۳ توسط مفهوم این کند. کمینه را عنصر یک از بیشتر یا یک حذف

پردازش در قاب ها دوگان کاربرد و داشت خواهیم آنها دوگان و قاب ها مفهوم بر مختصری شرح مقاله، این در

در و کرده بیان را زمینه این در مهم نتایج برخی و بهینه بازسازی مساله سپس، کرد. خواهیم بررسی را سیگنال

می کنیم. بیان را نامتناهی قاب های مقدماتی تعاریف ابتدا می کنیم. مطرح راستا این در باز مساله چند نهایت

دنباله باشد. شمارا اندیس گذار مجموعه یک I و جدایی پذیر هیلبرت فضای یک H کنید فرض

به طوری که باشند موجود B و A مثبت ثابت های هرگاه می شود نامیده قاب یک H در F := {fi}i∈I

A‖f‖2 ≤
∑
i∈I

|〈f, fi〉|2 ≤ B‖f‖2, (f ∈ H). (۱ .۱)

قاب یک F اگر می شوند. نامیده قاب بالای و پایین های کران ترتیب به B و A ثابت های تعریف این در

کافی نامتناهی، قاب های وجود برای شرط این چه اگر ،span{fi}i∈I = H که می شود ثابت راحتی به باشد،

هر به می شود. نامیده بسل دنباله یک F آنگاه باشد، برقرار بالا کران نامساوی فقط فوق رابطه در اگر نیست.

صورت به TF : l2(I) → H تجزیه عملگر می شود. داده نسبت مهم عملگر سه بسل دنباله

TF{ci}i∈I =
∑
i∈I

cifi

صورت به و است تجزیه عملگر الحاقی که ،T ∗
F : H → l2(I) آنالیز عملگر می شود. تعریف

T ∗
Ff = {〈f, fi〉}i∈I

.SF = TFT
∗
F یعنی است، عملگر دو این ترکیب که H فضای روی قاب عملگر همچنین می شود. تعریف

یک F که داد نشان می توان به راحتی به علاوه، کراندارند. و خوش تعریف F بسل دنباله برای عملگرها این همه

دوگان G := {gi}i∈I ⊆ H بسل دنباله .[۱۳] باشد وارون پذیر آن قاب عملگر اگر تنها و اگر است قاب

Han۳



جمال عارفی ع.ا. نیشابوری، عربیانی ف. ۴

دیگر، عبارت به یا TGT ∗
F = IH هرگاه می شود نامیده F

f =
∑
i∈I

〈f, fi〉gi, (f ∈ H).

نوشت می توان F قاب هر برای

f = SFS
−1
F f =

∑
i∈I

〈f, S−1
F fi〉fi =

∑
i∈I

〈f, fi〉S−1
F fi, (f ∈ H).

دوگان یا کانونی دوگان که دارد {S−1
F fi}i∈I صورت به دوگان یک حداقل قاب هر گفت می توان بنابراین

قاب دو هر دوگانش و دنباله آن باشد، دوگان یک دارای بسل دنباله یک اگر می شود. نامیده قاب استاندارد

،i ∈ I ،gi = S−1
F fi+ui به صورت F قاب از {gi}i∈I دوگان هر که می شود ثابت همچنین .[۱۳] هستند

می کند: صدق زیر رابطه در که است دنباله ای {ui}i∈I آن در که ∑است
i∈I

〈f, fi〉ui = 0, (f ∈ H). (۲ .۱)

سیگنال پردازش در دوگان ها کاربرد .۲

نقش زمان−فرکانس تحلیل های در که هستند نامتناهی قاب های از مهم نوع دو موجک۵ و گابور۴ قاب های

بخش، این در می شوند. تشکیل سیگنال یک اتساع های و مدولاسیون  ها انتقال ها، توسط و دارند مهمی بسیار

نظریه واقع در می شویم. آشنا سیگنال پردازش در قاب ها دوگان کاربرد با و می کنیم معرفی را قاب ها این

،a ∈ R اندازه به انتقال است. L2(R) هیلبرت فضای روی مهم عملگر سه اساس بر قاب ها نوع این ریاضی

Ta : L
2(R) → L2(R) ، Taf(x) = f(x− a)

،b ∈ R مقیاس به مدولاسیون

Eb : L
2(R) → L2(R) ، Ebf(x) = e2πibxf(x)

می شود: تعریف زیر به صورت که c 6= 0 اندازه به اتساع و

Ⅾc : L
2(R) → L2(R) ، Dcf(x) = |c|1/2f(cx).

Gabor۴
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۵ قاب ها بهینه دوگان روی مباحثی

برای .a, b > 0 و g ∈ L2(R) آن در که است {EmbTnag}m,n∈Z فرم به L2(R) برای گابور قاب یک

عملگر S که می باشد {EmbTnaS
−1g}m,n∈Z صورت به کانونی دوگان {EmbTnag}m,n∈Z گابور قاب یک

از بسیاری در داشت. خواهد دوگان نامتناهی تعداد گابور قاب ab < 1 که صورتی در و است گابور قاب

برای روش هایی می آید. دست به بازسازی برای دقیق تری نتایج غیر کانونی دوگان های از استفاده با کاربردها

سیگنال ها پردازش در غیر کانونی دوگان های با کانونی دوگان مقایسه همچنین و دوگان ها از خانواده یک ساخت

.ψ ∈ L2(R) کنید فرض می کنیم. بیان مختصر به طور اینجا که است، شده ارائه [۲۳ ،۱۴ ،۱۲ ،۵ ،۴] در

سیستم یک {Dj
aTkψ}j,k∈Z خانواده بگیرید. نظر در را a > 1 برای L2(R) روی Da اتساع عملگر

نیز L2(R) برای قاب یک که موجک سیستم یک همچنین می شود. نامیده ψ تابع توسط شده تولید موجک

دوگان {Dj
aTbkh}j,k∈Z و {Dj

aTbkg}j,k∈Z موجک قاب دو قبل مشابه می شود. نامیده موجک قاب باشد،

هرگاه می شوند، گفته یکدیگر

f =
∑
j,k∈Z

〈f,Dj
aTbkh〉Dj

aTbkg, (f ∈ L2(R)).

دوگان های ،[۱۵] ندارد را موجک سیستم یک ساختار لزوما موجک قاب یک کانونی دوگان اینکه به توجه با

موجک قاب های دوگان ساخت برای روشی زیر قضیه دارند. قاب ها نوع این در مهمی بسیار نقش غیر کانونی

می دهد. ارائه

حقیقی تابعی ĝ نگاشت که باشد طوری g ∈ L2(R) اگر .a > 1 و n ∈ N کنید فرض [۲۳] .۱ .۲ قضیه

و suppĝ ⊂ [−ac,−ac−n] ∪ [ac−n, ac] ،c ∈ Z مقدار یک ازای به و باشد ∑مقدار
j∈Z

ĝ(ajξ) = 1 (a.e. ξ ∈ R),

به صورت شده تعریف h تابع و g تابع آنگاه

h(x) = bg(x) + 2b
n−1∑
j=1

a−jg(a−jx) (x ∈ R). (۱ .۲)

می دهند. تشکیل L2(R) برای {Dj
aTbkh}j,k∈Z و {Dj

aTbkg}j,k∈Z به صورت دوگانی قاب های

همچنین کنند. صدق ۱ .۲ قضیه فرضیات در b ،a ،n مقادیر و g ∈ L2(R) کنید فرض [۴] .۲ .۲ قضیه

که طوری به باشند موجود A و B مثبت ثابت های کنید فرض

A ≤ G(ξ) :=
∑
j∈Z

|ĝ(ajξ)|2 ≤ B (a.e. ξ ∈ R).
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آید: می بدست زیر صورت به {Dj
aTbkg}j,k∈Z موجک قاب عملگر آنگاه

Ŝf̂ =
G

b
f̂ .

ساخته موجک های قاب برخی برای کانونی غیر های دوگان از خانواده یک فوق قضیه های کمک به حال

می شود.

صورت این در کنند. صدق ۱ .۲ قضیه شرایط در b ،a ،n مقادیر و g ∈ L2(R) کنید فرض [۴] .۳ .۲ نتیجه

می کنند صدق زیر رابطه در که ϕi توابع

ϕ̂i =
b

G
ĝ − ĝ +

G

b
ϕ̂i−1, (1 ≤ i <∞)

تولید ،L2(R) برای {Dj
aTbkϕi}j,k∈Z و {Dj

aTbkg}j,k∈Z صورت به دوگان های قاب از ای خانواده

می شود. داده ۱ .۲ قضیه از ϕ0 = h آن در که می کنند

می گیریم. نظر در را زیر مثال فوق نتایج اهمیت درک برای

شود تعریف زیر صورت به f ∈ C∞(R) اگر .۴ .۲ مثال

f(x) =

 e−1/x x > 0,

0 x ≤ 0.

نظر در حال .suppf1 ⊂ [
1

8
,
1

2
] بنابراین ،x ∈ R برای f1(x) = f(x − 1

8
)f(

1

2
− x) دهید قرار

بگیرید

f2(x) =

 f1(x) x > 0,

f1(−x) x ≤ 0

c = −1 ،n = 2 دادن قرار با .
∑

j∈Z ĝ(2
jx) = 1 نتیجه در ،ĝ =

f2∑1
j=−1 f2(2

j.)
دهید قرار و

موجک دوگان قاب یک با موجک قاب یک {Dj
aTbkg}j,k∈Z که می گیریم نتیجه ،b =

1

2
∈ (0,

1

2ac
] و

تابع توسط شده تولید

h(x) =
1

2
g(x) +

1

2
g(
1

2
x),



۷ قاب ها بهینه دوگان روی مباحثی

می آوریم دست به زیر فوریه تبدیل با دوگان ها از ای خانواده ۳ .۲ نتیجه از استفاده با است.

ϕ̂i =
1

2G
ĝ − ĝ + 2Gϕ̂i−1, (۲ .۲)

.ϕ0 = h و G =
∑

j∈Z |ĝ(2j.)|2 که ،i ≥ 0 هر برای

می گیریم. نظر در را ۴ .۲ مثال موجک قاب بازسازی، دقت در موجک دوگان قاب های مقایسه منظور به

زیر صورت به را بازسازی فرمول می توان فوق رابطه توسط شده معرفی موجک دوگان قاب های کمک به آنگاه

نوشت

f =
∑
j,k∈Z

〈f,Dj
aTbkg〉Dj

aTbkϕi, f ∈ L2(R), i ≥ 0. (۳ .۲)

توابع ،f ∈ L2(R) سیگنال یک تقریب در فوق مدل اساس بر دوگان ها از استفاده مزایای بهتر درک برای

می گیریم. نظر در را [۱۷ ،۱۶] در شده تعریف مش۱۰ میش و کوادچریپ۹ داپلر۸، بامپ۷، هویساین۶، آزمون

می کنیم استفاده زیر مربعات میانگین خطای فرمول از خطا ها تخمین محاسبه برای

n−1

n∑
i=1

|x̂i − xi|2.

AMSE
Ⅾuaⅼ generator Heavisine Buⅿps Ⅾoppⅼer QuaⅾⅭhrip ⅯishⅯash

Ⅽanoniⅽaⅼ 7.098725 5.80E − 10 0.045354 0.684561 0.812872
φ0 7.004994 5.72E − 10 0.043258 0.661926 0.78447
φ2 7.002138 5.71E − 10 0.043244 0.661671 0.784236
φ3 6.996444 5.711E − 10 0.0432 0.661164 0.78377
φ4 6.985143 5.713E − 10 0.043165 0.66016 0.782844
φ5 6.962903 5.70E − 10 0.04306 0.658189 0.781012
φ6 6.919891 5.693E − 10 0.042853 0.654389 0.777432
φ7 6.839766 5.67E − 10 0.42448 0.647352 0.770606
φ8 6.703133 5.65E − 10 0.04168 0.635525 0.758292
φ9 6.52425 5.66E − 10 0.040303 0.62084 0.739019

متفاوت دوگان مولدهای نظیر دوگان فرمول با آزمون توابع تقریب برای بازسازی خطای میزان :۱ جدول

Heavisine۶

Buⅿp۷

Ⅾoppⅼer۸

QuaⅾⅭhrip۹

ⅯishⅯash۱۰
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آزمون توابع :۱ شکل

AMSEs
Heavisine Buⅿps Ⅾoppⅼer QuaⅾⅭhrip ⅯishⅯash

Ⅽanoniⅽaⅼ 7.098725 5.80E − 10 0.045354 0.684561 0.812872
Hard wavelet den. 0.22 0.27 0.29 0.99 1.00
Soft wavelet den. 0.07 0.13 0.11 0.73 0.95

φ8 6.703133 5.65E − 10 0.04168 0.635525 0.758292
φ9 6.52425 5.66E − 10 0.040303 0.62084 0.739019

مختلف روش های با آزمون توابع تقریب برای بازسازی خطای میزان :۲ جدول

غیر دوگان های از یکی میش مش، بجز سیگنال تست هر برای می شود ملاحظه ۱ جدول در که همانطور

نتایج با ۱ جدول نتایج مقایسه آن، بر علاوه می کنند. ایجاد کانونی دوگان به نسبت کمتری خطای کانونی

موجک با نویززدایی مانند دیگر روش های از استفاده نیز و [۵] در گابور قاب دوگان با بازسازی از حاصل

موجک قاب دوگان های آزمون، توابع تمام برای تقریبا مثال این در که می دهد نشان [۱۱] در نرم۱۲ و سخت۱۱

و گابور قاب های است ممکن دوگان و قاب نوع اساس بر چه اگر ببینید. را ۲ جدول بوده اند، موثرتر (۳ .۲)

برای را قاب دوگان های شناسایی و محاسبه ارزش فوق مطلب اما کنند، عمل بهتر گاهی دیگر روش های یا

می دهد. نشان بازسازی

harⅾ waveⅼet ⅾenoising۱۱

soft waveⅼet ⅾenoising۱۲
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Normalized AMSEs
Ⅾuaⅼ generator Heavisine Buⅿps Ⅾoppⅼer QuaⅾⅭhrip ⅯishⅯash

Ⅽanoniⅽaⅼ 5.623246 1.88E − 10 0.140262 1.191727 0.412049
φ0 6.121439 6.23E − 11 0.058008 0.79817 1.865155
φ3 6.092812 9.02E − 11 0.070151 0.427603 1.933921
φ4 6.097072 9.99E − 11 0.070707 0.396412 1.907641
φ5 6.095215 9.97E − 11 0.07114 0.38542 1.899557
φ6 6.086826 9.95E − 11 0.071961 0.380742 1.894946
φ7 6.073669 9.83E − 11 0.073067 0.378176 1.890281
φ8 6.05725 9.66E − 11 0.074316 0.376418 1.885203
φ9 6.038534 9.47E − 11 0.075612 0.375034 1.879932
φ14 5.926096 8.53E − 11 0.081642 0.370649 1.855485
φ30 5.542141 6.57E − 11 0.092297 0.370165 1.810069

مختلف های دوگان با آزمون توابع تقریب برای شده هنجار بازسازی خطای میزان :۳ جدول

شده اند. هنجار۱۳ ۳ جدول در ۱ جدول نتایج خطاها، دقیق تر مقایسه منظور به همچنین

بهینه بازسازی مسئله .۳

اهمیت کاربردی مسائل در متناهی قاب های در بهینه دوگان یافتن مسئله شد، بیان مقدمه در که همانطور

هیلبرت فضاهای در متناهی قاب های معرفی به است لازم بهینه دوگان های بررسی و مطالعه از قبل دارد. بسزایی

F = {fi}i∈Im ⊂ H دنباله باشد. n−بعدی هیلبرت فضای یک H کنید فرض بپردازیم. متناهی بعد با

مشابه .Im = {1, ...,m} آن در که span{fi}i∈Im = H هرگاه می شود، نامیده H برای قاب یک

TF : l2(Im) → H تجزیه عملگر می شود؛ داده نسبت عملگر سه نیز F متناهی قاب هر به قبل

به صورت که TF الحاقی آنالیز، عملگر می شود. تعریف TF{ci}i∈Im =
∑

i∈Im cifi صورت به که

.SF = TFT
∗
F است، عملگر دو این ترکیب که قاب عملگر و می آید، دست به T ∗

Ff = {〈f, fi〉}i∈Im
حقیقت این به توجه با کراندارند. و تعریف خوش عملگر ها این همه نتیجه در است، بسل متناهی دنباله هر

f 7→ ‖T ∗
Ff‖ ویژه به و پیوسته اند آنالیز و تجزیه عملگر های است، متناهی بعد دارای H هیلبرت فضای که

برای قاب یک F = {fi}i∈Im گفت می توان نتیجه در است. H در فشرده واحد کره روی ناصفر تابع یک

به طوری که باشند موجود B و A مثبت ثابت های اگر تنها و اگر است، H

A‖f‖2 ≤ ‖T ∗
Ff‖ =

∑
i∈Im

|〈f, fi〉|2 ≤ B‖f‖2, (f ∈ H). (۱ .۳)

قاب های مشابه می شوند. نامیده قاب بالای و پایین کران های ترتیب به B و A ثابت های فوق تعریف در

پارسوال قاب یک را Aآن = B = 1 که صورتی در و می شود نامیده چسبان F قاب ،A = B اگر نامتناهی،

برای ،‖fi‖ = α به طوری که باشد موجود α ثابت هرگاه می شود، نامیده یکنواخت قاب یک F قاب می نامیم.

norⅿaⅼizeⅾ۱۳
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ثابت علاوه، به .TGT ∗
F = IH هرگاه می شود، نامیده F دوگان G := {gi}i∈Im ⊆ H دنباله .i ∈ I هر

یک S−1
F F نتیجه در و ،[۱۳] باشد پذیر وارون آن قاب عملگر اگر تنها و اگر است قاب یک F که می شود

نشان DF با را F دوگان های تمام مجموعه ادامه در می شود. نامیده کانونی دوگان که است F قاب دوگان

می دهیم.
پالسن۱۵ و هلمز۱۴ توسط ابتدا دقیق الگوسازی با پارسوال قاب های کمک به بهینه های بازسازی مفهوم

عدد r با m×m قطری ماتریس های همه مجموعه نشان دهنده Dr اگر دقیق تر، به طور شد. معرفی [۲۱] در

فضای برای F = {fi}i∈Im پارسوال قاب یک صورت این در باشد، اصلی قطر روی 0 عدد n − r و 1

هرگاه می شود، نامیده 1−حذف تحت بهینه H بعدی n هیلبرت

max{‖T ∗
FDTF‖ : D ∈ D1}

را بهینه پارسوال قاب می توان استقرا به همچنین، شود. مینیمم ،H در m−عضوی پارسوال قاب های تمام بین

گسسته قاب های برای [۲۶] در همکارانش و هان توسط سپس مساله این کرد. تعریف نیز r−حذف هر برای

شد. مطرح زیر صورت به بهینه دوگان کردن پیدا و کلی حالت در

f ∈ H هر برای .J ⊂ Im نیز و باشد F = {fi}i∈Im قاب از دوگان یک G = {gi}i∈Im کنید فرض

باقیمانده ضرایب با f عنصر بازسازی برای صورت این در باشند، شده حذف {〈f, fi〉}i∈J ضرایب اگر

داشت ∑خواهیم
i∈Im\J

〈f, fi〉gi, (f ∈ H).

می شود تعریف زیر صورت به ،EJ خطا، عملگر بنابراین

EJf =
∑
i∈J

〈f, fi〉gi = (TGDT
∗
F )f,

.dij = 0 جاها سایر و i ∈ J برای dii = 1 قطری عناصر با است m ×m قطری ماتریس یک D که

کنید فرض

dr(F,G) = max{‖TGDT ∗
F‖ : D ∈ Dr} = max{‖EJ‖ : card(EJ) = r}, (۲ .۳)

روی 0 عدد n− r و 1 عدد r با m×m قطری ماتریس های همه مجموعه Dr و عملگری نرم نرم، آن در که

رخ r−حذف که زمانی ممکن، خطای بزرگترین از است عبارت dr(F,G) صورت این در است. اصلی قطر

Hoⅼⅿes۱۴

Pauⅼsen۱۵
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هرگاه است، 1−حذف تحت F بهینه دوگان G گوییم می دهد.

d1(F,G) = min {d1(F, Y ) : Y ∈ DF} . (۳ .۳)

r−حذف تحت F برای بهینه G دوگان قاب یک استقرا، به است. F دوگان های تمام مجموعه DF آن در که

باشیم داشته نیز و باشد بهینه r)−حذف − 1) تحت هرگاه است،

dr(F,G) = min {dr(F, Y ) : Y ∈ DF} .

r−حذف هر برای آنگاه باشد، یکتا بهینه دوگان 1−حذف، برای دوگان یک اگر بهینه، دوگان تعریف به توجه با

بهینه دوگان همیشه شده داده قاب یک برای آیا که است این می آید پیش که سؤالی اولین حال است. بهینه نیز

که H در F = {fi}i∈Im قاب برای که شد داده نشان [۲۶] در است. مثبت سوال این پاسخ دارد؟ وجود

یک r−حذف هر تحت می شود، داده نشان ODF با اینجا که F بهینه دوگان های مجموعه ،i ∈ Im ،fi 6= 0

است. بهینه کانونی دوگان شرایطی چه تحت که کردند بررسی سپس است. محدب و فشرده ناتهی، مجموعه زیر

است. زیر شرح به آمده به دست  نتایج مهمترین

کانونی، دوگان صورت این در باشد. H برای پارسوال قاب یک F = {fi}i∈Im کنید فرض .۱ .۳ گزاره

باشد. یکنواخت قاب یک F اگر تنها و اگر است r−حذف) هر بنابراین (و 1−حذف تحت بهینه دوگان یکتا

بگیرید نظر در باشد. H برای قاب یک F = {fi}i∈Im کنید فرض

c = max{‖S−1
F fi‖‖fi‖ : 1 ≤ i ≤ m},

کنید فرض همچنین .Λ2 = {1, ...,m} \ Λ1 و Λ1 = {1 ≤ i ≤ m : ‖S−1
F fi‖‖fi‖ = c}

داشت. خواهیم را زیر نتایج نمادگذاری ها، این از استفاده با .i = 1, 2 برای ،Hi = span{fj : j ∈ Λi}

معادل اند: زیر احکام آنگاه باشد. H برای قاب یک F = {fi}i∈Im کنید فرض [۲۴] .۲ .۳ قضیه

است. 1−حذف تحت یکتا بهینه {S−1
F fi}i∈Ik کانونی دوگان (۱)

است. خطی مستقل {fi}i∈Λ2 و H1 ∩H2 = {0} (۲)

خطی مستقل {fi}i∈Λ1 به طوری که باشد H از قاب یک F = {fi}i∈Im کنید فرض [۲۴] .۳ .۳ گزاره

آنگاه است،

نیست. یکتا بهینه دوگان این اما است F برای حذف −1 تحت بهینه دوگان ،H1 ∩H2 = {0} اگر (۱)

،ci 6= 0 و
∑

i∈Im cifi = 0 که طوری به باشد موجود {ci}i∈Im صورت به اسکالرها از ای دنباله اگر (۲)

نیست. 1−حذف برای بهینه کانونی، دوگان آنگاه .i ∈ Λ1 هر برای

نیست. پارسوال قاب یک برای یکتا بهینه دوگان لزوما کانونی دوگان که دهد می نشان زیر مثال
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و باشد R3 برای استاندارد یکه متعامد پایه {e1, e2, e3} کنید فرض .۴ .۳ مثال

F =

{
1√
2
e1,

1√
2
e1,

1√
3
e2,

1√
3
e2,

1√
3
e2,

1√
2
e3,

1√
2
e3

}
.

گزاره به توجه با بنابراین است. R3 برای یکنواخت غیر پارسوال قاب یک F که داد نشان می توان راحتی به

1−حذف تحت کانونی دوگان که می دهیم نشان چه اگر نیست. یکتا بهینه دوگان F یعنی آن کانونی دوگان ،۱ .۳

در که دارد وجود F از G = {gi}7i=1 مانند دوگانی کنید فرض خلف برهان به منظور، این برای است. بهینه

max
i∈I7

‖gi‖‖fi‖ < max
i∈I7

‖fi‖2 (۴ .۳)

صدق (۲ .۱) در {ui}7i=1 آن در که است {fi + ui}7i=1 به صورت F دوگان هر که می دانیم می کند. صدق

بنابراین می کند.

u2 = −u1, u7 = −u6, u5 + u6 + u7 = 0.

به (۴ .۳) از استفاده با u2 = −u1 دادن قرار و u1 = (a, b, c) ∈ R3 دلخواه بردار گرفتن نظر در با حال

می آوریم: دست

‖gi‖2‖fi‖2 <
1

4
, (i ∈ I7)

که a2 + b2 + c2 −
√
2a < 0 ،a2 + b2 + c2 +

√
2a < 0 که می گیریم نتیجه i = 1, 2 برای ویژه به

نیست. یکتا بهینه دوگان که حالی در است، 1−حذف تحت بهینه کانونی دوگان پس است. تناقض

است، محدب و فشرده ناتهی، مجموعه زیر یک حذف هر تحت بهینه دوگان های مجموعه به این که توجه با

نقاط مجموعه شناسایی هدف با و نکته این ذکر با نویسندگان .[۲۲] است ناتهی آن فرین نقاط مجموعه پس

مجموعه سپس و پرداختند غیر کانونی بهینه دوگان های شناسایی و معرفی به [۱] در ODF مجموعه در فرین

دوگان یک برای اگر واقع در کردند. شناسایی کامل طور به 1−حذف تحت را ODF در فرین نقاط تمام

دهید قرار ،{fi}i∈Im از G = {gi}i∈Im

cg = max{‖gi‖‖fi‖ : i ∈ Im},Λg
1 = {i ∈ Im : ‖gi‖‖fi‖ = cg}

این با آنگاه ،i = 1, 2 ،Hg
i = span{fj : j ∈ Λg

i } کنید فرض همچنین و Λg
2 = Im \ Λg

1 و

داریم. را زیر نتایج نمادگذاری ها

از بهینه دوگان یک G = {gi}i∈Im و باشد H از قاب یک F = {fi}i∈Im کنید فرض [۱] .۵ .۳ قضیه

باشد. خطی مستقل {fi}i∈Λg
2

اگر تنها و اگر است ODF برای فرین نقطه یک G در این صورت باشد. F
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است، F دوگان های بین مینیمم l2−نرم دارای واقع در که کانونی، دوگان که دید می توان ۵ .۳ قضیه کمک به

فشرده و ناتهی ODF به این که توجه با دیگر، طرف از نیست. فرین عنصر لزوماً باشد بهینه دوگان اگر حتی

به طوری که است موجود F از {gi}i∈Im بهینه دوگان یعنی است. ماکسیمم l2−نرم با عضوی دارای ∑)است،
i∈Im

‖gi‖2
)1/2

= max


(∑

i∈Im

‖hi‖2
)1/2

: {hi}i∈Im ∈ ODF

 .

هستند. فرین عناصری، چنین که داد نشان می توان [۲۲] مقدماتی۱۶ ماکسیمم اصل وسیله به

l2−نرم دارای G = {gi}i∈Ik ∈ DF و H برای قاب یک F = {fi}i∈Ik کنید فرض [۱] .۶ .۳ گزاره

است. ODF مجموعه فرین نقطه G آنگاه باشد. F بهینه دوگان های تمام بین ماکسیمم

علاوه، به شد. انجام غیر کانونی بهینه دوگان های شناسایی برای مشخصه سازی ها برخی [۱] در همچنین

شد. بررسی 1−حذف تحت و قاب ها عملگری آشفتگی نوع یک تحت بهینه دوگان قاب های

که باشد وارون پذیر عملگری U ∈ B(H) و H برای قاب یک F = {fi}i∈Im اگر .۷ .۳ قضیه

{Ugi}i∈Im اگر تنها و اگر است F بهینه دوگان {gi}i∈Im 1−حذف تحت آنگاه .‖U‖‖U−1‖ ≤ 1

F بهینه دوگان های بین دوسویی تناظر یک علاوه، به باشد. (U∗)−1F := {(U∗)−1fi}i∈Im بهینه دوگان

دارد. وجود UF و

نیست. برقرار غیر کانونی دوگان های برای ۲ .۳ قضیه که می کنیم ملاحظه زیر مثال در

و باشد R2 برای استاندارد یکه متعامد پایه {e1, e2} کنید فرض .۸ .۳ مثال

F =

{
e1, e2,

1√
2
(e1 + e2)

}
.

[۲۶] دارد زیر به صورت بهینه دوگان یک F که می شود ثابت است. R2 برای قاب یک F سپس


3−

√
3

2

1−
√
3

2

 ,


1−
√
3

2

3−
√
3

2

 ,


√
3− 1√
2

√
3− 1√
2




.

eⅼeⅿentary ⅿaxiⅿuⅿ prinⅽipⅼe۱۶
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بگیرید نظر در را زیر دنباله اکنون

G =




3 +

√
3

2

1 +
√
3

2

 ,


1 +
√
3

2

3 +
√
3

2

 ,


1

2
√
2
− 3

√
2 + 2

√
6

4

1

2
√
2
− 3

√
2 + 2

√
6

4




.

عبارت به .i هر برای ،‖gi‖‖fi‖ =
√

4 + 2
√
3 و است F قاب دوگان G := {gi}3i=1 در این صورت

Hg
1 ⊥ Hg

2 یعنی هستند، متعامد بلکه ندارند اشتراکی Hg
2 و Hg

1 فضاهای تنها نه و {fi}i∈Λg
2
= ∅ دیگر

نیست. F بهینه دوگان G چه اگر

می شود سنجیده عملگری نرم با خطا عملگر اندازه که زمانی بهینه دوگان های دقیق تر و بیشتر مطالعه برای

دهیم. می ارجاع [۲۶–۲۴ ،۱] به را خواننده

مطالعه مورد [۲۸] در خطا عملگر برای عملگری نرم بجای طیفی شعاع گرفتن نظر در با بهینه دوگان مفهوم

نرم و طیفی شعاع با آن مقایسه نیز و عددی شعاع با بازسازی خطای کردن کمینه راستا، این در گرفت. قرار

قاب های مانند قاب ها دیگر انواع برای مساله این از ها تعمیم برخی همچنین شد. بررسی [۲] در عملگری

و راستا این در زیادی باز مسائل هنوز وجود این با ،[۲۷ ،۲۰ ،۱۹ ،۳] است شده انجام K−قاب ها و ترکیب

می کنیم. مطرح علاقه مندان برای را مسائل این از نمونه چند پایان در که دارد وجود گسسته قاب های برای حتی

حذف تحت بهینه دوگان های شناسایی دهد، می رخ حذف یک از بیش معمولا کاربردی مسائل در −۱

،۵ .۳ قضیه و نکته این گرفتن نظر در با است. زمینه این در جالب بسیار و مهم مسائل از r > 1

کرد؟ شناسایی نیز r−حذف کلی طور به یا −2 راتحت ODF مجموعه فرین نقاط می توان آیا

غیر کانونی، دوگان یک آن تحت به طوری که کرد تعیین قاب یک برای کافی و لازم شرایط می توان آیا −۲

باشد؟ یکتا بهینه دوگان

دچار است ممکن ضرایب برخی سیگنال ها، انتقالات مبحث در شد، اشاره مقدمه در که همانطور −۳

انجام الگوسازی ضرایب حذف مساله برای فقط تاکنون که حالی در شوند شکل تغییر یا اغتشاش

تغییر یا آشفتگی تحت سیگنال ها بازسازی برای روشی ارائه دیگر مساله یک بنابراین است. شده

نظر در را شکل تغییر از خاص نوع یک باید ابتدا قطعا منظور، این (برای است. ضرایب شکل

داد.) ارائه مساله حل برای الگوریتم هایی سپس و گرفت
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Abstract. Project control is one of the most important research topics in
science and engineering that is closely related to management. In this paper,
we introduce project control and project management and explain their differ-
ences. We try to describe project control in networks. In this case, we give
a brief overview of precedence networks, probabilistic networks, and graphical
evaluation and review networks. For planning with limited resources, we will
study PERT and GERT networks. Finally, we will introduce the two softwares
that are used to solve project control problems and examine their differences.
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شبکه ای برنامه ریزی و پروژه مدیریت پروژه، کنترل

منصوری۱ امین

طارقیان حامدرضا دکتر آقای جناب مرحوم استاد یاد گرامیداشت با

مشهد فردوسی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده کاربردی، ریاضی گروه ۱

am.ma7676@yahoo.com; a-mansoori@mail.um.ac.ir

مدیریت با نزدیکی ارتباط که است مهندسی و علوم در پژوهشی مباحث مهم ترین از یکی پروژه کنترل چکیده.

بیان را آن ها تفاوت های و می دهیم قرار بررسی مورد را پروژه مدیریت و پروژه کنترل مقاله این در دارد.

تأخر، و تقدم شبکه های راستا این در کنیم. توصیف را شبکه ها در پروژه کنترل که است آن بر سعی می کنیم.

منابع با برنامه ریزی برای می دهیم. توضیح اجمالی طور به را گرافیکی بازنگری با شبکه های و احتمالی شبکه

پروژه کنترل مسائل حل برای که افزار نرم دو نهایت در کرد. خواهیم مطالعه را گرت و پرت شبکه های محدود

نمود. خواهیم بررسی را آن ها تفاوت های و معرفی را می گیرند قرار استفاده مورد

پیش گفتار .۱

را مرتبط موضوعات و پروژه کنترل کتب هرازچندگاهی و بودم پروژه کنترل مباحث مرور پی در مدت ها

آقای جناب بزرگوار استاد فقدان طرفی از می کردم. جمع آوری طرف آن و طرف این از مطالبی و کرده تورق

خدمت را خود ارادت بتوانم که بودم فرصتی پی در فقدان این در بود. سخت بسیار طارقیان حامدرضا دکتر

تنظیم و جمع آوری نتیجه حاصل گفتار بود. مقاله این نگارش در اصلی انگیزه موضوع این و دهم نشان ایشان

بداریم. گرامی را ایشان یاد و نموده جبران را مرحوم استاد زحمات از ذره ای که امید بود. مطالب آن

2020 Mathematics Subject Classification. 93B70.

گرت. شبکه  پرت، شبکه شبکه ای، برنامه ریزی پروژه، مدیریت پروژه، کنترل واژگان. کلید
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پروژه، یا طرح برنامه، واژه های مورد در كشور هر گوناگون ارگان های در حتی و مختلف کشورهای در

گاه و نیست مشخص و ملموس آنان ساختارهای و تعاریف رو این از دارد؛ وجود قانونی و معنایی اختلافات

یا مدت بلند برنامه ریزی سطح در حكومت تعیین شده اهداف و آرمان ها می شوند. استفاده نیز یكدیگر جای به

نفتی صنایع توسعه برنامه مانند می باشند. كیفی اهداف دارای برنامه ها این كه می شود نامیده برنامه استراتژیك،

كشوری. را ه آهن شبكه توسعه برنامه یا

تقسیم مدت میان برنامه ریزی هایی به آن ها از کدام هر مدت بلند سطح در برنامه ها شدن مشخص از پس

به تاکتیکی برنامه های این فرآیند این طی در شد. خواهد انجام کشور اجرایی سیستم توسط کار این می شوند.

کمتر) یا (بیشتر سال ۱۰ تا ۵ مدت ظرف باید که می شوند تقسیم اجرایی برنامه های یا طرح ها از مجموعه ای

تبدیل مدت کوتاه برنامه ریزی های به را مدت میان طرح های سپس شود. محقق نظر مورد نتایج و شوند اجرا

این می شود. نامیده مدت کوتاه برنامه های که است عملیاتی و کارها مجموعه همان پروژه میان این در و می کنند

می پذیرد. انجام كشور اجرایی نظام میانی مدیریت سطوح یا ستادی واحدهای توسط تفکیک

می نماییم: تعریف اینگونه را پروژه اساس این بر

می گیرد. انجام خاصی هدف یا منظور به دستیابی برای كه فعالیت هاست از مجموعه ای پروژه یك .۱ .۱ تعریف

شده ای مشخص كیفیت و معین هزینه هایی با مشخص، زمان های در باید كه هستند فعالیت هایی شامل پروژه ها

است. مشخص كیفیت و هزینه زمان، عامل سه هر به توأم دستیابی پروژه، هر موفقیت لازمه برسند؛ انجام به

می شود. پروژه بودن اقتصادی غیر یا پروژه شکست به منجر عامل سه این از کدام هر نقص یا کمبود

بود: خواهد زیر صورت به پروژه مدیریت تعریف همچنین

به  مشخص كیفیت و هزینه زمان، چوب چهار در پروژه هدایت و برنامه ریزی مدیریت پروژه [۸] .۲ .۱ تعریف

و اجرا بر نظارت سازماندهی، برنامه ریزی، فعالیت های پروژه مدیریت  است. آن مشخص  نتایج ایجاد سوی

هزینه  با را انتظار مورد و مشخص نتایج منابع، از درست استفاده  با تا سعی دارد و می گیرد بر در را اجرا هدایت

مهارت ها، دانش، كارگیری به پروژه مدیریت دیگر بیان به تحویل دهد. خود درست موعد در قبلی شده  توافق 

اجرای از متولیان انتظارات و نیازها رفع منظور به فعالیت ها، اجرای جریان اداره در لازم تكنیك های و ابزار

می گیرد. بهره پروژه كنترل و برنامه ریزی قدرتمند بازوی دو از مهم این اجرای در پروژه مدیریت است. پروژه

می شود: تعریف زیر صورت به برنامه ریزی

نظر در با پروژه یك اجرای برای لازم فعالیت های توازی و توالی تعیین برنامه ریزی، فرآیند [۸] .۳ .۱ تعریف

است. فعالیت آن برای شده تعیین كیفیت و فعالیت هر اجرای برای نیاز مورد زمان گرفتن

است. شده بیان زیر تعریف در پروژه کنترل مفهوم نهایت در
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موجه اقتصادی تعادل یك به دستیابی برای پروژه مسیر حفظ جهت در است فرآیندی پروژه كنترل .۴ .۱ تعریف

این انجام در خود خاص تكنیك های و ابزار از كه پروژه، اجرای حین در كیفیت و زمان هزینه، عامل سه بین

روند در احتمالی مشکلات موقع به تشخیص برای که ا ست فرآیندی پروژه کنترل واقع در می گیرد. كمك مهم

شدن بزرگ از قبل را رو پیش مشکلات که می دهد اجازه پروژه مدیر به فرآیند این می شود. طراحی پروژه اجرای

کند. برطرف و شناسایی دارند، آسان حل راه یک که زمانی و

باید برنامه ای چنین همه، از مهم تر و اول باشد. عمده هدف سه تحقق پی در باید خوب کنترل برنامه یک

آن مشخصات و ساخت شده طرح برنامه های با هماهنگ نحوی به را آن انجام و باشد کار از درستی معرف

زمان بندی برنامه از انحراف ها پیش بینی و ارزیابی تشخیص، امکان باید برنامه این آن که، دوم کند. امکان پذیر

تا کند فراهم را دوره ای اصلاحی عملیات امکان باید کنترلی برنامه این که، سوم و نهایت در کند. فراهم را شده

.[۲] کرد همسو پیشنهادی شده زمان بندی برنامه با اقتصادی طور به را شده زمان بندی برنامه بقیه بتوان

کاربردها این جمله از است. مختلف حوزه های در پرکاربرد مبحثی پروژه کنترل فوق، توضیحات به توجه با

،۱۷،۱۱،۹،۷،۳] کرد اشاره ... و صنعت بازرگانی، هتلداری، عمرانی، پروژه های در آن کاربردهای به می توان

.[۱۸

کنترل مورد در دوم بخش در گذشت. مقدمه به آن اول بخش که است شده تنظیم بخش هشت در مقاله این

بیان به سوم بخش می گیرد. قرار بررسی مورد آن ها تفاوت های و می شود داده توضیحاتی پروژه مدیریت و پروژه

بحث چهارم بخش در ۱PN شبکه های خاص طور به و شبکه ها در پروژه کنترل می گذرد. پروژه یک ویژگی های

بخش دو بر شروعی بخش این می شود. مطالعه پنجم بخش در محدود منابع تخصیص برنامه ریزی می شود.
۳(GERT) گرت و ۲(PERT) پرت احتمالی شبکه های مورد در ترتیب به هفتم و ششم بخش است. بعدی

هشتم بخش نهایت در می شود. مطرح جرئیات با هفتم بخش در اخیر بخش دو مقایسه می کند. ارائه را مطالبی

می رساند. اتمام به را مقاله این پروژه کنترل مسائل حل جهت افزار نرم دو مقایسه و معرفی با

پروژه مدیریت و پروژه کنترل .۲

کنترل و اجرا برنامه ریزی، دسته  سه به آن ها تقسیم بندی مدیریتی، وظایف بررسی در رایج شیوه های از یکی

.[۵] می کند کمک موضوع شدن روشن و بهتر درک به است، حوزه این در معروف مثالی که زیر مثال است.

و است مشخص کاملا مقصد و مبدأ سفر این در برویم. دریایی سفری به است قرار کنید فرض .۱ .۲ مثال

انجام خود برآوردهای و داشته ها براساس را ابتدایی برنامه ریزی لذا داریم. حرکت مسیر از سطحی شناختی

باشند. برنامه ریزی این پایه بر ما تصمیمات و برنامه ریزی اساس می توانند زیر سوالات می دهیم.

Preⅽeⅾenⅽe Network ۱

Prograⅿ Evaⅼuation anⅾ Review Teⅽhnique ۲

Graphiⅽaⅼ Evaⅼuation anⅾ Review Teⅽhnique۳



۲۱ شبکه ای برنامه ریزی و پروژه مدیریت پروژه، کنترل

راه میان در توقفی نقاط چه ببریم؟ خود با تیم، اعضای عنوان به را کسانی چه کنیم؟ آغاز را حرکت موقع چه

می خواهیم؟ سوخت چقدر است؟ چقدر سفر این هزینه ی بود؟ خواهد چگونه ما زمان بندی برنامه ی باشیم؟ داشته

هستند؟ چه نیاز مورد منابع سایر

از می کنیم. شروع را سفر می شود، تصمیماتی به منجر که فوق سوالات به پاسخ و برنامه ریزی از پس

اوقات گاهی و نمی آید چشم به خیلی گفت می توان که است اجرایی فعالیت های مسیر، طول در چالش های

موفقیت آمیز انجام که صورتی در نمی کنند. درک را آن سختی و نمی بینند را فعالیت ها این کشتی بیرون افراد

است: زیر صورت به فعالیت ها این از برخی فعالیت هاست. این انجام گرو در سفر این

اعضای مدیریت −۴ کشتی نظافت −۳ کشتی اعضای غذای تأمین −۲ آن با کار و کشتی موتور با آشنایی −۱

بحرانی. شرایط در تصمیم گیری −۵ کشتی تیم

کنترلی فعالیت های فعالیت ها، این است. اجتناب غیرقابل که دارد وجود فعالیت ها از سومی نوع اما

است. زیر سوالات به پاسخ فعالیت ها نوع این از مثالی هستند.

چه در سفر دهیم، ادامه را فعلی وضعیت اگر باشیم؟ کجا باید الان برنامه، اساس بر هستیم؟ کجا الان

انجام می توانیم کاری چه موجود، وضعیت بهبود و اصلاح برای رسید؟ خواهد پایان به هزینه) و (زمان شرایطی

دهیم؟

را ۱ (شکل دارد اجرا و برنامه ریزی با نزدیکی ارتباط کنترل که گرفت نتیجه می توان فوق مثال از استفاده با

به بازخوردهای اساس بر باید همچنین بگیریم. بازخورد اجرایی مختلف بخش های از باید کنترل، برای ببینید).

کنترل و اجرا برنامه ریزی، بین ارتباط :۱ شکل

کورکورانه نباید این که ضمن کنیم. روز به دائماً را خود شاخص های و اطلاعات داده ها، اجرایی، تیم از آمده دست

تغییر شرایط و گرفته ایم فاصله اولیه برنامه  از که هستیم مطمئن اگر بمانیم. وفادار اولیه هدف گذاری و برنامه به

از پروژه کنترل حقیقت در کنیم. نزدیک  واقعیت، به و کرده اصلاح را آن مفروضات و برنامه باید است، کرده

:[۲۱] می برد بهره زیر عامل سه
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پروژه واقعی وضعیت تعیین •

برنامه با واقعی وضعیت مقایسه •

اصلاحی اقدامات گرفتن نظر در •

روش چیست، فعالیت هر فنی مشخصات که بدانیم باید باشد شده طی کامل طور به برنامه ریزی فرآیند اگر

این از است. چقدر آن اجرای شده پیش بینی هزینه و زمان و دارد نیاز منابعی چه به است، چگونه آن اجرای

حین در دارد وظیفه او بلکه نمی شود، ختم اینجا به پروژه مدیر کار اما اجراست. برای آماده پروژه بعد به مرحله

واقعی عملکرد های با پیش بینی ها ارزیابی و مقایسه به خاصی کنترلی سیستم های کارگیری به با پروژه اجرای

دهد. نشان را مناسب عکس العمل های محسوس، اختلافات مشاهده صورت در و پرداخته

اجراست. حال در واقعی طرح و شده برنامه ریزی طرح میان اختلاف کاهش عملیات کنترل، فرآیند اساساً

کنترل فرآیند معمولا است. ارتباط در پویا طور به پروژه اجرای با دیگر سوی از و برنامه ریزی با سو یک از کنترل

نیاز دلایل از نمونه هایی می گیرد. صورت پروژه زمان و هزینه کیفیت، محدوده، یعنی پروژه یک جزء چهار روی

است. آمده ذیل در کنترل به

می آیند. پیش منتظره غیر صورت به که فنی مشکلات (۱)

می یابد. تغییر سیستم مشخصات در مشتریان خواسته های (۲)

نشده اند. تعریف درستی به وابستگی روابط نوع یا و شده تعیین ناصحیح کمی فعالیت ها توالی (۳)

افتاده اند. قلم از آن ها از برخی یا و نشده اند تکمیل لازم زمان در پیشنیازی فعالیت های (۴)

نداشته اند. قرار دسترس در بوده اند، نیاز مورد که زمانی مصرفی منابع و مواد (۵)

صورت درستی به فشرده و نرمال حالات در مخصوصاً فعالیت ها اجرای هزینه و منابع زمان، پیش بینی (۶)

است. نگرفته

نموده اند. پیدا احتیاج بیشتری منابع به فعالیت ها برخی فنی، مشکلات علت به (۷)

است. شده داده بسط پروژه قلمرو و محدوده (۸)

دارد. وجود مسئولیت ها با اختیارات تناسب عدم و پروژه سازمان تشکیلاتی ضعف (۹)

این کلیدی تفاوت های از یکی دارد. وجود پروژه مدیریت و پروژه کنترل بین اساسی تفاوت سه خلاصه طور به

دیگر یکی است. پروژه برنامه و هزینه مدیریت بر اصلی تمرکز با پروژه مدیریت زیرمجموعه پروژه کنترل که است

می کند هدایت را پروژه تیم کار پروژه مدیر که است این پروژه کننده کنترل و پروژه مدیر بین کلیدی تفاوت های از

احتمالی/برنامه های برنامه های و هزینه ها به مربوط مسائل پروژه مدیر و تیم به پروژه کنترل کننده که حالی در

مدیریت برای را لازم توصیه های که می کند عمل مشاور یک عنوان به پروژه کنترل کننده می کند. توصیه را بازیابی

و پروژه هزینه های تا می کند کمک بازیابی برنامه های و مختلف استراتژی های در تیم ها به و می دهد ارائه پروژه

پروژه می کند کمک که می دهد ارائه گزارش هایی و داده ها نمودارها، اطلاعات، وی بازگردانند. مسیر به را برنامه

پروژه کنترل کننده بنابراین کنیم. مدیریت را دهیم انجام پروژه برنامه وضعیت و هزینه مورد در می توانیم آنچه و



۲۳ شبکه ای برنامه ریزی و پروژه مدیریت پروژه، کنترل

پروژه مدیریت و پروژه کنترل کننده بین کلیدی تفاوت های از دیگر یکی می کند. عمل مشاور یک عنوان به تنها

اطلاعات پروژه مدیر که حالی در می کند، تولید را پروژه هزینه/برنامه اطلاعات پروژه کننده کنترل که است این

تصمیم گیری در پروژه کنترل کننده بنابراین، می گیرد. پروژه برای را تصمیمات و می رساند مصرف به را شده تولید

اطلاعات اساس بر پروژه مدیر و می دهد ارائه تیم و پروژه مدیر به را اطلاعات او ندارد. قرار پروژه این برای

می گیرد. تصمیم وی پیشنهادات اساس بر و شده ارائه

پروژه یک ویژگی های .۳

.[۱] است زیر شرح به اصلی ویژگی ۶ دارای پروژه هر

اگر تولید برنامه ریزی روش های دسته بندی هنگام است. غیرتکراری و جدید منحصربه فرد، کار یک پروژه

برای پروژه کنترل و برنامه ریزی روش های از و نامیده پروژه را آن باشد بودن منحصربه فرد ویژگی دارای کار

تولیدی یا تجاری فرآیند یک را آن شود انجام متناوب صورت به کار اگر اما می شود. استفاده آن برنامه ریزی

می شود. استفاده آن مدل سازی و برنامه ریزی برای تولید برنامه ریزی روش های از و نامیده

محصول، یک قالب در نتیجه این پروژه اتمام از بعد که می شود انجام عینی نتیجه یک تحقق برای پروژه

چند یا یک صورت به باید پروژه یک نتیجه باشد. تحویل قابل مشهود طور به باید تعهد یا خدمت ارائه

پایان در باشد میلاد برج مثل برج یک ساخت به مربوط پروژه اگر مثال برای باشد. مشهود تحویل قابل قلم

باشد. مشتری یا کارفرما به تحویل قابل و مشهود شده تعیین قبل از مشخصات با مذکور برج باید کار

پروژه کاری به نیست. نامحدود آن زمان و داشته مشخص پایان و شروع نقطه یک است، موقتی پروژه

۶ است ممکن پروژه پذیرد. پایان خاصی زمانی نقطه در و شده شروع تعریفی زمانی نقطه از که می شود اطلاق

اما است پروژه سد یک ساخت فرآیند بنابراین می رسد. اتمام به بالاخره ولی بکشد طول سال ۱۰ یا ۳ ،۱ ماه،

ندارد. پایانی بودن تکراری بر علاوه زیرا نیست پروژه آن از بهره برداری

دسته دو به کلی طور به منابع هستند. مختلفی مصرفی و کاری منابع نیازمند پروژه فعالیت های از یک هر

منابع می شوند. تقسیم تجدیدناپذیر منابع یا مصرفی منابع و می گویند نیز تجدیدپذیر منابع آن به که کاری منابع

می یابد تخصیص مشخصی تعداد فعالیت هر به که می باشد تجهیزات و آلات ماشین انسانی، نیروی شامل کاری

بسته یا فعالیت یک اتمام با که است گونه ای به کاری منابع ماهیت معمولا آن هاست. عهده به فعالیت انجام و

داد. تخصیص فعالیت ها سایر به را آن ها می توان و می شوند بیکار یا آزاد آن به شده داده تخصیص منابع کاری

از پروژه بودجه باشد. داشته مالی کننده حمایت یک باید و است پیش بینی قابل و محدود پروژه بودجه

این عمده بخش می باشد. محاسبه و پیش بینی قابل شدنی ها تحویل از یک هر برای نیاز مورد بودجه جمع طریق

هزینه ها این تأمین برای است. فعالیت ها به یافته تخصیص مصرفی و کاری منابع به مربوط معمولا هزینه ها
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مشتری یا کارفرما است ممکن پروژه مالی کننده حمایت است. ضروری مالی اولیه کننده حمایت یک وجود

باشد. مستقلی سازمان یا و بوده پروژه

هر از مقدماتی تعاریف شویم. آشنا پروژه کنترل پیشرفته تر مباحث با تا می کنیم سعی بعدی بخش های در

کند. پیدا آشنایی شبکه ها روی پروژه کنترل با خواننده تا می شود آورده بحث

شبکه در پروژه کنترل .۴

توسط شبکه رسم روش های فعالیت هاست. شبکه از استفاده مرسوم روش های از یکی پروژه مدیریت برای

می شود. توصیف ۵(AOA) کمان روی فعالیت ها نمایش و ۴(AON) گره روی فعالیت ها نمایش نوع دو

وسیله به را آن ها بین روابط و است مستطیل معمولا که گره یک صورت به را فعالیت هر AON نمایش در

می توان بلکه نیست گره ای شکل به منحصر فعالیت ها AOA نمایش در می دهیم. نشان توپر خطوط با پیکان ها

از .[۱۶] داد نشان کمان روی فعالیت سیستم یا برداری شبکه روش به را آن ها بین وابستگی های و فعالیت ها

آن صحیح برآورد می دهد، تشکیل را شبکه در محاسبات از بسیاری پایه عنصر فعالیت هر زمان مدت که آنجایی

افزودن و فعالیت هر اجرای زمان مدت برآورد می کند. بازی بعدی محاسبات و برآوردها سایر در مهمی نقش

می گیرد. صورت پروژه اجرای منطق طرح ریزی یعنی اول فاز از بعد معمولا شبکه مدل به آن

وقوع زمان دیرترین و زودترین گویند، ۶(CPM) بحرانی مسیر روش آن به که زمانی، محاسبات جریان در

.[۴] می شوند محاسبه پروژه بحرانی مسیر و فعالیت ها فرجه رویدادها،

پیش آخر گره سمت به شده شروع شبکه در اول گره از محاسبات این پسرو و پیشرو مسیر محاسبات ۱ .۴

پایان زمان زودترین نیز و فعالیت هر شروع زمان زودترین رویداد، هر وقوع زمان زودترین آن طی در و می رود

در شده شروع شبکه در آخر گره از پسرو روش محاسبات در برعکس نمود. محاسبه می توان را فعالیت هر

پایان زمان دیرترین رویداد، هر وقوع زمان دیرترین آن طی در و می یابد ادامه اول گره سمت به پسرو حرکت

نمود. محاسبه می توان را فعالیت هر شروع زمان دیرترین و فعالیت هر

رابطه یک تنها آن ها در که است این AOA برداری شبکه های محدودیت های از یکی PN شبکه های ۲ .۴

کلیه که است ممکن وقتی فقط فعالیت هر شروع که این آن و است شده دانسته مجاز تقدم−تأخر یا وابستگی

فعالیت یک ماهیت آن در که دارد وجود عمل در بسیاری موارد باشند. یافته پایان آن پیشنیازی فعالیت های

آن شروع بلکه نیست پیشنیازی فعالیت های یا فعالیت پایان به وابسته صرفاً آن شروع که است گونه ای به

شروع برای محدودیتی است ممکن یا و یابد تحقق می تواند پیشنیازی فعالیت شروع از مدتی گذشت از بعد

روابطی و باشد پیشنیازی فعالیت پایان از مدتی گذشت از بعد است لازم آن پایان ولی باشد نداشته وجود آن

Aⅽtivity On Noⅾe ۴

Aⅽtivity On Arⅽs۵

Ⅽritiⅽaⅼ Path Ⅿethoⅾ۶
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لازم فعالیت ها بین زمانی وابستگی های از دیگری انواع معمولا پروژه ها از بسیاری در نتیجه در قبیل. این از

PN شبکه های از استفاده با باید و نیست آن ها مدل سازی به قادر مؤثر طور به برداری شبکه های که می شود

که این بر علاوه می گویند نیز تقدم−تأخری شبکه های آ ن ها به که PN شبکه های در نمود. مدل سازی را آن ها

به نیز آن شبکه نمایش نحوه است، گسترده تر برداری شبکه های به نسبت فعالیت ها بین وابستگی روابط نوع

.[۱۴ ،۱۳] است AON گره ای روش

محدود منابع تخصیص برنامه ریزی .۵

می گویند نیز تجدیدپذیر منابع آن به که کاری منابع دسته دو به منابع که شد داده توضیح قبلی بخش های در

اتمام با که است گونه ای به کاری منابع ماهیت معمولا می شوند. تقسیم تجدیدناپذیر منابع یا مصرفی منابع و

سایر به را آن ها می توان و می شوند بیکار یا آزاد آن به شده داده تخصیص منابع کاری بسته یا فعالیت یک

کاری بسته یا فعالیت یک اتمام با که است گونه ای به مصرفی منابع ماهیت همچنین داد. تخصیص فعالیت ها

قبل بخش دو در می رسد. اتمام به و شده مصرف فعالیت آن انجام برای شده پیش بینی مصرفی منابع مقدار

همین به می باشند. دسترس در کافی اندازه به نیاز مورد منابع که بود این بر فرض زمانی محاسبات انجام برای

هر از است ممکن یعنی نیست. طور این همیشه که حالی در نشد. گرفته نظر در زمانی برنامه  در منابع اثر خاطر

است واضح دهیم. انجام منابع تعداد همین با را پروژه بخواهیم و باشد دسترس در محدودی تعداد منبع نوع

شروع زمان زودترین حسب بر را فعالیت ها شروع نمی توان دیگر باشد داشته وجود منابع محدودیت اگر که

و منابع محدودیت گرفتن نظر در با فعالیت ها شروع زمان که می گردد مطرح سؤال این حال کرد. برنامه ریزی

شده محاسبه اتمام زمان به نسبت ممکن تأخیر حداقل با پروژه تا باشد چگونه فعالیت ها بین وابستگی روابط

می شود. مطرح ۷RCPSP محدود منابع تخصیص برنامه ریزی مسئله عنوان تحت مفهوم این برسد. پایان به

منابع آن  ها در که هستند مسائل از دسته ای محدود منابع تخصیص برنامه ریزی فوق توضیحات به توجه با

نزدیک بیشتر واقعی دنیای پروژه های به مسائل از نوع این که کرد ادعا می توان و هستند محدود پروژه یک در

زیر دسته چهار به را آن ها می توان اما دارد وجود مسائل نوع این برنامه ریزی برای متعددی روش های است.

.[۲۰ ،۱۵] کرد تقسیم

آمده اند: زیر در RCPSP روش های دسته چهار

می آورند بدست را بهینه جواب روش ها این یک. و صفر ریاضی برنامه ریزی بر مبتنی دقیق روش های (۱)

امکان پذیر قبولی قابل پردازش زمان با فعالیت) ۱۰۰ از (بیش بزرگ مسائل برای آن ها کارگیری به اما

نمی باشد.

می دهند را بهینه جواب نیز روش ها این شمارشی. طرح های و کران و شاخه بر مبتنی دقیق روش های (۲)

دارند. کاربرد کوچک مسائل برای اما

Resourⅽe Ⅽonstraineⅾ Projeⅽt Sⅽheⅾuⅼing Probⅼeⅿ ۷
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می دهند ارائه را شدنی یا موجه جواب روش ها این اولویت بندی. قوانین بر مبتنی ابتکاری روش های (۳)

به روش هاست. سایر از سریع تر معمولا کامپیوتر روی آن ها پردازش زمان نیست. بهینه معمولا که

دارند. کاربرد بزرگ مسائل برای خاطر همین

... و عصبی شبکه جستجو ها، انواع ژنتیک، الگوریتم  شامل روش ها این فراابتکاری. روش های (۴)

دهند. ارائه معقول نسبتاً پردازش زمان با بهینه به نزدیک و شدنی جوابی می کنند تلاش که هستند

است: تقسیم قابل زیر دسته دو به فراابتکاری روش های منطق

اضافه یکی یکی را فعالیت ها و شده شروع خالی برنامه یک از که روش هایی ایجادی: روش های •

شود. حاصل شدنی برنامه یک این که تا نموده

آمده وجود به ایجادی روش های از یکی توسط قبلا که شدنی برنامه یک از دهنده: بهبود روش های •

دارند. آن بهبود در سعی و نموده شروع

PERT احتمالی شبکه های .۶

صنایع دفاع، وزارت توسط گرفته اند، قرار استفاده مورد حال به تا كه پروژه مدیریت روش های بیشتر تقریباً

توسعه و شده ابداع میلادی ۱۹۶۰ و ۱۹۵۰ دهه سال های خلال در متحده ایالات فضای هوا سازمان و نظامی

روش هایی توسعه و تكوین در نیز ساختمان صنعت جمله اند. آن از PERT روش همچون روش هایی كه یافته اند

ساخت جریان در است. رسانده یاری منابع تسطیح و شبكه ای نمودار از استفاده بحرانی مسیر روش همچون

پیمانكار، صدها كردن هماهنگ جهت بار نخستین برای ،۱۹۵۰ سال در آمریکا هسته ای زیردریایی اولین

ابداع می شود، شناخته PERT نام با امروزه كه جدید روشی پروژه، موقع به اجرای از اطمینان و منبع هزاران

زیاد بسیار كمك اما بود دشوار بسیار بحرانی مسیر محاسبه دستی عملیات كامپیوتر وجود بدون چند هر شد.

بعد روش این ببرند. پی جدید علم اهمیت به همگان تا شد موجب مذكور پروژه موفقیت آمیز اجرای و روش این

زد. رقم را چشم گیری موفقیت های و گرفت قرار استفاده مورد بزرگ پروژه چندین در آن از

هستند. احتمالی فعالیت ها زمان که است حالاتی برای پروژه بازنگری و ارزیابی فن یا PERT شبکه های

با تا بود آن بر سعی دیگر عبارت به است. قطعی فعالیت ها از یک هر انجام زمان که بود این بر فرض تاکنون

احتمالی حالات از و شود برآورد قطعی زمان یک فعالیت ها از یک هر انجام برای پروژه دقت و ماهیت به توجه

زمان تعیین دارند، نقش فعالیت یک زمان صحیح برآورد در متعددی عوامل که این به توجه با می شد. پرهیز

تجربه و می شوند اجرا بار اولین برای که فعالیت هایی برای مخصوصاً نیست. ممکن همیشه آن دقیق و قطعی

زمان می توانیم نیز نباشد دقیق تخمین ها که حالاتی در چند هر ندارد. وجود آن ها مورد در گذشته از خاصی

به هنگام را پروژه و کرده اعمال را احتمالی تغییرات اجرا حین در عوض در و نموده فرض قطعی را فعالیت ها

بتواند که اطلاعاتی شود. داده بالا رده مدیریت به دقیقی آماری اطلاعات و گزارش ها که است نیاز گاه اما کنیم.

.[۱۲ ،۱۰] دهد پاسخ است PERT از ما خواسته های واقع در که زیر سؤالات به
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است؟ چقدر پروژه اتمام واریانس و انتظار مورد زمان (۱)

می رسد؟ اتمام به مشخص زمان در پروژه احتمالی چه با (۲)

می رسد؟ اتمام به زمانی چه در پروژه درصد ۹۵ فرضاً اطمینان با (۳)

چیست؟ باشد داشته مشخص اندازه به فرجه ای خاص رویداد یک که این احتمال (۴)

و ۱ سؤالات پاسخ در تغییری چه است شده شروع معینی زمان در قطعاً مشخصی رویداد بدانیم اگر (۵)

می آید؟ وجود به فوق ۲

بخواهیم و بگیریم نظر در فعالیت یک قطعی زمان عنوان به را متوسط زمان یک ابتدا از اگر که است مسلم

نخواهیم فوق آماری سؤالات پاسخ به قادر دیگر کنیم اعمال به هنگام سازی فرآیند از را بعدی احتمالی تغییرات

۱۷ تا ۳ بین است ممکن آن اجرای که فعالیتی بین فرقی هیچ که است این کار این دیگر اشکال طرفی از بود.

دو هر و نمی شود قائل بیانجامد طول به روز ۱۱ تا ۹ بین است ممکن آن اجرای که فعالیتی با بکشد طول روز

PERT شبکه های در لذا می کند. برنامه ریزی روز ۱۰ انجام زمان متوسط مدت گرفتن نظر در با را فعالیت

لحاظ محاسبات در نیز فعالیت هر زمان واریانس اثر تا می گیرند نظر در احتمالی ابتدا از را فعالیت هر زمان

گردد.

GERT شبکه های .۷

تکنیک فن یا GERT را آن که شد گرافیکی فن توسعه به منجر مختلف دانشمندان تحقیقات و نظریات

جهت پرت، و گشتاور مولد توابع فلوگراف، تئوری از مرکب روشی گرت نامیدند. گرافیکی بازنگری و ارزیابی

یک می سازد. امکان پذیر را پیچیده مسائل و سیستم ها تحلیل و تجزیه روش این می باشد. احتمالی مسائل حل

به منطقی صورت به سیستم یک مدل تشکیل برای که فعالیت ها و رویدادها از مجموعه ای از GERT شبکه

در داشت وجود PERT و CPM شبکه های در که محدودیت هایی کلیه اما می آید، وجود به می پیوندند یکدیگر

برنامه ریزی دیگر بیان به نمود. مدل سازی می توان را حالات آن همه بنابراین و نداشته وجود GERT شبکه های

شبکه ها این گونه اطلاعات جمع آوری که چند هر بنابراین هستند. GERT شبکه های از خاصی حالت خطی

GERT و PERT شبکه های مقایسه به بیشتر آشنایی برای بالاست. بسیار آن کاربرد اما است مشکل

.[۱۹ ،۶] می پردازیم

PERT و GERT شبکه های مقایسه ۱ .۷

۲ شکل مانند شاخه یا پیکان یک روی فعالیت هر برداری شبکه های مانند نیز گرت شبکه های در (۱)

روی می توان که است پارامتر دو دارای گرت شبکه فعالیت هر که تفاوت این با می شود داده نشان

از: عبارتند پارامتر دو این داد. نشان فعالیت

باشد. پیوسته وقوع به i آن که شرط به j گره وقوع احتمال :Pij

است. شده داده نشان i− j شاخه با که فعالیتی تکمیل برای نیاز مورد زمان از تابعی :fij(t)
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آن پارامتر دو همراه به گرت شبکه فعالیت یک نمایش نحوه :۲ شکل

است بتا پارامتری سه توزیع به محدود تنها فعالیت ها زمان احتمال چگالی تابع پرت شبکه های در (۲)

فعالیت یک زمان پارامتر معرفی برای توزیع توابع از بسیاری از می توان گرت شبکه های در ولی

باشند داشته جداگانه توزیع تابع یک می توانند شبکه یک فعالیت های از کدام هر ضمناً نمود. استفاده

کنند. پیروی توزیع تابع یک از فقط آن ها همه نیست لازم و

فعالیت ها تمام پرت و CPM شبکه های در است. مجاز گرت شبکه های در احتمالی انشعاب های (۳)

باید آن ها تمام و است قطعی گره یک از شده منشعب فعالیت های کلیه بنابراین شوند. اجرا باید

تعدادی و احتمالی انشعاب های دارای گره ها از تعدادی است ممکن گرت شبکه یک در شوند. انجام

باشند. قطعی انشعاب های دارای

غیرمجاز حلقه هرگونه ایجاد پرت و CPM شبکه های در است. مجاز گرت شبکه های در حلقه ایجاد (۴)

تحقق قبلا که رویدادی به نه و شود تکرار می تواند نه فعالیت یک شبکه ها این در بنابراین است.

این بیانگر قابلیت این ندارد. مانعی حلقه هرگونه ایجاد گرت شبکه های در ولی گردد ختم است یافته

بار یک از بیش می توانند نیز رویدادها از بعضی و شوند تکرار می توانند فعالیت ها از بعضی که است

یابند. تحقق

به که فعالیت هایی تمام باید یابد، تحقق بتواند رویداد یک آن که از قبل پرت و CPM شبکه های در (۵)

یابد. تحقق بار یک از بیش نمی تواند رویدادی هیچ همچنین برسند. اتمام به می شوند ختم رویداد آن

آن به که فعالیت چند یا یک اتمام با که کرد تعریف گونه ای به می توان را رویداد یک تحقق گرت در

گردد. امکان پذیر رویداد تحقق می شوند ختم رویداد

تعریف است پروژه پایان بیانگر که نهایی رویداد یک و شروع رویداد یک فقط پرت شبکه یک در (۶)

بدین و است مجاز نهایی رویداد چند و شروع رویداد چند وجود گرت شبکه یک در اما می گردد.

آن ها برای نیازی چنین که را واقعی وضعیت های از بسیاری است قادر گرت شبکه ای مدل ترتیب

کند. مدل سازی دارد وجود

در می شود. استفاده رویداد نوع دادن نشان برای گره مختلف شکل های از گرت شبکه های رسم در (۷)

سه کلی طور به می باشد. خروجی دیگری و ورودی یکی وجه، دو از متشکل گره احتمالی شبکه یک

می شود. گرفته نظر در خروجی برای منطقی رابطه دو و ورودی برای منطقی رابطه



۲۹ شبکه ای برنامه ریزی و پروژه مدیریت پروژه، کنترل

پروژه کنترل نرم افزارهای .۸

می پردازیم. آن ها ویژگی های و پروژه کنترل مسائل حل برای افزار نرم دو معرفی به بخش این در

افزارهای نرم دسته در که هستند افزارهایی نرم دو هر MsProject و Oracle Primavera افزارهای نرم

بیان هدف می روند. کار به پروژه ها کلیه مدیریت و کنترل برای کل در ولی می شوند دسته بندی صنایع مهندسی

است. پروجکت اس ام و پریماورا افزار نرم دو از یک هر توجه قابل و فرد به منحصر خصوصیات و ویژگی ها

طراحی عظیم پروژه های جامع مدیریت منظور به دو هر پروجکت اس ام و پریماورا افزارهای نرم چه اگر

پروژه های مدیریت برای پروجکت اس ام و دارد را عظیم پروژه های کنترل قابلیت پریماورا واقع در ولی شده اند

کاربر به واحد پروژه یک برای را Baseline عدد ۱۱ تنها ایجاد امکان پروجکت اس ام می رود. کار به کوچکتر

هر ویژگی های از کاربره چند پلتفرم است. نامحدود پریماورا برای مقدار این که است حالی در این می دهد.

واحد پروژه یک روی می توانند همزمان صورت به کاربر چندین پریماورا افزار نرم در ولی می باشد افزار نرم دو

اطلاعات افزودن یا و ویرایش حال در کاربر یک که هنگامی در را پروژه پروجکت اس ام که حالی در کنند کار

سقف تعریف امکان زمینه، این در پریماورا قابلیت های دیگر از می کند. قفل مجاز کاربران سایر روی بر است،

که است خصوصیتی پروژه، و منابع اساس بر سفارشی تقویم ایجاد است. پروژه یک در کاربر هر دسترسی مجاز

تنها که است قابلیتی پروجکت اس ام تقویم در روزانه وقایع و دستاوردها ثبت امکان ولی دارند افزار نرم دو هر

مستقیم تبدیل پروژه، احتمالی ریسک های پیش بینی قابلیت می باشد. امکان پذیر پریماورا در دستی صورت به

تا حداکثر که کارهایی کردن مشخص همچنین و وب در اشتراک گذاری منظور به HTML به پروژه اطلاعات

فرض پیش صورت به پریماورا پلتفرم در که است مواردی جمله از زرد، رنگ به پذیرد انجام باید آینده ماه یک

جزئی تفاوت های اجراست. قابل افزار نرم این در پروجکت اس ام افزار نرم ارتقای صورت در برخی و موجود

نیازهای به همه از بیش مطلوب افزار نرم انتخاب کل در ولی دارد وجود مهندسی افزار نرم دو این بین زیادی

می کنیم. کار آن روی که دارد بستگی پروژه ای نوع و سازمانی
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متوسطه دوره ریاضی کتاب های آنالیزی مفاهیم بررسی و نقد
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و ریاضی رشته براي متوسطه دوره ریاضی کتاب هاي در آنالیزي مفاهیم بررسی و نقد به مقاله، این در چکیده.

تدریس متوسطه دوره ریاضی کتاب هاي در اکنون هم که مفاهیم این بررسی ضمن است. شده پرداخته فیزیک

جدید محتواي می کنیم تلاش به ویژه نماییم. بیان را آنها قوت و ضعف نقاط از پاره ای می کنیم سعی می شوند،

دانشگاهی متنوع رشته هاي به ورود براي ریاضی رشته دانش آموزان براي پژوهشگران زعم به که ریاضی، آنالیز

دهیم. پیشنهاد کتاب ها این براي است، لازم آنها انتقادي تفکر گسترش نیز و

پیش گفتار .۱

مورد بارها ۱۳۵۷ انقلاب از بعد و قبل گذشته، سالیان طی در متوسطه دوره ریاضی رشته درسی کتاب هاي

مثبت پیامدهاي و نکات ریاضی آموزش حوزه متخصصین و مدرسین همواره و گرفته اند قرار اصلاح و بازبینی

طور به متوسطه دوره در ریاضی درسی مواد تغییر از ناشی پیامدهاي نموده اند. بیان را تغییرات این منفی و

غیرقابل تاثیری دانشگاهی دوره هاي در آنان علمی توان همچنین و رشته این به آموزان دانش علاقه بر مستقیم

دارند. انکار

سال از قبل مدارس آموزش نظام شده اند. تحول و تغییر دستخوش گذشته سالیان طی نیز آموزشی نظام های

نظامی به تبدیل آموزشی نظام آن از پس بود. شده تقسیم متوسطه سال ۶ و ابتدایی سال ۶ دوره دو به ۱۳۴۶

2020 Mathematics Subject Classification. 97A30, 97U20

. انتگرال مشتق، پیوستگی، و حد فیزیک، و ریاضی رشته متوسطه، دوره کتاب های آنالیزی، مفاهیم واژگان. کلید
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۲ ریاضی، علوم سوی به متوسطه، دوره ریاضی کتاب های آنالیزی مفاهیم بررسی و نقد م.کیان، مقاله: این به ارجاع نحوه
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۳۳ متوسطه ریاضی کتاب های آنالیزی مفاهیم

آموزشی سیستم این متوسطه. سال چهار و راهنمایی سال سه ابتدایی، سال ۵ یعنی گردید، ۴ −۳ −۵ به موسوم

عنوان به متوسطه آخر سال کردن جدا بر مبنی تصمیمی که جایی تا می شد اجرا کشور مدارس در ۱۳۷۰ سال تا

اجرایی ۱ −۳ −۳ −۵ به موسوم آموزشی نظام بعد، به ۱۳۷۰ سال از رو، این از شد. گرفته  پیش دانشگاهی دوره

سال های در دانشگاهی. پیش سال یک و متوسطه سال سه و راهنمایی سال سه ابتدایی، سال ۵ یعنی شد،

پس اما بود ورودی امتحان گذراندن مستلزم دانشگاهی پیش دوره به ورود آموزشی، نظام این بکارگیری اول

سیستم از ۱۳۹۲ تحصیلی سال در آموزشی نظام تغییرات، آخرین در شد. برداشته ورودی امتحان این مدتی از

ابتدایی، دوره سال ۶ به آموزش و شد حذف دانشگاهی پیش دوره یعنی یافت، تغییر ۳ −۳ −۶ به ۱ −۳ −۳ −۵

بیشتر تحلیل و توصیف یافتن برای شد. بندی تقسیم دوم متوسطه دوره سال ۳ و اول متوسطه دوره سال ۳

نمایید. مراجعه [۱۳ ،۱۰] به کشور آموزشی مختلف نظام های

طور به و دانشگاهی رشته های همه در کلی طور به ورود نو  دانشجویان علمی سطح افت اخیر، سال های در

ریاضیات پایه ای مفاهیم در دانشجویان ضعف ببینید). را [۱۱]) است مشهود کاملا ریاضی رشته در خاص

رشته های تمامی تقریبا کارشناسی دوره در فرد تحصیل ادامه لازمه و می شوند، داده آموزش متوسطه دوره در که

موارد برخی در است. شده دانشجویان و مدرسین برای جدی مشکلی به تبدیل هستند، پایه علوم و مهندسی

کتاب بازنگری و تغییر با که می خورد چشم به نیز کارشناسی دوره با متوسطه دوره در آموزشی مفاد تناسب عدم

می شود. تبدیل جدی تری مشکل به گاه متوسطه، دوره های

پرداخته فیزیک و ریاضی رشته متوسطه دوره ریاضی کتاب های در آنالیزی مفاهیم بررسی به طرح، این در

شده اند. توصیف مشخص دلایل ذکر با مفاهیم این قوت و ضعف نقاط و است شده

از پرهیز برای بررسی، این در گرفته اند. قرار مقایسه و بررسی مورد کتاب چندین مفاهیم، این بررسی برای

خواهیم استفاده آن چاپ سال از کتاب هر به ارجاع برای جدید“، ”نظام یا قدیم“ ”نظام واژه های بردن بکار

فیزیک“ و ریاضی رشته متوسطه سوم پایه یک− ”حسابان کتاب یعنی بررسی، مورد کتاب های مورد در کرد.

فیزیک“ و ریاضی رشته متوسطه چهارم پایه دو− ”حسابان کتاب و است گرفته قرار بررسی مورد ۳ فصل در که

داد: خواهیم قرار استفاده مورد را کتاب واژه صرفاً است، گرفته قرار بررسی مورد ۴ فصل در که

فیزیک و ریاضی رشته متوسطه دوم دوره سوم پایه یک− حسابان کتاب

فیزیک و ریاضی رشته متوسطه دوم دوره چهارم پایه دو− حسابان کتاب

تجربی علوم رشته متوسطه دوم دوره یازدهم پایه −۲ ریاضی کتاب

تجربی علوم رشته متوسطه دوم دوره دوازدهم پایه −۳ ریاضی کتاب

۱۳۹۲ چاپ فیزیک و ریاضی رشته متوسطه سوم سال حسابان− کتاب

۱۳۹۴ چاپ فیزیک و ریاضی رشته دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب



کیان م. ۳۴

آنالیز“ و ”جبر و متوسطه دوره سوم سال جبر“ و ”حساب کتاب های محتوای از بررسی این در علاوه، به

خطاب دور سال های کتاب های را آنها ادامه در و هستند انقلاب از قبل چاپ که متوسطه دوره چهارم سال

کرد. خواهیم استفاده می کنیم،

شده استفاده مطالعه این در نیز ۱۳۶۰ سال چاپ متوسطه دوره چهارم سال آنالیز“ و ”جبر کتاب همچنین،

است.

هر که است انتگرال و مشتق پیوستگی، حد، موضوعات شامل کلی طور به آنالیزی مفاهیم که می کنیم تاکید

حسابان کتاب دو در مشخص طور به مفاهیم این هستند. زیادی زیربخش های شامل موضوعات این از کدام

سعی کتاب دو این بررسی در شده اند. گنجانده متوسطه دوم دوره دوازدهم پایه دو حسابان و یازدهم پایه یک

از بسیاری محتوای وجود، این با دهیم. ارائه پیشنهادهایی موارد اصلاح برای و داشته انتقادی نگاه کرده ایم

شده اند. بررسی نیز مثبت نقاط این طرح این در و است شده گنجانده و تهیه خوبی به دروس



۳۵ متوسطه ریاضی کتاب های آنالیزی مفاهیم

در شده آورده مناسب محتوای و مثبت نکات اول: است. شده انجام شیوه سه به بررسی این کلی طور به

محتوای گنجاندن پیشنهاد سوم: و آنها حذف یا و اصلاح برای پیشنهاد و نامناسب موارد نقد دوم: کتاب،

جدید. آموزشی

یازدهم پایه یک، حسابان کتاب .۲

گزاره ها تمامی تقریبا فیزیک، و ریاضی رشته در جدید ویرایش کتاب های سایر همانند بررسی، مورد کتاب در

گذشته ادوار چاپ کتاب های در که طولانی، برهان های از برخی حذف گرچه شده اند. آورده برهان بدون روابط و

جنبه برهان ها که موارد از برخی در اما است، کرده کمک محتوا آموزش سیر شدن روان به بود، شده گنجانده

شده اند. حذف کتاب ها این از نیز است می کرده کمک گزاره ها بیشتر فهم در آموز دانش به و داشته ساختاری

محتوا مناسب بندی دسته و تفکیک حاضر، ویرایش کتاب های قوت نقطه برجسته ترین که گفت بتوان شاید

می باشد.
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است. شده آورده مناسبی مثال های و توضیحات جدید، دوره کتاب در حد، مفهوم آموزش شروع در حد ۱ .۲

درک و فهم در دانش آموز به می تواند که است شده آورده مناسبی مثال ،(۱ (شکل کتاب ۱۱۴ صفحه فعالیت در

کند. کمک حد مفهوم

۱ حسابان کتاب ۱۱۴ صفحه فعالیت :۱ شکل

مثال این در می شود. مواجه تابع یک حد با دانش آموز که است مثالی اولین (۲ (شکل ۱۱۶ صفحه مثال

شود. داده نشان دانش آموز به آن نزدیک نقاط در تابع مقادیر محاسبه با نقطه یک در تابع حد است شده سعی

غیرمستقیم به طور تابع مقادیر محاسبه جدول در اما است، نشده بیان راست حد و چپ حد مفاهیم هنوز گرچه

به نقطه آن از بیشتر مقادیر با یا کمتر مقادیر با می توان نظر مورد نقطه به شدن نزدیک برای که می شود اشاره

شد: نزدیک آن

۱ حسابان کتاب ۱۱۶ صفحه مثال :۲ شکل

”به عبارت از ،(۳ (شکل است شده آورده ۱۱۹ صفحه در که a مانند نقطه ای در تابع یک حد تعریف در

است. شده استفاده “a خود در احتمالا جز



۳۷ متوسطه ریاضی کتاب های آنالیزی مفاهیم

۱۱۹ صفحه تابع یک حد تعریف :۳ شکل

توضیح در دبیر می شود پیشنهاد است، شده آورده ۱۱۸ صفحه کلاس در کار توضیحات در که همان گونه

یک در تابع که است نیاز ،a مانند نقطه ای در تابع یک حد تعریف برای که نماید تاکید دیگر بار فوق عبارت

جز ”به اصطلاح از منظور که کند درک باید آموز دانش دیگر، بیان به باشد. شده تعریف a محذوف همسایگی

تعریف a نقطه در تابع است ممکن ،a مانند نقطه یک در تابع حد وجود برای که است این “a خود در احتمالا

است: شده آورده (۴ (شکل ۱۲۰ صفحه مثال در مناسبی طور به مطلب این نباشد. یا و باشد شده

۱۲۰ صفحه مثال :۴ شکل

نیست، شده تعریف ۲ نقطه از محذوفی همسایگی هیچ در تابع چون که می شود بیان روشنی به مثال این در

ندارد. وجود ۲ نقطه در تابع حد پس

محاسبه به مقادیر جدول یا و نمودار کمک به آموز دانش آنها در که مثال هایی آوردن از پس می رسد نظر به

ندارد. وجود شده داده نقطه در تابع حد آنها در که شود آورده مثال هایی یا مثال است بهتر می پردازد، توابع حد

مثال این در حال این با می باشد. فصل این در دست این از مثال تنها ۱۲۰ صفحه مثال مشخص، به طور

ندارد. وجود حد تعریف شرایط

است. شده داده توضیح روشنی به مثال یک آوردن با موضوع این ،۱۳۹۲ سال حسابان کتاب در

دارای نقطه آن در تابع ولی داشته وجود حد تعریف شرایط که شود آورده تابع یک از مثالی می شود پیشنهاد

اینکار برای مقادیر جدول یا و نمودار از فصل، این مثال های همه همانند می توان که می کنیم تاکید نباشد. حد

است: زیر به صورت پیشنهادی مثال یک کرد. استفاده
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قدیم دوره متوسطه دوم سال حسابان کتاب ۱۳۶ صفحه ۲ فعالیت :۵ شکل

است. شده تعریف دیگر حقیقی نقطه هر در ولی است، نشده تعریف صفر نقطه در f(x) = sin π
x

تابع مثال.

دارد. وجود صفر نقطه در تابع این حد تعریف شرایط بنابراین

f(x) = sin π
x

تابع نمودار :۶ شکل

صفر نقطه در تابع که است مشخص تابع نمودار و صفر به نزدیک نقاط در تابع مقادیر جدول از حال این با

نزدیک مشخصی عدد هیچ به تابع مقادیر می شود، نزدیک صفر عدد به x مقادیر که هنگامی زیرا ندارد. حد

است. نوسان حال در ۱ و −۱ بین تابع مقادیر دقیق تر، بیان به نمی شود.

صفر نقطه راست سمت در تابع مقادیر جدول :۱ جدول

x 0.5 0.1 0.05 0.01 0.005 0.001 0.0001 0.00001
sin π

x
0.1094 0.5212 0.8896 −0.7174 −0.9995 −0.9892 0.9946 −0.8595
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صفر نقطه چپ سمت در تابع مقادیر جدول :۲ جدول

x −0.5 −0.1 −0.05 −0.01 −0.005 −0.001 −0.0001 −0.00001
sin π

x
−0.1094 −0.5212 −0.8896 0.7174 0.9995 0.9892 −0.9946 0.8595

⋆
به مثال، چند و تابع حد معرفی از بعد دور، سال های متوسطه آموزش سوم سال جبر و حساب کتاب در

شده بیان تعریف این کمک به تابع حد بررسی از مثالی و است شده پرداخته δ و ε اساس بر تابع حد بیان

است.

دور سال های جبر و حساب کتاب در ε و δ از استفاده :۷ شکل
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توضیح ساده مثالی کمک به یک طرفه حد تعریف از مراد ،۱۲۳ صفحه ابتدای در راست و چپ حد ۲ .۲

می کند: کمک آموز دانش به راست و چپ حد بهتر درک به نیز آن از بعد فعالیت است. شده داده

۱۲۳ صفحه فعالیت :۸ شکل

می کند کمک آموز دانش به ۱۲۸ صفحه ۳ تمرین و (۹ (شکل ۱۲۵ صفحه ۲ شماره کلاس در کار علاوه، به

استفاده با بتواند و کند درک روشنی به چپ و راست حدهای وجود در را چپ و راست همسایگی های نقش تا

بیان آموز دانش برای روشنی به کلاس در دبیر می شود پیشنهاد بپردازد. نقطه یک در حد وجود بررسی به آنها از

نقطه آن محذوف همسایگی یک در تابع است لازم ابتدا نقطه، یک در تابع حد وجود برای که همانگونه که کند

شده تعریف نقطه آن راست همسایگی یک در تابع است لازم ابتدا راست حد وجود برای باشد، شده تعریف

باشد.

است، یکطرفه حدهای یافتن برای آموز دانش قدم اولین ۱۲۵ صفحه ۲ شماره کلاس در کار که آنجایی از

کند: بیان آموزان دانش برای را نمونه چندین موارد از کدام هر برای دبیر می شود پیشنهاد

۱۲۵ صفحه ۲ شماره کلاس در کار :۹ شکل

یک در تابع دو اگر که است شده داده توضیح صحیح جز تابع کمک به (۱۰ (شکل ۱۲۶ صفحه فعالیت در

بود. خواهد برابر هم با نیز آنها (چپ) راست حد آنگاه باشند، برابر هم با نقطه یک (چپ) راست همسایگی

است. شده گرفته نظر در ثابت توابع از یکی اینجا در
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۱۲۶ صفحه فعالیت :۱۰ شکل

عنوان به نباشند. ثابت که کرد استفاده تابع دو از می توان کند، درک کلی تر را موضوع آموز دانش اینکه برای

گرفت. نظر در صفر راست همسایگی در را g(x) = |x| و f(x) = x− [x] تابع دو توان می مثال،

تابع مقدار که است نکرده برخورد مثالی با اینجا تا آموز دانش شد، داده توضیح قبل بخش در که همان گونه

برای مناسبی تمرین (۱۱ (شکل ۱۲۹ صفحه ۵ شماره تمرین می رسد نظر به رو، این از کند. میل بینهایت به

نباشد. بخش این

۱۲۹ صفحه ۵ شماره تمرین :۱۱ شکل

معرفی همانی تابع حد و ثابت تابع حد است ضروری ابتدا توابع، حد قضایای بیان برای حد قضایای ۳ .۲

فعالیت (مانند است شده روبرو تابع دو این حد شامل مثال هایی با قبلی بخش در آموز دانش گرچه شوند.

سعی مثال یک آوردن با ۱۳۰ صفحه فعالیت است)، شده محاسبه ثابت تابع حد آن خلال در که ۱۲۶ صفحه

توابع حد قضایای کتاب، این مطالب سایر همانند اینکه به توجه با کند. بیان کلی حالت در را حدود این می کند

کند. استدلال را قضایا این درستی نوعی به بتواند تا کرد کمک آموز دانش به باید شده اند، آورده برهان بدون

است. شده انجام ۱۳۱ صفحه فعالیت در توابع نمودار رسم قالب در و مثال یک با کار این

استفاده برای که می کند گوشزد آموز دانش به خوبی به (۱۲ (شکل ۱۳۵ صفحه فعالیت در شده آورده مثال

کرد. بررسی را توابع از یک هر حد وجود باید ابتدا مجموع، حد مانند حد قضایای از

یک در تابع دو مجموع حد است ممکن که می کند تاکید (۱۳ (شکل ۱۳۶ صفحه کلاس در کار طرفی، از

باشد. نداشته حد نقطه آن در توابع از یکی اما باشد، موجود نقطه
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۱۳۵ صفحه فعالیت :۱۲ شکل

۱۳۶ صفحه کلاس در کار :۱۳ شکل

است. شده مطرح راستا همین در نیز (۱۴ (شکل ۱۴۰ صفحه ۶ تمرین

۱۴۰ صفحه ۶ تمرین :۱۴ شکل
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مجموع مثال عنوان به حد و تابع دو حد بین رابطه تشخیص را آموز دانش فوق مطلب دو است ممکن

این در کافی توضیح دبیر می گردد پیشنهاد کند. سردرگمی دچار آنها قسمت) خارج یا و حاصلضرب (تفاضل،

گنجاند: کتاب در تذکر عنوان به را زیر خط دو اخیر، مطلب دو توضیح در می توان علاوه به دهد. ارائه خصوص

لزومی باشد، موجود نقطه یک در تابع دو قسمت) خارج یا و حاصلضرب (تفاضل، مجموع حد اینکه برای

ببینید. را ۱۳۵ صفحه فعالیت تابع دو مثال عنوان به باشد. حد دارای نقطه آن در توابع آن از کدام هر ندارد

تابع دو قسمت خارج یا و حاصلضرب تفاضل، مجموع، حد محاسبه برای حد قضایای از بخواهیم هرگاه اما

باشند. حد دارای نقطه آن در تابع دو هر که کنیم بررسی باید حتما ابتدا کنیم، استفاده نقطه یک در

کلاس در فعالیت یک عنوان به بالا توضیحات برای خوب مثال یک عنوان به می تواند ۱۴۰ صفحه ۸ تمرین

چگونگی از نظر صرف را حد قضایای از استفاده خوبی به آموز دانش می کند کمک تمرین این شود. مطرح

(۱۵ (شکل کند. تمرین توابع

۱۴۰ صفحه ۸ تمرین :۱۵ شکل

با ندارد. حد صفر نقطه در f(x) تابع زیرا نیست، ممکن حد قضایای کمک به limx→0
g(x)
f(x)

حد محاسبه

داریم کنیم محاسبه را g(x)
f(x)

تابع اگر وجود، این

g(x)

f(x)
=

 3x
−x+2

x ≥ 0

−4x
x2−4

x ≤ 0

است. صفر با برابر صفر نقطه در g(x)
f(x)

تابع حد ندارد، حد صفر نقطه در f تابع اینکه با بنابراین

کسری توابع حد محاسبه به آنجا در که است، شده ذکر بخش این ابتدای در 0
0

حالت کسری، توابع حد ۴ .۲

قسمت خارج حد قضیه از و است صفر برابر دو هر نظر مورد نقطه در مخرج و صورت حد که است شده پرداخته

کرد. استفاده نمی توان
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نقطه در دو هر مخرج و صورت حد که است کسری تابعی یک از نمونه ای ،(۱۶ (شکل ۱۴۲ صفحه مثال

است: صفر برابر شده داده

۱۴۲ صفحه مثال :۱۶ شکل

حل راه که می کند مجاب را آموز دانش مثال، این حل توضیحات در موارد“ گونه این ”در عبارت آوردن اما

گنگ عبارت باید شد، مواجه گنگ عبارت شامل این چنین حدی با هرگاه و بوده کلی مثال این در شده بیان

ببینید: را (۱۷ (شکل ۱۴۳ صفحه مثال این حال، با نماید. گویا عبارتی به تبدیل عبارت، یک در ضرب با را

این شود، می دیده که همانگونه نماید. محاسبه را حد نمی تواند شده بیان روش با آموز دانش که است واضح

۱۴۳ صفحه مثال :۱۷ شکل

است. شده حل متغیر تغییر از استفاده با کتاب در حد

ابتدای در که باشد همانی آموز دانش برای کلی توضیح بهترین ،0
0

حالت در کسری توابع حد حل برای شاید

قضایای از است، صفر برابر مخرج و صورت حد آن در که f(x)
g(x)

تابع حد محاسبه ”برای است: شده آورده بخش

جبری اتحادهای از استفاده با وجود) صورت (در توابع اینگونه حد محاسبه برای کنیم. استفاده نمی توانیم حد

رخ دیگر 0
0

حالت دیگر که جایی تا نماییم، ساده را کسر مخرج و صورت که می کنیم سعی مثلثاتی اتحادهای و

ندهد.“

در راست و چپ حدود مورد در اینکه ابتدا شود. گنجانده بخش این در باید دیگر نکته چند می رسد نظر به

از مورد یک تنها ۱۴۴ صفحه در فصل این تمرین های در است. نشده آورده مثالی یا و توضیح هیچ حالت این
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است: شده آورده یکطرفه حدود

lim
x→2+

x2[x]− 8

x− 2
.

جز تابع باید ابتدا مخرج، و صورت کردن ساده و 0
0

حالت رفع برای که بداند باید آموز دانش تمرین همین در

در صحیح جز تابع حد مورد در دبیر می شود پیشنهاد بنابراین بگذارد. کنار نحوی به خود معادلات از را صحیح

باید می رسد نظر به حتی و نیست بخش این به مربوط لزوما توضیحات این دهد. ارائه کامل توضیحات کلاس

شود. داده ببینید) را ۱۲۶ صفحه پایین (مثال اول بخش در

مفاهیم از بسیاری حذف کرد، وارد ریاضی رشته حسابان کتابهای به می توان که انتقاداتی مهمترین از یکی

نحوی به است مجبور آموز دانش مطالب، این از برخی حذف رغم علی که کرد دقت باید است. آنها از اساسی

پایه حسابان کتاب است. 0
0

ابهام حالت در گویا توابع حد زمینه این در واضح بسیار مثال فراگیرد. را آنها

دوازدهم پایه حسابان کتاب حتی و است نکرده صحبتی شونده صفر عامل بر چندجمله ای تقسیم مورد در یازدهم

مثالهای است. آمده کلی صورت به نه و مثال چند با تنها موضوع این است. نیاورده مطلبی خصوص این در نیز

مثال توان می ،0
0

ابهام حالت در توابع حد محاسبه موضوع در و نیست کافی نظر به ۱ حسابان کتاب در آمده

این از برخی انتظار، خلاف بر کرد. بیان اتحادها انواع و فاکتورگیری تجزیه، بکارگیری از متنوعی های

ریاضی کتاب ۱۳۱ صفحه از ۱۸ شکل است. شده بیان بهتر شیوه ای به تجربی رشته کتاب های در مطالب

است. شده آورده تجربی یازدهم پایه

تجربی یازدهم پایه ریاضی کتاب ۱۳۱ صفحه :۱۸ شکل
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(شکل ریاضی رشته یازدهم پایه حسابان کتاب ۱۴۱ صفحه پاورقی در اینکه دیگر توجه جالب بسیار نکته

و صورت که می گیرند قرار بررسی مورد کسرهایی از دسته آن حد تنها کتاب این در که است شده اشاره (۱۹

باشند.
√
ax+ b صورت به رادیکالی عبارت یا و دو درجه حداکثر از های جمله ای چند آنها مخرج

۱۴۱ صفحه پاورقی :۱۹ شکل

تنوع با و کلی تر بسیار حالت در کسرها حد تجربی، رشته یازدهم پایه ریاضی کتاب در که حالی در

نیز مثلثاتی توابع حد زمینه در حتی دارد. وجود سوم درجه های چندجمله ای شامل کسرهای مانند بیشتر

کتاب های از تری متنوع بسیار مثال های شامل انتظار خلاف بر تجربی رشته یازدهم پایه ریاضی کتاب

است! ریاضی رشته حسابان

قضیه این ،۱۳۹۲ چاپ سوم سال حسابان کتاب در است. کتاب از فشردگی قضیه حذف بعدی مطلب

.(۲۰ (شکل بود شده بیان

قدیم متوسطه دوره سوم سال حسابان کتاب ۱۳۲ فشردگی−صفحه قضیه :۲۰ شکل

نمودار کمک با تنها ریاضی رشته آموز دانش برای صفر، نقطه در sinx
x

مانند تابعی حد قضیه، این حذف با

است. شده بیان مقادیر جدول و

ذکر موارد همه بر علاوه دور، های سال متوسطه سوم سال جبر“ و ”حساب کتاب در که کنیم یادآوری باید

تفصیل به (1+x)
1
x و sinx

x
مانند توابعی حد آن در که داشت وجود مهم“ حد ”چند عنوان با بخشی بالا، شده
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شده معرفی ∞
∞ و 0

0
ابهام حالت های در f(x)

g(x)
مانند حدودی همچنین، .(۲۱ (شکل گرفته اند قرار بررسی مورد

شده اند. داده مثال هایی و

برای سری ها کمک به ریاضی رشته کارشناسی دوره آنالیز مبانی کتاب در (1+x)
1
x تابع حد یادآوری، برای

شود. می بیان دانشجویان

دور سال های متوسطه سوم سال جبر“ و ”حساب کتاب در مهم حدود معرفی :۲۱ شکل

در حد و بینهایت حدود ،۱۳۹۲ چاپ سوم سال حسابان کتاب همانند حاضر کتاب در که کرد اشاره باید

و ”حساب کتاب در اما است. شده موکول متوسطه چهارم سال به آنها بررسی و نشده اند گنجانده بینهایت

شده داده آنها از متنوعی مثال های و بودند شده معرفی نیز حدود این دور، سال های متوسطه سوم سال جبر“

ببینید). را ۲۲ (شکل بود
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دور سال های متوسطه سوم سال جبر“ و ”حساب کتاب در بینهایت حدود :۲۲ شکل

بگیریم، نظر در ریاضی رشته متوسطه دوره کتاب های برای تاریخی مسیری اگر گفت باید نیز تمرین ها مورد در

قاعده این از نیز حد مبحث است. شده کمتر آنها تنوع و فصل هر تمرین های تعداد جدید، ویرایش بار هر با
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دور سال های متوسطه سوم سال جبر“ و ”حساب کتاب در حد محاسبه تمرین های :۲۳ شکل

در دور سال های متوسطه دوره سوم سال جبر“ و ”حساب کتاب که بس همین توضیح در است. نبوده مستثنی

ببینید). را ۲۳ (شکل است متنوع توابع حد محاسبه تمرین ۶۰ شامل متعدد، مثال های بر علاوه حد فصل

اتخاذ خود محتوای برای مناسبی تفکیک کاستی ها، برخی وجود با نیز حد مبحث در حاضر ویرایش کتاب

چند به خود حال این با است، اندک و خلاصه بسیار چند هر کتاب این در حد به مربوط محتوای است. کرده

توابع حد محاسبه و حد قضایای راست، و چپ حدود حدی، فرآیندهای و حد ”مفهوم شامل تر کوچک قسمت

کند. دنبال را موضوع از روشن روندی بتواند خواننده تا (۲۴ (شکل شده اند تقسیم کسری“

این در کلی نکته چند بپردازیم، کتاب این در ”پیوستگی“ مبحث بررسی به اینکه از قبل پیوستگی ۵ .۲

که است این تامل قابل بسیار نکته دهد. نشان داده رخ آنچه از روشنی تصویر که است بیان قابل خصوص

است. شده داده اختصاص توابع پیوستگی مبحث به که است جایی تنها کتاب، این در پنجم فصل از پنجم درس

طور به پیوستگی مبحث از محتوایی هیچ نیز دوازدهم پایه ۲ حسابان کتاب در که آنجایی از دیگر، عبارت به

پیوستگی مهم مبحث مورد در فیزیک و ریاضی رشته آموز دانش که صفحاتی تنها است، نشده گنجانده مستقیم

چه که کرد تصور می توان است. شده آورده درس این در که است مطلبی صفحه ۶ همین می گیرد، فرا را مطلبی

توابع پیوستگی به مربوط قضایای به اشاره ای هیچ صفحه، ۶ این در که کنید دقت دهد. رخ است قرار اتفاقی
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حد مورد در یازدهم پایه یک حسابان کتاب پنج فصل :۲۴ شکل

در که است مثال هایی همان فرامی گیرد، پیوستگی مورد در که حقایقی تنها آموز دانش بنابراین و است نشده

است. شده آورده صفحات این

می پردازیم. مفصل طور به درس این بررسی به ادامه در

کند: پیدا پیوستگی مفهوم از هندسی درکی می کند کمک آموز دانش به حدی تا درس، این در فعالیت اولین

۱۴۶ صفحه فعالیت :۲۵ شکل
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که است شده آورده مثال عنوان به تابع چند ،(۲۶ (شکل ۱۴۶ صفحه در پیوستگی شرایط بیان از پس

می شود. نتیجه قبل درس های از آنها حد به توجه با توابع این پیوستگی

۱۴۶ صفحه مثال :۲۶ شکل

می تواند نقطه یک در تابع ناپیوستگی که می کند تمرین آموز دانش ،(۲۷ (شکل ۱۴۷ صفحه کلاس در کار در

باید کلاس، در کار از قبل می رسد نظر به اما دهد. رخ پیوستگی تعریف در شده بیان شرط چندین واسطه به

مثال چند شود. بررسی مختلف شرط های نبودن برقرار دلیل به توابع ناپیوستگی آنها در که شود آورده مثال هایی

بیان ناپیوستگی دلیل آنها در که است شده آورده ۱۴۶ صفحه در g(x) = [x] و f(x) = |x|
x

توابع مانند

است. ناپیوسته شده داده نقطه در تابع که می کند بیان نمودار اساس بر صرفا و است نشده

۱۴۷ صفحه کلاس در کار :۲۷ شکل

صورت به جمله چند یا یک در صحیح جز تابع پیوستگی ،۱۴۹ صفحه کاردرکلاس از پس می شود پیشنهاد

f(x) = [x] تابع حقیقت، در است. ناپیوسته صحیح عدد هر در f(x) = [x] ”تابع شود: بیان شفاف و کلی

است.“ پیوسته تابع این حقیقی، اعداد بقیه در است. پیوسته راست از صحیح عدد هر در

می شود پیشنهاد است، فراگرفته توابع برخی حد مورد در قبل درس های از آموز دانش آنچه به توجه با

شود. بیان مثال قالب در نه و کلی حقیقت یک صورت به مشهور و پرکاربرد توابع برخی پیوستگی

این پیوستگی می توان بنابراین شده اند. آورده برهان بدون کتاب این قضیه های تمامی تقریبا طرفی، از

آورد: قضیه یک قالب در نیز را توابع
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خواندیم، قبلی بخش های در توابع حد مورد در آنچه به توجه با .۱ .۲ قضیه

هستند. پیوسته a مانند نقطه هر در cos x و sin x توابع (۱)

است. پیوسته a مانند حقیقی عدد هر در جمله ای چند هر (۲)

پیشنهاد ، است شده پرداخته پیوستگی مفهوم به که است بخشی تنها درس این آنجایی که از آن، بر علاوه

موازات به که توابع پیوستگی درباره قضیه چند ابتدا گردد. اضافه درس این به مطلب چند می شود

می رود: پیش قبلی درس های در حد قضایای

آنگاه باشند، پیوسته a نقطه در g(x) و f(x) توابع اگر .۱ .۲ پیشنهادی قضیه

هستند. پیوسته a نقطه در نیز f(x)g(x) و f(x)− g(x) و f(x) + g(x) توابع (۱)

.g(a) ̸= 0 اینکه شرط به است پیوسته a نقطه در نیز f(x)
g(x)

تابع (۲)

هستند. پیوسته a حقیقی عدد هر در g(x) = x2 sin x و f(x) = 2 sin x− 4 cos x توابع

جمله ای چند آن مخرج و صورت که (تابعی p(x)
q(x)

صورت به گویا تابع هر که می یابیم در قبل قضیه دو از

است. پیوسته کسر، مخرج ریشه های در جز به حقیقی نقاط همه در هستند)

است. پیوسته حقیقی نقاط همه در ،−2 و 2 نقطه دو در جز به f(x) = x2+2
x2−4

تابع

قبل درس های در که توابع حد به مربوط قضایای موازات به بالا، در شده پیشنهاد قضایای که کرد توجه باید

مورد بلافاصله را آنها می تواند پیوستگی مفوم درک با تنها آموز دانش و می رود پیش شده اند، آورده کتاب این

در ۱۳۶ صفحه قضیه مثال، عنوان به فراگیرد. را پیوسته توابع از فراوانی بسیار مثال های و دهد قرار استفاده

در زیر قضیه می توان قضیه، این از استفاده با ببینید: را است آمده ۲۸ شکل در که رادیکالی توابع حد مورد

۱۳۶ صفحه قضیه :۲۸ شکل
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داد: ارائه را توابع اینگونه پیوستگی مورد

آنگاه باشد، پیوسته a نقطه در f(x) تابع اگر .۲ .۲ پیشنهادی قضیه

است. پیوسته a نقطه در نیز n
√

f(x) تابع آنگاه باشد، فرد n اگر (۱)

است پیوسته a نقطه در نیز n
√

f(x) تابع آنگاه باشد، نامنفی f(x) تابع و باشد زوج n اگر (۲)

نیز درس این تمرین های برخی حل است این فوق پیشنهادی قضایای آوردن ضرورت مورد در دیگر نکته

۱۵۱ صفحه در ت قسمت ۲ تمرین و پ قسمت ۱ تمرین مثال عنوان به است. قضایا این از استفاده مستلزم

ببینید. را

دوازدهم پایه دو، حسابان کتاب .۳

به که کتاب این دوم و اول فصل دو جز به می دهند. تشکیل آنالیزی مفاهیم را کتاب این عمده قسمتی

کاربردهای و مشتق حد، مباحث به بعدی فصل سه است، مثلثات و توابع مورد در دروسی شامل مختصر طور

پیوستگی موضوع به درسی هیچ که است این کتاب این مورد در مهم بسیار نکته است. یافته اختصاص مشتق

به پیوستگی مبحث نیز یازدهم پایه یک حسابان کتاب در که است حالی در این است. نشده داده اختصاص

است. شده آورده توابع پیوستگی مورد در کلی حقیقت و قضیه هیچ آوردن بدون و خلاصه بسیار صورت

مختلف کتاب های محتوای مورد در کلی نکاتی کتاب، از بخش این بررسی از قبل نامتناهی حدهای ۱ .۳

کتاب مانند به فیزیک، و ریاضی رشته متوسطه کتاب های حاضر ویرایش می کنیم. بیان خصوص این در

حدود و بینهایت در ”حد مبحث ،۱۳۹۴ چاپ وانتگرال دیفرانسیل حساب کتاب و ۱۳۹۲ سال چاپ حسابان

دیفرانسیل ”حساب کتاب در حدود این به مربوط مفاهیم گرچه است. کرده منتقل دوازدهم سال به را نامتناهی“

موضوع این مختلف مقاطع در فصل این بررسی حین در و می باشد کامل تر بسیار ۱۳۹۴ سال چاپ انتگرال“ و

(شکل بود شده گنجانده متوسطه دوره سوم سال کتاب های در دور سال های در مباحث این اما می آید، چشم به

ببینید). را ۲۹

می پردازیم. کتاب فصل این بررسی به ادامه در

f(x) = 1
x

تابع حد نامتناهی، حدود معرفی برای که می شود آغاز فعالیت یک با دو حسابان کتاب سوم فصل

بینهایت حد مورد در فعالیت این توضیحات می کند. بررسی مقادیر جدول و نمودار کمک به صفر نقطه در را

.(۳۰ (شکل است استاندارد تابع این
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دور سال های متوسطه سوم سال جبر“ و ”حساب کتاب فهرست :۲۹ شکل

۴۷ صفحه فعالیت :۳۰ شکل

عدم و وجود مورد در را آموز دانش و نیست صحیح ریاضی نظر از که است شده آورده مطلبی ۴۸ صفحه در

می کند: گمراه حد وجود

۴۸ صفحه تذکر :۳۱ شکل
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حدها این مقدار ولی دارند وجود بینهایت حدهای زیرا است. نادرست ۳۱ شکل در شده آورده جمله واقع در

است: آمده بینهایت مفهوم مورد در درستی مطلب کتاب ۵۰ صفحه انتهای در که کنید دقت نیست. حقیقی عدد

مثبت یعنی است. صحیح کاملا مطلب این است.“ بیشتر دیگری مقدار هر از بینهایت می گوییم ریاضیات ”در

خود (ولی است بزرگتر حقیقی اعداد همه از و می دهند نمایش +∞ نماد با آنرا که است جدیدی عدد بینهایت

آنرا که نیست) حقیقی عددی خود (که است عددی بینهایت منفی صورت همین به نیست). حقیقی عدد یک

آنالیز در که کرد دقت باید ببینید. را [۱۲] است، کوچکتر حقیقی اعداد همه از و می دهند نمایش −∞ نماد با

(یعنی حقیقی اعداد به عدد دو این الحاق از آمده وجود به دستگاه و است استاندارد قرارداد یک این ریاضی،

نمایش [−∞,+∞] صورت به گاهی و می نامند حقیقی اعداد یافته توسعه دستگاه را (R ∪ {−∞,+∞}

می دهند.

این پاورقی در که همان گونه و شده اند آورده بینهایت حدهای مورد در قضایا برخی کتاب، ۵۱ صفحه در

شده اند. بیان اثبات بدون قضیه ها این است، شده اشاره صفحه

فصل این شروع در بینهایت منفی و بینهایت مثبت بیشتر و بهتر معرفی فصل، این در ما پیشنهاد

آن، بر علاوه و بخشید بینهایت حد از بهتری بسیار درک آموز دانش به می توان کار این با زیرا است.

به کرد. استفاده بینهایت ها خواص از برهان، گونه هیچ بدون و انتزاعی کاملا قضایایی آوردن جای به

تا و گرفته فرا حقیقی اعداد روی اعمال همانند را عدد دو این با کار می تواند آموز دانش دیگر، عبارت

نیز ریاضی) آنالیز مبانی درس مثال عنوان (به دانشگاه دوره دروس در اینکه ضمن باشد. آسوده انتها

آموز دانش می کند کمک بینهایت ها روی اعمال مورد در زیر قرارداد چند بیان می شود. مواجه اعداد این با

کند: پیدا شده آورده قضایای از بهتری درک

داریم x مانند حقیقی عدد هر برای .۱

−∞ < x < +∞, و
x

+∞
= 0 و

x

−∞
= 0.

است: برقرار زیر روابط x مانند حقیقی عدد هر برای تفاضل) و (مجموع .۲

x+∞ = +∞, x−∞ = −∞, +∞− x = +∞, −∞− x = −∞

+∞+∞ = +∞, −∞−∞ = −∞.

آنگاه باشد، مثبت حقیقی عدد یک x اگر (ضرب) .۳

x× (−∞) = −∞, x× (+∞) = +∞;

آنگاه باشد، منفی حقیقی عدد یک x اگر و

x× (−∞) = +∞, x× (+∞) = −∞.
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(شکل ۵ قضیه و ۴ قضیه مانند قضایایی مثال عنوان به بینهایت ها، معرفی عنوان به بالا توضیحات آوردن با

کند. استفاده می تواند حد قضایای از زیرا است، استدلال قابل آموز دانش برای راحتی به درس این (۳۲

۵۴ صفحه ۵ قضیه :۳۲ شکل

است شده بیان دنباله ها از استفاده با حد تعریف ،۱۳۹۴ سال چاپ انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب در

.(۳۳ (شکل

۱۳۹۴ چاپ دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب ۷۱ صفحه تعریف :۳۳ شکل

دانش و است شده بیان مجزا فصل یک در آنها همگرایی و دنباله ها شده، یاد کتاب در که کرد دقت باید

حدود ترتیب همین به کند. استفاده قدرتمند ابزاری عنوان به دنباله مفهوم از آینده درس های در می تواند آموز

شده اند. تعریف دنباله ها کمک به نیز بینهایت

۱۳۹۴ چاپ دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب ۱۰۶ صفحه تعریف :۳۴ شکل

برهانی بتواند آموز دانش می شود باعث و می رسد نظر به جامع تعریفی دنباله ها از استفاده با حد تعریف

ببینید. را ۳۵ شکل فرا بگیرد. آن اثبات همراه به را حدود محاسبه و بیابد قضیه ها برای
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۱۳۹۴ چاپ دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب ۱۰۷ صفحه مثال :۳۵ شکل

در آنها از استفاده امکان رو، این از است. شده حذف دنباله ها به مربوط فصل حاضر، ویرایش کتاب در اما

ندارد. وجود حد بررسی

شرایط که است شده آورده مثالی سپس است. شده معرفی مثالی آوردن با توابع قائم مجانب ،۵۵ صفحه در

است. شده داده نشان نمودار کمک با قائم مجانب وجود مختلف

بررسی را f(x) = x2−4x+3
x2−2x−3

تابع قائم مجانب های که (۳۶ (شکل دارد وجود ۵۶ صفحه در دیگری مثال

نمی کند. کمکی توابع قائم مجانب یافتن حل راه درک برای آموز دانش به عنوان هیچ به مثال این اما می کند.

آموز دانش دیگر، عبارت به است. شده آورده قائم مجانب وجود برای بررسی مورد نقاط سوال، متن در زیرا

آورده ساده تر مثالی ابتدا که است این ما پیشنهاد آمده اند. کجا از نقاط این که بفهمد کلی حالت در باید

مثال: عنوان به باشد. شده بیان قائم مجانب یافتن روش کلی حالت در مشخص طور به آن در که شود

بیابید. وجود صورت در را f(x) = x+1
x−4

تابع قائم مجانب های

قضیه به توجه با شود. بینهایت آنها در تابع حد که هستیم نقطه هایی دنبال به قائم، مجانب تعریف به توجه با

صفر برابر نقطه آن در مخرج تابع حد که کنیم بررسی را نقاطی باید کسری توابع در نقاط این یافتن برای ،۳

شرط پس است. صفر برابر x = 4 نقطه در x − 4 یعنی کسر مخرج حد f(x) = x+1
x−4

تابع در باشد.

می کنیم. بررسی نقطه این برای را قائم مجانب

lim
x→4+

f(x) = lim
x→4+

x+ 1

x− 4
= +∞.

است. تابع قائم مجانب x = 4 بنابراین

حذف سوال متن در شده داده نقاط و شود اصلاح ترتیب همین به نیز ۵۶ صفحه مثال می کنیم پیشنهاد

بررسی مورد احتمالی نقاط یافتن دنبال به خود بالا، مثال در شده بیان حل راه با آموز دانش تا شوند

است: کننده گمراه کمی مثال این حل نگارش می رسد نظر به بعلاوه، باشد.
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۵۶ صفحه مثال :۳۶ شکل

شود. حذف باید و است اضافی “limx→−1− f(x) = +∞ که آنجا از علاوه ”به جمله دقیق تر، عبارت به

بگیریم. نظر در قائم مجانب یک را x = −1 که است کافی limx→(−1)+ f(x) = −∞ که همین زیرا

داند نمی آموز دانش که کنید دقت دارد. وجود (۳۷ (شکل ۵۷ صفحه ابتدایی مثال مورد در مشابهی نکته

۵۷ صفحه مثال :۳۷ شکل

است. شده بررسی صفر نقطه در تابع حد چرا

در مثال یک شامل فقط ،۱۳۹۴ سال چاپ دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب

کار بیشتر تفصیل با کمی جدید ویرایش کتاب جهت این از که است کتاب ۱۱۰ صفحه در قائم مجانب موضوع

مجانب یافتن آموز دانش اینکه بر علاوه که (۳۸ (شکل است شده آورده سوالی صفحه، همان در است. کرده

ندارد. حد دیگری و دارد بینهایت حد آنها از یکی که می شود روبرو دوتابع مجموع حد با می کند، تمرین را قائم
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۱۳۹۴ سال چاپ دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب ۱۱۰ صفحه تمرین :۳۸ شکل

روبرو f + g تابعی حد با آموز دانش دارد. نیز دیگری مزیت سوال این قائم، مجانب یافتن تمرین از گذشته

که بداند باید آموز دانش موارد گونه این در ندارد. حد g تابع و است بینهایت حد دارای نقطه در f که می شود

کند. استفاده نمی تواند مجموع حد محاسبه در ۵ قضیه از

استفاده با تابع یک رفتار بررسی با نیز بینهایت در توابع حد معرفی معمول، مطابق بینهایت در حد ۲ .۳

می کمک آموز دانش به خوبی به کتاب ۶۳ صفحه توضیحات است. گرفته صورت مقادیر جدول و نمودار از

می یابد. افزایش f(x) تابع مقادیر ،x مقادیر شدن) کوچک (یا شدن بزرگ با توابع برخی که بفهمد تا کند

(شکل بینهایت در چندجمله ای ها حد مورد در کلی گزاره ای ،۶۵ صفحه در مثال چند آوردن از پس

می باشد. درس این در حاضر کتاب مثبت نقاط از یکی و است مفید بسیار که است شده بیان (۳۹

۶۵ صفحه :۳۹ شکل

در کسری توابع حد محاسبه در قبل نکته است، آمده (۴۰ (شکل ۶۶ صفحه کلاس در کار در که همان گونه

خوبی به آموز دانش می شود سبب کلاس در کار این در آمده سوال چند می گیرد. قرار استفاده مورد بینهایت

سال چاپ دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب در که گفت باید بگیرد. فرا را مطلب این

مطلبی آوردن با حاضر کتاب رو، این از است. شده داده توضیح مثال دو حل با فوق مطلب جای به ،۱۳۹۴

است. کرده ارائه بهتری بیان چندجمله ای ها، مورد در جامع تر

شده بیان اثبات) (بدون بینهایت در نامتناهی حدود برای ۶۵ صفحه قضایای که این با کنیم تاکید باید اما

است. کرده عمل ضعیف بسیار حدود این توضیح و شرح در کتاب است، شده آورده نیز مثال هایی معدود و است

دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب از زیبا مثال چند آوردن به موضوع، بهتر درک برای

استفاده هنگام که می کند گوشزد دانش آموز به (۴۲ و ۴۱ (شکل مثال ها این می کنیم. بسنده ۱۳۹۴ سال چاپ

باشد. برقرار کاملا شرایط که کرد دقت باید قضایا از
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۶۶ صفحه کلاس در کار :۴۰ شکل

۱۳۹۴ چاپ دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب ۱۱۶ صفحه مثال :۴۱ شکل

۱۳۹۴ چاپ دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب ۱۱۶ صفحه مثال :۴۲ شکل

است. نیامده کتاب در کسری عبارات بینهایت در حد محاسبه برای چنین این مثالی گونه هیچ که کنید دقت

در است. نیامده مطلبی یا و مثال گونه هیچ رادیکالی توابع بینهایت در حد محاسبه مورد در این، بر علاوه

بررسی مورد ∞−∞ و 0×∞ حالات کتاب، این در حدود محاسبه در که است شده ذکر ۵۴ صفحه پاورقی

انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب ۳ شماره تمرین سوالات از برخی مشخص، طور به بنابراین نمی گیرند. قرار

نمی گیرند. قرار حاضر کتاب اهداف در ۱۳۹۴ چاپ دانشگاهی پیش دوره

مجانب های یافتن تمرین حال، این با است. محدود بسیار تنوع و تعداد نظر از نیز بخش این تمرین های

صفحه کلاس در کار در که است حاضر کتاب تمرین های مثبت نکته همزمان طور به تابع یک قائم و افقی

است. آمده (۴۳ (شکل ۶۹ صفحه در ۴ شماره تمرین و ۶۸



۶۱ متوسطه ریاضی کتاب های آنالیزی مفاهیم

۶۹ صفحه ۴ شماره تمرین :۴۳ شکل

حدهای محاسبه ،(۴۴ (شکل ۶۹ صفحه ۲ شماره تمرین در تابع نمودار وجود با که کنیم اشاره باید

نکند. محقق را خاصی هدف و باشد ابتدایی بسیار نظر به شده خواسته

۶۹ صفحه ۲ شماره تمرین :۴۴ شکل

تنها نه که می یابیم در تجربی رشته دوازدهم پایه ۳ ریاضی کتاب به نگاهی با که است این دیگر نکته

تمرین ها و مثال ها تنوع موارد برخی در بسا چه نمی شود، دیده مطالب عمق و محتوا لحاظ از تفاوتی

پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب تمرین های است! بیشتر تجربی رشته در تعجب کمال در

شامل حدود محاسبه تمرین های است، تنوع دارای و بوده بیشتر بسیار تعداد نظر از ۱۳۹۴ چاپ دانشگاهی

در که را کتاب این ۱۲۰ صفحه از سوم تمرین نمونه، عنوان به مثلثاتی. توابع و صحیح جزء رادیکالی، توابع

ببینید. (۴۵ (شکل است بینهایت در حد مورد

رفتار درک برای مفیدی ابزار که مایل مجانب مفهوم است. مایل مجانب مبحث حذف دیگر موضوع

انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب در دارد، کاربرد توابع نمودار رسم در و است بینهایت در توابع برخی

است. شده آورده بینهایت در حد بخش در فرعی موضوعی عنوان به ،۱۳۹۴ چاپ دانشگاهی پیش دوره

مجانب موضوع ،۱۳۶۰ چاپ متوسطه چهارم سال آنالیز” و ”جبر کتاب در که کنیم اشاره باید این بر اضافه

مجانب خطوط بررسی به را کامل فصل یک کتاب، این است. شده بررسی وسیع تر هم این از حتی مایل

موضوع دارد. خصوص این در متنوع تمرین ۳۷ فصل پایان در و داده اختصاص مایل) و افقی (عمودی،
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۱۳۹۴ چاپ دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب ۱۲۰ صفحه ۳ تمرین :۴۵ شکل

این حذف که است این پژوهش این نگارندگان دیدگاه است. شده حذف حاضر کتاب از مایل مجانب

است. نیاورده وارد کتاب مطالب روند به خللی موضوع

مشتق پذیری رابطه بیان به مشتق، مفهوم معرفی ضمن آنها در که دارد درس سه کتاب از فصل این مشتق ۳ .۳

به فصل این بررسی در که کلی مطلب اولین می شود. پرداخته توابع مشتق محاسبه همچنین و توابع پیوستگی و

پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب به نسبت جدید ویرایش زیاد تغییرات می شود، نمایان سرعت

کاهش سبب تغییرات این از برخی نیز فصل این در که گفت باید متاسفانه است. ۱۳۹۴ چاپ دانشگاهی

مقایسه با که این دوم نکته داد. خواهیم توضیح را ادعا این تفصیل به درس هر در است. شده محتوا کیفیت

تقریبا فصل این محتوای که دریافت می توان تجربی علوم رشته ۳ ریاضی کتاب با حاضر کتاب سریع

و عمیق تر محتوای ریاضی رشته آموز دانش می رود انتظار اینکه خلاف بر است. یکسان کتاب دو در

فراگیرد. را درس از متنوع تری جنبه های

ریاضی رشته آموز دانش یک برای ریاضی مطالب اساسی ترین از برخی حذف برانگیز، تامل بسیار موضوع

مشتق موضوعات که کنید دقت ابتدا پرداخت، خواهیم فصل این بررسی به تفصیل به ادامه در گرچه است.

برخی است. شده حذف حاضر کتاب از لگاریتمی و نمایی توابع مشتق و مثلثاتی وارون توابع مشتق ضمنی،

مهم نکته اما داد. پوشش کارشناسی دوره عمومی ریاضیات در مناسب برنامه ریزی با می توان را مفاهیم این از

است. نکرده تغییری کارشناسی دوره عمومی ریاضیات دروس محتوای که است این

منحنی یک بر مماس خط مورد در توضیحاتی با مشتق مبحث حاضر کتاب در مشتق مفهوم با آشنایی ۴ .۳

توضیحات گفت باید اما است، استاندارد مشتق مفهوم معرفی برای فرآیند این گرچه است. شده آغاز آن شیب و

روند آن، بر علاوه است. کننده کسل و (۷۷ صفحه تا ۷۲ صفحه (از طولانی بسیار حاضر کتاب در شده آورده
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مفهوم با بار اولین برای است قرار که آموزی دانش نمی رسد نظر به و نبوده روشن عنوان هیچ به مطالب بیان

سخن ابتدا فصل، این از درس اولین در اینکه توضیح کند. برقرار ارتباط روند این با بتواند شود، روبرو مشتق

سال های از آموز دانش که می دانیم البته شود. بیان خط شیب یافتن رابطه اینکه بدون شده، آورده خط شیب از

است. شده بیان هم جلوتر صفحه چند رابطه این اما دارد، آشنایی خط شیب مفهوم با قبل

نمودار چند با بیابد، دلیلی بتواند اینکه بدون و می خواند مماس خط مورد در مطالبی آموز دانش ادامه در

است. آمده غیرمماس و مماس خط از مثال هایی که می شود روبرو

۷۳ صفحه :۴۶ شکل

تا ۷۴ صفحات در متقاطع خطوط بوسیله آن تقریب از استفاده با منحنی یک بر مماس خط معرفی ادامه، در

،۱۳۹۴ سال چاپ دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب در می کنیم تاکید است. آمده ۷۷

بیان می رسد نظر به و است شده بیان ۱۲۲ و ۱۲۱ صفحات در مختصر بسیار آن شیب و مماس خط معرفی

جدید ویرایش در بخش این تغییر دلیل حال این با باشد. مفیدتر مطلب فهم برای و بوده تر روشن بسیار آن

تعریف صریح طور به مماس خط قاطع، خطوط مورد در توضیحاتی از بعد قبلی، ویرایش در نیست. مشخص

.(۴۷ (شکل می شود
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۱۳۹۴ چاپ دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب ۱۲۴ صفحه تعریف :۴۷ شکل

انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب در می شود. دیده مشتق محاسبه دیگر رابطه بیان در مشابهی مشکل

می شود بیان تابع مشتق یافتن دیگر رابطه بلافاصله ساده متغیر تغییر یک با ،۱۳۹۴ سال دانشگاهی پیش دوره

.(۴۸ (شکل

۱۳۹۴ چاپ دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب ۱۲۴ صفحه تعریف :۴۸ شکل

شود داده توضیح نمودار از استفاده با مشتق، محاسبه دوم رابطه است شده سعی جدید ویرایش در آنکه حال

به کمکی و بوده ضروری غیر و طولانی ۷۹ صفحه در آمده توضیحات می رسد نظر به هم باز اما .(۴۹ (شکل



۶۵ متوسطه ریاضی کتاب های آنالیزی مفاهیم

می توان نیز جبری شیوه به که است شده قید درستی به کتاب ۸۰ صفحه کلاس در کار در البته نکند. آموز دانش

آورد. دست به را مشتق محاسبه دیگر رابطه

۷۹ صفحه :۴۹ شکل

شیب بین رابطه هندسی نظر از بتواند تا است آموز دانش برای خوبی تمرین ۸۰ صفحه پایین کلاس در کار

از ۸۳ صفحه ۸ تمرین و ۸۱ صفحه ۲ تمرین علاوه، به کند. درک را منحنی مشتق و منحنی بر مماس خط

می باشند. کتاب جدید ویرایش در بخش این خوب تمرین های جمله

مشتق تعریف و نقطه یک در تابع مشتق پذیری مفهوم یادآوری با درس این پیوستگی و مشتق پذیری ۵ .۳

تابع دو با آموز دانش ،۸۵ صفحه کلاس در کار و ۸۴ صفحه فعالیت در است. شده آغاز خلاصه صورت به تابع

کلی حقیقت این سپس ناپیوسته اند. آنها در حقیقت در و نیستند مشتق پذیر شده داده نقطه در که می شود روبرو

.(۵۰ (شکل است آمده ۸۶ صفحه قضیه قالب در می دهد، نتیجه را پیوستگی مشتق پذیری که

۸۶ صفحه قضیه :۵۰ شکل

نظر به علاوه، به است. کتاب این در شده آورده اثبات های معدود از قضیه این اثبات گفت باید

درک به قبل، درس از مطالب این صحیح تفکیک همراه به درس این در مطالب آوردن روند می رسد
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،۱۳۹۴ سال دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب در می کند. کمک آموز دانش بهتر

بود. شده آورده معناداری تفکیک بدون و هم سر پشت مطالب

شدن روشن برای مثالی و نیست برقرار فوق قضیه عکس که می شود تاکید خوبی به درس ادامه در بلافاصله

.(۵۱ (شکل است آمده مطلب

۸۶ صفحه قضیه :۵۱ شکل

می شود. آشنا مثال این حل خلال در راست و چپ مشتق های یعنی یکطرفه، مشتق مفهوم با آموز دانش

است. شده آورده مستقل طور به ادامه در راست و چپ مشتق های تعریف گرچه

۸۷ صفحه :۵۲ شکل

نقطه .(۵۳ (شکل ندارد وجود تابع مشتق آنها در که می پردازد حالاتی بیان به کتاب ۸۹ و ۸۸ صفحات

است. ۸۹ صفحه ابتدای مفید و خلاصه توضیحات قبلی، ویرایش های به نسبت اینجا در کتاب مثبت

در ما پیشنهاد می دهد. نمایش را مختلف حالت های هندسی نظر از خوبی به نیز بعدی کلاس در کار

پذیر مشتق یا و دارد مشتق تابع آنها در که نقاطی جبری نظر از بیشتر که است مثال هایی آوردن اینجا

پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب ۱۳۷ صفحه در مثالی مشخص، طور به شوند. بررسی نیست،

.(۵۴ (شکل است مفید نظر به که است شده آورده ۱۳۹۴ سال دانشگاهی



۶۷ متوسطه ریاضی کتاب های آنالیزی مفاهیم

۸۹ صفحه :۵۳ شکل

۱۳۹۴ سال دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب ۱۳۷ صفحه مثال :۵۴ شکل

از است. شده تعریف ۹۱ صفحه ابتدای در تابع یک عنوان به مشتق ،۹۰ صفحه در توضیحاتی آمدن با

محاسبه برای شده آورده مثال دو هر در که است این توجه قابل نکته بگذریم، که ۹۰ صفحه توضیحات کیفیت

است. نشده داده توضیح مثال ها این در مشتق تابع دامنه محاسبه نحوه مشتق، تابع

شده حل مثال های در اما است شده ذکر آن دامنه محاسبه نحوه مشتق، تابع معرفی در که کنید دقت

است. نشده دامنه آوردن دست به چگونگی به اشاره ای هیچ

زیرا شود، آورده شده حل مثال یک عنوان به نیز ۹۲ صفحه کلاس در کار می شود پیشنهاد علاوه، به

شود. می محاسبه آن مشتق که است ضابطه ای چند تابعی از نمونه اولین

مشتق تابع معرفی از پس تابع، یک ناپذیری مشتق نقاط ،۱۳۹۴ چاپ کتاب در که کنیم اشاره است لازم

است. شده آورده
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۹۱ صفحه های مثال :۵۵ شکل

شروع ۹۲ صفحه در منظم روندی با اولیه، توابع مشتق معرفی که است این کتاب دیگر مثبت نکته

دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب در f(x) = xr برای مشتق تابع می شود.

آمده توضیحات می رسد نظر به حال، این با است. شده ثابت و بیان r گویای عدد هر برای ،۱۳۹۴ سال

کمال با چند هر است. شده خلاصه خوبی به و است کافی تابع این مشتق معرفی برای حاضر کتاب در

مدنظر ۳ و ۲ فرجه با تنها رادیکالی توابع کتاب این در که است شده ذکر ۹۳ صفحه پاورقی در تعجب

این در را r برای گرفته نظر در مقادیر است کافی تنها ،f(x) = xr تابع مشتق معرفی با هستند!

برای اثباتی توان می کتاب، این در موارد از بسیاری مانند که کنید دقت کنیم. بیان گویا اعداد کتاب،

نیاورد. فرمول این

است شده آورده کتاب ۹۴ صفحه در توابع تقسیم و ضرب حاصل حاصل جمع، مشتق محاسبه مهم قوانین

.(۵۶ (شکل

۹۴ صفحه گیری مشتق قوانین :۵۶ شکل

و صفحه همین در بعد مثال حال این با شود. آورده روابط از یکی حداقل برهان است بهتر صورت هر در

است. مناسب قوانین این بکاربردن تمرین برای (۵۷ (شکل ۹۵ صفحه کلاس در کار



۶۹ متوسطه ریاضی کتاب های آنالیزی مفاهیم

۹۵ صفحه کلاس در کار :۵۷ شکل

تقسیم مشتق قانون برهان و ۱۳۹۲ سال حسابان کتاب در قوانین این از برخی برهان که کنیم می یادآوری

کتاب در اما است. شده آورده ۱۳۹۴ سال دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب در توابع

است. شده آورده قوانین این بیان از بعد مثال هایی مناسبی طرز به حاضر،

نحو به کتاب مختلف مطالب که کرد اشاره نکته این به می توان حاضر کتاب قوت نقاط دیگر از

موضوع این شاید نمی شود. گم پیوسته بهم مطالب از انبوهی میان در دانش آموز و شده اند تفکیک مناسبی

مذکور کتاب که این با باشد. مشهود ۱۳۹۴ سال دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب در

به است، مطالب مناسب تفکیک عدم آن منفی نقاط از یکی است، مناسبی محتوای دارای موارد بسیار در

موارد، از بسیاری در وجود، این با می کند. گم را موضوع دو میان رابطه آموز دانش موارد برخی در که طوری

قاعده همان یا مرکب تابع مشتق قانون بیان نحوه به لطفا می رسد. نظر به جامع تر مذکور کتاب توضیحات

(۵۹ و ۵۸ (شکل کنید توجه کتاب دو در زنجیری

۹۶ صفحه زنجیری قاعده :۵۸ شکل

مشتق گیری فرمول های علاوه، به می کند! درک بهتر را توضیحات این از یک کدام دانش آموز که است واضح پر

با همراه بیشتری فرمول های می کنیم پیشنهاد است. شده گفته خلاصه صورت به خیلی مرکب توابع از

توابع به می توان آنها، مهمترین از شود. آورده شده حل مثال های

y = n
√
x, y = n

√
xm, y = n

√
u, u = sin x, u = cos x
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۱۳۹۴ سال دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب در زنجیری قاعده :۵۹ شکل

در زنجیری قاعده مانند مهمی موضوع برای شده حل مثال های تعداد بگذریم، که هم بیان روش از کرد. اشاره

است. کم کتاب این

نشده آنها به اشاره ای هیچ کتاب این در که است مشتق برای لایب نیتز نمادهای معرفی دیگر نکته

است:
d

dx
(f(x)) = f ′(x).

این در آنها معرفی و می گیرند قرار استفاده مورد کارشناسی دوره ریاضی دروس در گسترده طور به نمادها این

می رسد. ضروری نظر به کتاب

رشته برای شده بیان حذفیات بر علاوه تجربی، رشته دوازدهم پایه ۳ ریاضی کتاب در که کنیم اشاره باید

شده اند. حذف نیز نمودار رسم و تقعر و عطف نقطه مباحث ریاضی،

به را درس این محتوای توان می گرچه است. شده پرداخته تغییر آهنگ به فصل این از سوم درس در

مشخص، طور به است. مناسب تمرین ها و مثال ها بیشتر می سد نظر به کرد، بیان خلاصه تر صورت

است. کاربردی و مفهومی اما است، طولانی گرچه (۶۰ (شکل ۱۰۷ صفحه مثال

پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب دارد. باروری نرخ مورد در مفیدی مثال نیز ۱۰۶ صفحه

کمی مطالب متوسط آهنگ مورد در و است کرده بحث لحظه ای آهنگ مورد در بیشتر ۱۳۹۴ سال دانشگاهی

است آمده ۱۳۹۴ سال کتاب در آنچه با موضوع این در حاضر کتاب مثال های و بیان روش حال هر در دارد.

است. متفاوت کاملا



۷۱ متوسطه ریاضی کتاب های آنالیزی مفاهیم

۱۰۷ صفحه مثال :۶۰ شکل

مناسب تفکیک می شود، دیده نیز قبل فصل های در آنچه همانند مشتق کاربردهای پنجم: فصل ۶ .۳

سه به فصل این است. ۱۳۹۴ سال کتاب به نسبت حاضر کتاب قوت نقاط از یکی نیز فصل این در مطالب

.(۶۱ (شکل است شده تقسیم درس

مشتق کاربردهای پنجم: فصل :۶۱ شکل

۱۱۳ صفحه کلاس در کار ،۱۱۳ و ۱۱۲ صفحه در آنها تعریف و اکسترمم نقاط خصوص در مقدمه ای از پس

پیدا نمودار به توجه با را مطلق و نسبی اکسترمم نقاط باید آموز دانش که است نمودار چند شامل (۶۲ (شکل

در (مجموعه) بازه یک در مطلق اکسترمم های که است شده بیان درستی به ۱۱۳ صفحه در چه اگر کند.

آموز دانش نیست مشخص واقع در و نبوده کامل سوال بیان کلاس در کار در اما می شوند، گرفته نظر

کند. پیدا بازه کدام روی را مطلق اکسترمم های باید
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۱۱۳ صفحه کلاس در کار :۶۲ شکل

کاربرد و بحرانی نقاط معرفی این که دیگر نکته است. شده تعریف تابع یک بحرانی نقاط ۱۱۷ صفحه در

اکسترمم نقاط یافتن خصوص در مطلبی و است آمده کتاب این در مطلق اکسترمم های یافتن برای فقط آنها

با نسبی اکسترمم های یافتن روش اگر که است حالی در این است. نیامده بحرانی نقاط با آنها ارتباط و نسبی

انتهای و ابتدا نقاط بررسی با نیز را مطلق اکسترمم  نقاط می توان بلافاصله شود، بیان بحرانی نقاط از استفاده

آورد. دست به نظر مورد بازه

ریاضی کتاب البته می باشد. ۱۱۹ و ۱۱۸ صفحه در مثال دو دارای حاضر کتاب بهینه سازی، موضوع در

از متنوعی تمرین های و مثال ها آن در که است بهینه سازی نام به مجزا درس یک دارای تجربی دوازدهم پایه ۳

است. شده آورده موضوع این

شده بیان (۶۳ (شکل ۱۲۱ صفحه قضیه در تابع بودن نزولی یا صعودی با تابع یک مشتق بین ارتباط

بعدی کلاس در کار همچنین، می رسد. نظر به مناسب دو این رابطه درک برای ۱۲۰ صفحه فعالیت است.

باشد. مفید باشد، برقرار آن شرایط ابتدا قضیه این از استفاده برای باید که مطلب، این فهم در می تواند نیز

عبارت به شود. گنجانده کتاب در عینی مثال هایی از استفاده با نکات این می کنیم پیشنهاد چند، هر

باشد. یکنوا ولی نباشد مشتق پذیر شده داده بازه یک در که شود آورده تابع یک از مثالی دقیق تر،

بکار با دانش آموز که شود گنجانده کتاب در مثال هایی قضیه، بیان از پس می شود پیشنهاد علاوه، به

صفحه مثال کند. بررسی را مختلف بازه های روی شده داده تابع بودن نزولی یا صعودی قضیه، این بردن

به است، آمده ۶۴ شکل در که ۱۳۹۴ سال دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب ۱۷۹

کند. تمرین را فوق قضیه بکاربردن می کند کمک آموز دانش
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۱۲۱ صفحه قضیه :۶۳ شکل

۱۳۹۴ سال دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب ۱۷۹ صفحه مثال :۶۴ شکل

مراتب به مثال هایی شامل ۱۳۹۴ سال کتاب گفت باید نیز تمرین ها و مثال ها دشواری سطح نظر نقطه از

محتوای بیشتر جامعیت از ناشی مثال ها دشواری موارد از بسیاری در که گرفت نظر در باید البته بود. دشوارتر

ببینید. را ۶۶ و ۶۵ شکل های مبحث، همین از نمونه یک عنوان به است. مذکور کتاب در آمده

۱۳۹۴ سال کتاب ۱۸۷ صفحه مثال :۶۵ شکل
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۱۳۹۴ سال کتاب ۱۸۸ صفحه تمرین :۶۶ شکل

است. نسبی اکسترمم های یافتن برای (۶۷ (شکل دوم مشتق آزمون مبحث، این در مهم حذفیات دیگر از

اشاره پیش تر که همانطور البته است. اول مشتق آزمون از ساده تر مراتب به موارد برخی در آزمون این از استفاده

است. شده تاکید مطلق اکسترمم های بر بیشتر کتاب این در شد،

۱۳۹۴ سال کتاب در دوم مشتق آزمون :۶۷ شکل

توضیحات می رسد نظر به دارد. اختصاص توابع نمودار عطف نقطه و منحنی ها تقعر به فصل این دوم درس

صریح و مجزا صورت به منحنی یک تقعر تعریف می شود پیشنهاد چند هر است. مناسب درس ابتدایی

راببینید. ۶۸ شکل . شود بیان

۱۳۹۴ سال کتاب ۱۸۱ صفحه در تقعر تعریف :۶۸ شکل
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بعد مثال همچنین، هستند. مناسب منحنی تقعر جهت درک برای نیز ۱۲۸ صفحه فعالیت در آمده تابع دو

می رسد. مناسب نظر به دشواری و محاسباتی نظر از نیز (۶۹ (شکل ۱۲۹ صفحه قضیه از

۱۲۹ صفحه مثال و قضیه :۶۹ شکل

نیز است آمده کتاب این از درس آخرین عنوان به که توابع نمودار رسم مورد در توابع نمودار رسم ۷ .۳

۱۳۹۴ سال ویرایش از پایین تر مراتب به دشواری نظر از حاضر کتاب در شده حل مثال های سطح گفت باید

رفتار جدول ،۱۳۹۴ سال دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب در مثال، عنوان به است.

است. شده آورده g(x) = sin−1(1/x) و f(x) = tan−1(1/x) همچون مثلثاتی معکوس توابع نمودار و

و دو درجه چندجمله ای های آنها مخرج و صورت که گویایی توابع نمودار رسم و رفتار جدول بررسی همچنین،

در را موضوع این می توان شد، اشاره آن به قبلا که کلی روند طبق چند هر است. شده گنجانده نیز هستند سه

متوسطه دوره چهارم سال آنالیز“ و ”جبر کتاب مثال، عنوان به کرد. مشاهده نیز قدیمی تر کتاب های با مقایسه

شده حل مثال های انبوه میان در که است داده اختصاص توابع نمودار رسم به را کامل فصل یک ،۱۳۶۰ چاپ

ببینید. را ۷۰ شکل زد. مثال را مثلثاتی توابع و متناوب توابع نمودار رسم می توان آن
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۱۳۶۰ چاپ متوسطه چهارم سال آنالیز“ و ”جبر کتاب در مثلثاتی توابع نمودار رسم :۷۰ شکل

انتگرال پیشنهادی: فصل .۴

است. انتگرال مبحث حذف است، وارد کتاب جدید ویرایش به که انتقاداتی بزرگترین از یکی گفت باید

انتگرال مورد در محتوا صفحه ۴۰ شامل دانشگاهی پیش دوره در ۱۳۹۴ سال کتاب که است حالی در این

آموزش است. داده آموزش مجموع حد عنوان به مساحت مطالعه با را انتگرال شده اشاره کتاب است! بوده
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حساب اساسی قضیه علاوه، به می باشد. مذکور کتاب اهداف مهمترین از آن ابتدایی ویژگی های و معین انتگرال

است. آمده کتاب این در نیز آن فرمول های برخی و نامعین انتگرال معرفی همچنین و انتگرال و دیفرانسیل

فرمول های و است فراگرفته را توابع مشتق مفهوم قبلی فصل های در آموز دانش اینکه به توجه با

مشتق پاد همان یعنی مشتق گیری، عمل عکس عنوان به را انتگرال مفهوم می توان می داند، را مشتق گیری

باشیم. داشته کتاب مطالب حجم شدن زیاد از بیمی آنکه بدون گنجاند، کتاب در نامعین انتگرال و

می دهیم. ارائه پیشنهادی مطلب این برای مختصری محتوای ادامه در

انتگرال .۵

آن مشتق به f مانند تابع یک از را ما که عملی یعنی شدیم. آشنا مشتق گیری عمل با گذشته فصل های در

شده داده f(x) تابع کنیم فرض هستیم. مشتق گیری عمل عکس دنبال به فصل این در می رساند. f ′ یعنی

آنرا باشد، موجود تابعی چنین اگر .F ′(x) = f(x) که طوری به هستیم F (x) مانند تابعی دنبال به باشد.

داریم نیز c مانند ثابت عدد هر برای آنگاه ،F ′(x) = f(x) اگر که کنید دقت می نامیم. f تابع پادمشتق یک

ثابت عدد هر برای آنگاه باشد، f(x) پادمشتق یک F (x) اگر بنابراین .(F (x)+ c)′ = F ′(x) = f(x)

است. f(x) مشتق پاد یک نیز F (x) + c تابع c مانند

مشتق پاد یک F (x) = x2 تابع بنابراین .y′ = 2x با است برابر y = x2 تابع مشتق می دانیم .۱

تابع مشتق پاد یک نیز x2 + c تابع ،c مانند ثابت عدد هر برای همچنین، باشد. می f(x) = 2x تابع

می باشد. f(x) = 2x

F (x) = تابع ،c مانند ثابت عدد هر برای بنابراین .y′ = cos x با است برابر y = sin x تابع مشتق .۲

است. f(x) = cos x تابع مشتق پاد یک sin x+ c

می دهیم. نشان
∫
f(x)dx نماد با و می نامیم f نامعین انتگرال را f(x) تابع مشتق های پاد همه مجموعه

بنابراین دارند. اختلاف ثابت عدد یک در که است توابع از دسته ای نامعین انتگرال یک جواب بنابراین

∫می نویسیم
f(x) dx = F (x) + c.

که می دهد نشان انتگرال گیری المان می نامیم. انتگرال گیری المان را dx و انتگرالده را f(x) نمایش، این در

عبارت به است. f تابع از دلخواه مشتق پاد یک F (x) که کنید دقت می گیریم. انتگرال متغیری چه حسب بر

بیابیم. را آن از دلخواه مشتق پاد یک است کافی ،f تابع نامعین انتگرال یافتن برای دیگر،

بلافاصله زیر انتگرال های فرمول است، شده بیان گذشته های فصل در که توابع مشتق فرمول از استفاده با

شود: می نتیجه
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.۱ .۵ قضیه

1)

∫
xndx =

1

n+ 1
xn+1 + c;

2)

∫
sin xdx = − cos x+ c;

3)

∫
cos xdx = sin x+ c.

نتیجه بلافاصله انتگرال برای زیر خواص است، آمده ۹۴ صفحه در که مشتق خواص از استفاده با همچنین،

می شود:

عددی a کنیم فرض و هستند نامعین انتگرال دارای که باشند دوتابع g(x) و f(x) کنید فرض .۲ .۵ قضیه

اینصورت در باشد. ثابت

1)

∫
(f(x)± g(x))dx =

∫
f(x) dx±

∫
g(x) dx,

2)

∫
a f(x) dx = a

∫
f(x) dx,

است، شده حذف حاضر کتاب در اساسی توابع از بسیاری مشتق اینکه دلیل به متاسفانه که کنیم اشاره باید

نیست. بیان قابل نیز توابع این نامعین انتگرال

سپاس گزاری

طوسی“ ریاضی پژوهشی ”گروه در مطالعاتی فرصت قالب در نویسنده که است پژوهشی حاصل طرح این

پیشنهاد که ایشان از نویسنده است. گذرانده مصلحیان صال محمد دکتر آقای نظارت تحت ۱۴۰۰ بهار در

داشته اند، عهده بر را پژوهش محتوای بر نظارت و بررسی مورد کتاب های و منابع آوردن فراهم پژوهش، موضوع

به تبادکان، پرورش و آموزش اداره ریاضی دبیر روشنی، امین آقای از نویسنده علاوه، به می نماید. قدردانی

می نماید. قدردانی و تشکر ایشان ارزشمند پیشنهادات و نظرات واسطه

مراجع

پرورش، و آموزش وزارت آموزشی ریزی برنامه و پژوهش سازمان ،۱۱۱۲۱۴ ـ متوسطه دوم دوره یازدهم پایه − (۱) حسابان [۱]

.۱۳۹۹ چهارم، چاپ ایران، درسی کتابهای نشر و چاپ شرکت

پرورش، و آموزش وزارت آموزشی ریزی برنامه و پژوهش سازمان ،۱۱۲۲۱۴ ـ متوسطه دوم دوره دوازدهم پایه − (۲) حسابان [۲]

.۱۳۹۹ سوم، چاپ ایران، درسی کتابهای نشر و چاپ شرکت
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های کتاب نشر و چاپ شرکت پرورش، و آموزش وزارت آموزشی ریزی برنامه و پژوهش سازمان ،(۲۵۸/۱ کتاب (کد حسابان [۳]

.۱۳۹۲ چهارم، چاپ ایران، درسی

آموزش وزارت آموزشی ریزی برنامه و پژوهش سازمان ،(۲۹۵/۱ کتاب (کد دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب [۴]

.۱۳۹۴ چهارم، چاپ ایران، درسی های کتاب نشر و چاپ شرکت پرورش، و

داورپناه، چاپخانه ایران، درسی های کتاب سازمان فیزیک، و ریاضی رشته عمومی متوسطه آموزش سوم سال جبرـ و حساب [۵]

.۱۳۵۵

آموزش وزارت آموزشی برنامه ریزی و پژوهش سازمان فیزیک، و ریاضی رشته عمومی متوسطه آموزش چهارم سال آنالیزـ و جبر [۶]

.۱۳۶۰ مطبوعات، چاپخانه پرورش، و

چاپ شرکت ایران، درسی های کتاب سازمان فیزیک، و ریاضی رشته عمومی متوسطه آموزش چهارم سال ،۲ و ۱ آنالیز و جبر [۷]

.۱۳۵۶ گلشن، آفست

وزارت آموزشی ریزی برنامه و پژوهش سازمان ،۱۱۱۲۱۱ تجربی علوم رشته متوسطه دوم دوره یازدهم پایه − (۲) ریاضی [۸]

.۱۳۹۶ اول، چاپ ایران، درسی های کتاب نشر و چاپ شرکت پرورش، و آموزش

وزارت آموزشی ریزی برنامه و پژوهش سازمان ،۱۱۲۲۱۱ تجربی علوم رشته متوسطه دوم دوره دوازدهم پایه − (۳) ریاضی [۹]

.۱۳۹۹ سوم، چاپ ایران، درسی های کتاب نشر و چاپ شرکت پرورش، و آموزش

.https://www.khabaronⅼine.ir/news/۳۴۷۷۲۲ خبرآنلاین ایران، آموزشی نظام در گذشته دهه سه تغییرات تالانی، ز. [۱۰]

مدرسه ای، آموزش وثوق، م. بهمنی، دخت نوغانی م. میرزاوزیری، م. مرصعی، ع. صنمی، ا. مصلحیان، م.ص. صادقی، ق. [۱۱]

.ⅮOI.10.22108/ⅿsⅽi.2021.130621.1470 جامعه، و ریاضی نشریه است، این مساله

مشهد، ریاضی دبیران جمع در سخنرانی ،۲ و ۱ حسابان دبیرستانی: کتابهای نقد مصلحیان، م.ص. [۱۲]

http : //profsite.um.ac.ir/ ∼ moslehian/Moslehian− Calculus1− 2.pdf
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فن آوری و جبر خطی

نوحی۱ فریبا

ایران مشهد، رضوی، خراسان حرفه ای و فنی دانشگاه الزهرا، حرفه ای و فنی آموزشکده کامپیوتر، گروه ۱

f.noohi@gmail.com

می دهیم. توضیح جهان روز فن آوری در را جبرخطی کاربردهای از تاریخچه ای ساده زبان با مقاله این در چکیده.

در آنچه بر حد چه تا می رسد مقدماتی نظر به که ریاضیاتی دهیم نشان مثال هایی ذکر با که است آن هدف

است. داشته تاثیر گذرد می ما دنیای

پیش گفتار .۱

قادر علم این کنیم. پایه گذاری را فکری نظم یک و بشناسیم را جهان تا است کرده کمک ما به ریاضیات

ما به را ارتباط برقراری مهارت حتی و مسأله حل توانایی خلاقانه، و نقاد تفکر منطقی، استدلال نحوه است

ما زندگی جای جای در ریاضیات زندگی. به بخشیدن نظم و درک برای است قدرتمندی ابزار ریاضی بیاموزد.

حتی طبیعت، در همچنین و نرم افزارها و مهندسی اقتصاد، شمردن، گیری، اندازه مانند کارهایی در دارد، حضور

مانند احساساتی حتی و بپردازد طبیعی های پدیده توضیح به می تواند ریاضی نداریم. حضور ما خود که جایی

تنها «نه استرالیا ولز ساوث نیو دانشگاه ریاضی استاد بریتز توماس قول به کند. توصیف را زیبایی از ما درک

در را زیبایی بریتز دکتر هستند.» تنیده هم در دو این و است ریاضی نوعی نیز زیبایی بلکه زیباست، ریاضیات

آن بودم کودک وقتی از است. جالب بسیار ریاضیات من، دیدگاه «از افزاید: می او است. یافته ریاضی فرآیند

سایر است. آن تفاسیر در گاهی و نتایج در گاهی مفاهیم، در ریاضی لذت و زیبایی گاهی، داشتم. دوست را

2020 Mathematics Subject Classification. 01A60, 01A61

تصویر. پردازش داده، علم اینترنت، خطی، جبر کلیدی. واژگان
۱۴۰۱/۴/۱۹ برخط انتشار ۱۴۰۱/۳/۱۷ پذیرش ۱۴۰۱/۳/۱۲ بازنگری ۱۴۰۱/۲/۲ دریافت تاریخ:

. ۸۰ –۹۰ ،۱ شماره ،(۱۴۰۱) ۲ ریاضی، علوم سوی به فن آوری، و خطی جبر نوحی، ف. مقاله: این به ارجاع نحوه
۸۱
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تنها یا می گیرید فرآیند این طی که احساسی می کند، باز را شمار ذهن که است فکری فرآیند های این اوقات،

.[۱] خوب» کتاب یک در شدن گم مانند است؛ جریان در که کاری

روزانه عملکردهای از تعدادی در آن بی بدیل حضور تاریخچه از گوشه ای به ریاضیات ستایش و مقدمه این با

می پردازیم. هستیم ارتباط در آن با همگان امروزه که متداولی بسیار و

و نویسنده یک بین ارتباط مانند اینترنت و ریاضیات ارتباط ندارد. معنا اینترنت بدون ما زندگی امروز

تنگاتنگ ارتباط در زبان تکامل با نوشته هایش و نمی رسد سرانجام به زبان بدون نویسنده یک کار است. زبان

پخش محاسبات، انجام امکان دو مبنای در اعداد دستگاه و آمدند وجود به ریاضی زبان کمک به رایانه ها است.

همه است. آورده فراهم را می کنیم مشاهده اینترنت از استفاده در امروز که آنچه هر و تصاویر نمایش موسیقی،

و اینترنتی آدرس دهی رایانه ها، عملکرد ریاضی منطق قوانین می شود. انجام ۱ و ۰ الفبای حرف دو با این ها

استفاده با نیز شبکه امنیت روش های طراحی و داده ها مدیریت همچنین می کنند. مدیریت را جستجو موتورهای

ریاضیات پیشرفت برای مساعدی زمینه نیز وب شبکه و اینترنت دیگر سوی از می پذیرند. انجام ریاضیات از

دارند دسترسی خود همکاران دستاوردهای آخرین به جستجو امکانات از استفاده با ریاضیدانان و کرده اند فراهم

طرف دو هر برای که است معامله ای این واقع در بپردازند. نظر تبادل به می توانند اینترنتی ارتباط طریق از و

است. سود آور

پردازش و می شود تولید اینترنت در آن اعظم قسمت که داده هایی داده هاست. دنیای امروز دنیای دیگر سوی از

و اجتماعی مطالعات امنیت، اقتصاد، مانند هایی حوزه از ناپذیری جدایی جزء آنها از اطلاعات استخراج و

سراسر در اند. گرفته شکل نیازها به توجه با و ما امروزی دنیای در نیز دیگر علوم بسیاری است. آن مانند

مراکز به تصاویری لحظه هر در و شده اند جایگذاری مختلف کاربردهای برای بسته مدار دوربین های شهرها

می کنند. ارسال مختلف

بین خطی نگاشتهای و برداری فضاهای با که شاخه ای است. جبر خطی ریاضی جذاب شاخه های از یکی

باشد. نشده پیدا آن در خطی جبر از رد پایی که ندارد وجود جایی امروز علم حیطه در واقع در دارد. سروکار آنها

وب، سیستم به خصوص فن آوری حوزه در را جبر خطی کاربردهای برخی ساده زبان با داریم سعی مقاله این در

چون و چند به و نیست مسأله ریاضی توضیح هدف اینجا در کنیم. بیان تصاویر سازی فشرده و داده پردازش

و آوری فن دستاوردهای آخرین توضیح هدف حتی نمی پردازیم، بحث مورد الگوریتم های به رسیدن چرایی و

حد چه تا جبر خطی مقدماتی قضایای که می دهیم نشان مثال هایی ذکر با تنها بلکه نیست، آنها بر ریاضی تاثیر

در که جستجویی الگوریتم های گذاشته اند. تاثیر ما روزمره زندگی بر نتیجه در و دارند سهم فن آوری پیشرفت در

و کرده تغییر زمان طول در که بودند امروزی سبک به شده طراحی الگوریتم های اولین از می پردازیم آنها به زیر

موتورهای کارکرد درک برای خوبی شروع آنها ایده سادگی ولی اند، شده تبدیل کار آمدتر بسیار هایی الگوریتم به

است. جستجو
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جستجو الگوریتم های در خطی جبر از استفاده .۲

در هستند. برداری فضاهای می گیرند، قرار آن در داده ها و متغیرها که فضاهایی معمولا فن آوری حوزه در

اصلی جستجوی موتورهای تمام تقریباً می گردد. میسر خطی جبر ابزارهای از استفاده با مسائل پردازش نتیجه

داده تحلیل نوعی پیوند تحلیل می کنند. استفاده خود جستجوی نتایج بهبود برای پیوند۱ تحلیل از امروزی وب

وب، ابرپیوند۲ ساختار از استفاده و روش این بنیان می کند. تحلیل را وب صفحات ارتباط چگونگی که است

در انقلابی به جبرخطی یعنی آن پشتوانه ی و تحلیل پیوند روش است. شده ساخته ماتریس نظریه برمبنای

مقابل در (۱۹۹۸ از (قبل پیوند تحلیل روش از پیش جستجوی روش که طوری به شد، منجر وب جستجوی

باخت. رنگ کاملا آن از پس توجه قابل دقت با جستجوی

آن با مربوط صفحات که دارد انتظار جستجو موتور از است، مطلبی یا عبارت جستجوی در کاربری وقتی

این می کنید جستجو را چیزی گوگل در وقتی حاضر حال در دهد. قرار وی دسترس در اهمیت ترتیب به را مطلب

است پیشرفته جستجوی الگوریتم های وجود از ناشی قابلیت این شود. می برآورده زیادی بسیار حد تا انتظار

وضعیت دقیقه یک برای پی ببریم پیوند تحلیل روش اهمیت به که این برای استوارند. پیوند تحلیل روش بر که

یک از جو و پرس یک وب صفحات بی شمار تعداد دلیل به بیاورید. نظر در ۱۹۹۸را سال از قبل جستجوی

کاربر می داد. نشان را مرتبط صفحه هزاران تا گاهی حتی صفحات، از طولانی بسیار فهرست اغلب موتور

دلیل به که است واضح می یافت. را ارتباط بیشترین با صفحاتی و کرده مرتب را بالا بلند لیست این می بایست

موتور یک فریب برای زیرا می کرد، کاربر به کمی کمک جستجو نتیجه ی در شده ارائه ترتیب هرزنامه ها۳ وجود

استفاده متا تگ ها از آزادانه طور به هرزنگارها۴ صفحه، یک برای معمول حد از بالاتر رتبه ی تولید جهت جستجو

عبارات این البته که است، برخوردار محبوبی جستجوی عبارات از آنها صفحه که می کردند ادعا و می کردند

کوتاهی عبارات متاتگ ها که باشد مفید نکته این به اشاره شاید اینجا در نمی شدند. ظاهر صفحات در هرگز

هرزنگارها دارند. وجود صفحه آن کد در بلکه نمی شوند ظاهر صفحه خود در که هستند صفحه یک توصیف در

می کردند تکرار بارها سفید) زمینه ی روی سفید (متن نامرئی متون در را محبوب جستجوی عبارات همچنین

روبرو موضوع با مرتبط ظاهراً صفحات از ساختگی ترتیبی با کاربر ترتیب این به بفریبند. را جستجو موتور تا

جدید، الگوریتم های ورود با نبود. نظر مورد موضوع با بیشتر و واقعی ارتباط از نشان واقع در که می شد

الگوریتم های اولین رتبه صفحه۶ و هیتس۵ الگوریتم های شدند. بی اثر جستجو موتورهای در تدریج به متا تگ ها

را جستجو فرآیند ملاحظه ای قابل به طور دو هر و یافتند توسعه ۱۹۹۸ سال حدود در که بودند پیوند تحلیل

ⅼink anaⅼysis۱

hyperⅼink۲

spaⅿs۳

spaⅿⅿers۴

HITS۵

PageRank۶
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از ولی دادند بهتری های الگوریتم به را خود جای زمان طول در ها الگوریتم این دوی هر البته بخشیدند. بهبود

این می کند، کمک انها در دخیل ریاضیات و جستجو الگوریتم های کار چگونگی درک به آنها با آشنایی که آنجا

می پردازیم. هیتس الگوریتم از ساده ای توصیف به ابتدا می کنیم. بررسی مختصر طور به را ها الگوریتم

تمرکز منظور به را آن کلاینبرگ۷ جان که است پیوند تحلیل روش یک هیتس الگوریتم هیتس. الگوریتم .۱ .۲

صفحات بین در الگویی متوجه او .[۵] کرد ابداع وب درصفحات جستجوها قاعده بدون و طویل لیست های بر

برخی و داشتند زیادی خروجی پیوندهای زیرا می کردند عمل پرتال یا ۸ کانون یک مانند صفحات برخی شد. وب

درباره مهمی اطلاعات حاوی که صفحاتی عنوان به زیرا می کردند، عمل موضوع یک منبع یا قلمرو۹ مانند دیگر

کانون های می رسد به نظر که دریافت کلاینبرگ داشتند. بسیاری ورودی پیوندهای یا ارجاعات بودند، موضوع

قرار اشاره مورد خوب کانون های وسیله به خوب قلمروهای و می کنند اشاره خوب قلمروهای سوی به خوب

واقع در داد. اختصاص ai قلمروی امتیاز یک و hi کانونی امتیاز بک i صفحه هر به او بنابراین می گیرند.

شدند: تعریف زیر شکل به a(k)i قلمروی امتیاز و h(k)
i کانونی امتیاز k تکرار، در ،i صفحه هر به ازای

ai
(k) =

∑
j:eij∈E

hi
(k−1), hi

(k) =
∑

j:eij∈E

ai
(k).

برای او است. ابر پیوندها همه مجموعه E و است j صفحه به i صفحه از پیوند ابر یک نمایش eij اینجا در که

خاص همسایگی یک در صفحات تعداد n اگر یعنی کرد، شروع یکنواخت امتیاز با صفحه یک امتیاز محاسبه

داد قرار باشد، نظر مورد لیست از

hi
(1) =

1

n
, ai

(1) =
1

n
.

اشاره آنها به لیست این از که صفحاتی تمام و نظر مورد لیست صفحات تمام همسایگی از منظور اینجا در

صد شامل می تواند نظر مورد لیست نیاز به بسته و می باشد است، شده اشاره لیست صفحات به آنها از یا شده

شوند، همگرا ایستا مقدار یک به که زمانی تا فوق تکراری قاعده با امتیازها این باشد. صفحه هزار صدها یا

و h کنید فرض بنویسیم. ماتریسی شکل به را فوق معادلات می توانیم خطی جبر کمک با . می شوند محاسبه

در مجاورت ماتریس L کنید فرض و باشند قلمروی و کانونی امتیازات حاوی ترتیب به ستونی بردارهای a

صورت این غیر در و باشد داشته پیوند j صفحه به i صفحه اگر Lij = 1 یعنی باشد، همسایگی مجموعه

داریم صورت این در .Lij = 0

a(k) = LTh(k−1) anⅾ h(k) = La(k),

Jon Kⅼeinberg ۷

hub۸

authority۹
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می رسیم زیر نتایج به محاسباتی، انجام با و

a(k) = LTLa(k−1)

h(k) = LLTh(k−1),

مسأله حل هیتس الگوریتم وظیفه دارند. نام قلمروی۱۱ ماتریس LLT و کانونی۱۰ ماتریس LTL اینجا در که

ویژه بردار

LTLa = λ1a, LLTh = λ1h

بود. خواهند نظیر ویژه بردارهای h و a و (LLT (و LTL ویژه مقدار بزرگترین λ1 آن در که بود، خواهد

یکتایی وجود، همگرایی، مانند مهمی مسائل رود، می کار به هیتس الگوریتم در که مقدماتی جبرخطی بر علاوه

می شوند. حل ریاضی دانش از استفاده با که دارند وجود هم امتیازات این عددی محاسبه و

که زمانی پیج۱۳ لاری و برین۱۲ سرگئی توسط صفحه رتبه و گوگل ایده دوی هر صفحه. رتبه الگوریتم .۲ .۲

پیشرفته تری بسیار الگوریتم های امروزه هرچند گرفت. شکل بودند، استنفورد دانشگاه کامپیوتر علوم دانشجوی

یعنی الگوریتم این نام کند. ساده تر را موضوع درک تواند می رتبه صفحه الگوریتم توصیف ولی اند شده ابداع

کنیم. می شروع پرسش یک با .Ⅼary Page نام هم و دارد اشاره web page در page کلمه به هم PageRank

رتبه بندی کمک با را وب صفحات گوگل که است این پاسخ کند؟ می جستجو را وب صفحات چگونه گوگل

بود الگوریتمی صفحه رتبه چیست؟ رتبه صفحه می کند. جستجو نظر مورد کلیدی کلمات یافتن برای صفحات

روشی و می کرد استفاده خود موتورجستجوی نتایج در وب صفحات رتبه بندی برای گوگل جستجوگر توسط که

به ارجاع پیوندهای کیفیت و تعداد شمارش با صفحه رتبه .[۳ ،۲] بود وب صفحات اهمیت گیری اندازه برای

احتمالا که بود این اساسی فرض کند. تعیین را وب سایت اهمیت از تقریبی تخمین تا می کرد کار صفحه یک

بازگشتی روش پیج و برین کرد. خواهند دیگردریافت سایت های وب از بیشتری مهم ترپیوندهای وب سایت های

آن به دیگر مهم صفحات سوی از اگر بود مهم صفحه یک آنها نظر از کردند. استفاده را کلاینبرگ روش به شبیه

است صفحه هایی رتبه امتیازات مجموع رتبه صفحه) (امتیاز شما صفحه اهمیت آنها نظر از یعنی شود. اشاره

که کردند استدلال اینگونه پیج و برین صفحه، یک رتبه   ریاضی تعریف برای می کنند. اشاره شما صفحه به که

توزیع صفحات بین متناسب طور به باید آن (رتبه ی) وزن می کند، اشاره مکان چندین به مهم صفحه یک وقتی

وزن بایست نمی شما اما است، خوب این کند، می اشاره شما وب صفحه به اگریاهو دیگر، عبارت به شود.

بر علاوه یاهو اگر می کنند. اشاره هم دیگر مکان های از بسیاری به آنها زیرا کنید دریافت را آن کامل (امتیاز)

hub ⅿatrix۱۰

authority ⅿatrix۱۱

Sergey Brin۱۲

Ⅼary Page۱۳
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یاهو صفحه ی رتبه 0.001 معادل اعتباری تنها شما گاه آن می کند اشاره هم دیگر صفحه ی 999 به شما صفحه

کردند: پیشنهاد را زیر بازگشتی فرمول ریاضی استدلال های و ایده این از استفاده با آنها می آورید. دست به را

r
(k+1)
i =

∑
j∈Ii

r
(k)
j

|Oj|
,

تعداد |Oj| و کنند می اشاره i صفحه به که صفحاتی مجموعه Ii ،k تکرار در i−ام صفحه رتبه r(k)i آن در که

صفحات همه برای یکنواخت رتبه یک از هیتس مانند نیز الگوریتم این است. j صفحه خروجی پیوندهای

این می کند. اصلاح را آن تکرار با و کرده شروع r
(0)
i = 1

n
با باشد n صفحات تعداد اگر یعنی می کند. شروع

تکرار k−امین در رتبه صفحه ستونی بردار V T
k کنید فرض داد. نمایش ماتریس ها کمک به توان می را فرآیند

نوشت: زیر فشرده شکل به را رتبه صفحه برای فوق معادلات می توان صورت این در باشد.

V T
k+1 = HV T

k ,

است)، ۱ برابر ستون هر های درایه (مجموع است شده نرمال ستون های با ابرپیوندی ماتریس H آن در که

یعنی

hij =


1

|Oj|
, باشد i صفحه به j صفحه از پیوندی اگر

0, صورت این غیر .در

.[۶] دهیم توضیح را مسأله ساده مثال یک با کنیم می سعی اینجا در

هستند. دوست و می شناسند را همدیگر آنها از برخی که کنید فرض را E و D ،C ،B، A نام های نفربا پنج

بگیرید. نظر در را زیر دوستی ماتریس

H=



A B C D E

A 0 1 1/3 0 1/2

B 1/4 0 1/3 0 1/2

C 1/4 0 0 0 0

D 1/4 0 0 0 0

E 1/4 0 1/3 1 0


و است دوست نفردیگر هرچهار با A که دهد می نشان ماتریس این درواقع حرف هر ستون های به توجه با

E و دارد دوست سه C دارند، دوست یک فقط کدام هر D و B دهد، می مساوی وزن آنها همه ی دوستی به

چه که دیدگاه این از A برای دوستی امتیاز بنابراین است. برابر دوستی ها وزن که کنید دقت دارد. دوست دو
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داریم: توضیح این با .A سطر مجموع از است عبارت هستند، او دوست وزنی چه با و کسانی

F (A) =
11

6
F (B) =

13

12
F (C) =

1

4

F (D) =
1

4
F (E) =

19

12
.

یعنی می دهید برابر امتیاز همه به شما ابتدا در دارد؟ را دوستی امتیاز بیشترین کسی چه نهایت در ببینیم بیایید

می بریم کار به را زیر تکراری روش حال .[1
5
, 1
5
, 1
5
, 1
5
, 1
5
, 1
5
]

Vn+1 = HVn,

که است۱۴ توانی روش همان این اولیه. سطری ماتریس ترا نهاده یعنی V0 = [1
5
, 1
5
, 1
5
, 1
5
, 1
5
, 1
5
]T , آن در که

غالب، ویژه مقدار از منظور اینجا در داد. خواهد ما به را آن با متناظر خاصی ویژه بردار و غالب ویژه مقدار

ویژه ای بردار که می شود ثابت .|µ| ≤ λ ،µ مانند دیگر ویژه مقدار هر ازای به که است λ مانند ویژه ای مقدار

ببینید). را زیر ۱ .۲ (قضیه دارد وجود λ با متناظر نامنفی درآیه های با

داریم می نامیم، V را ویژه بردار این

HV = λV.

.λvi با است برابر i−ام نفر امتیاز آنگاه V = [v1, . . . , v5] اگر

می کنیم. جایگزین وبگاه یک در پیوند با را دوستی مفهوم اکنون

باشد. داشته B وبگاه به ابر پیوند یک اگر است، B وبگاه دوست A وبگاه •

است. کسی چه دوست کسی چه که می شود متوجه وب در گشتن با گوگل •

می شود. مشاهده وبگاه آن در که پیوندهایی تعداد با است برابر وبگاه یک ”دوستان“ تعداد •

نظر مورد ویژه مقدار شد ساخته که آن از پس و می شود، ساخته وب در گشتن حال در H ماتریس •

آید. دست به رتبه صفحه برای تقریبی تا می کنیم محاسبه را

توسط آن از تعمیمی بعداً پرون۱۵و توسط مثبت اکیدا درایه های با ماتریس های برای آن اولیه فرم که زیر قضیه

می کند. تضمین غالب، ویژه مقدار برای را نامنفی درایه های با ویژه ای بردار وجود شده، ثابت فروبینیوس۱۶

صورت این در باشد. نامنفی درایه های با حقیقی مربعی ماتریس یک H = (hij) کنید فرض .۱ .۲ قضیه

بردار همچنین و |µ| ≤ λ ،µ مانند دیگر ویژه مقدار هر ازای به که دارد وجود H برای λ نامنفی ویژه مقدار

است. H مشخصه جمله ای چند ساده ریشه یک λ دارد. وجود نامنفی درایه های با آن با متناظر ویژه ای

power ⅿethoⅾ۱۴

Perron۱۵

Ferobenius۱۶
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که روشی کردن پیدا و هستند جدا مقوله دو معمولا عمل، در جواب کردن پیدا و جواب یک وجود اثبات البته

در افتادن یا و همگرایی مشکل گاهی فوق تکراری روش واقع در است. مهم بسیار شود جواب یافتن به منجر

تصادفی ماتریس های از استفاده با و پرداخته روش این اصلاح به پیج و برین مشکل این حل برای دارد. دور

طور به بلکه نمی پردازیم کار جزئیات به اینجا در ساختند. مناسب های پاسخ یافتن برای دیگری الگوریتم های

بود خواهند صفحه دو بین پیوند وجود احتمال ،H ماتریس درایه های روش ها این در که می شویم متذکر مختصر

روی مناسبی تغییرات بایستی آن از پس و است برخوردار اهمیت از خود هم احتمال این توزیع کردن پیدا که

نوع این از مسائلی حل برای که می دهد نشان این کند. تضمین را جواب همگرایی تا کرد اعمال ماتریس این

خواهد بالاتر نیز نیاز مورد دانش پیچیدگی و سطح جدید مسأله هر طرح با و است کار اساس ریاضی دانش

سریع تر و موثرتر بسیار را جستجو کار که آمده اند وجود به پیشرفته تر بسیار های الگوریتم امروزه واقع در رفت.

است. استوار ریاضی برقضایای آنها همه بنیاد ولی می دهند انجام

داده پردازی در جبر خطی .۳

PⅭA اصلی۱۷، مولفه های تحلیل روش

از درصد ۹۰ واقع در می شود. تولید مختلف اجتماعی های سایت در زیادی داده های روزانه امروز، جهان در

مرتبط و مهم اطلاعات جمع آوری برای داده ها این است. شده تولید گذشته سال چهار یا سه در امروزی داده های

داده ها از غالب ویژگی های استخراج برای ویژگی کاهش تکنیک PⅭA شوند. تحلیل و تجزیه درستی به باید

هنوز که می دهد کاهش کوچکتری مجموعه به طوری را متغیرها از بزرگ مجموعه یک که معنی این به است،

شناخته اصلی» «مولفه های عنوان به استخراج شده ویژگی های این باشند. شده حفظ مهم ویژگی های بیشتر هم

کمی که است این روش این مزیت ولی شود، تمام دقت کاهش بهای به می تواند متغیرها تعداد کاهش می شوند.

الگوریتم های در کمتر داده های پردازش زیرا پردازد، می مسأله کردن ساده تر ازای در بهایی عنوان به را دقت از

این می شود. اجتناب محاسبات در اضافی داده های کردن وارد از و است سریع تر و ساده تر ماشین یادگیری

:[۴] کرد توصیف زیر شرح به می توان را روش

می دهند. تشکیل را برداری فضای یک اولیه متغیرهای مجموعه

است. اولیه متغیرهای از خطی ترکیب اصلی مولفه یک •

داده مجموعه در واریانس حداکثر اصلی مولفه اولین که می شوند استخراج گونه ای به اصلی مولفه های •

می کند. توصیف را

اصلی مؤلفه با و کند توصیف را داده مجموعه مانده ی باقی واریانس می کند سعی دوم اصلی مولفه •

ندارد. همبستگی اول

Prinⅽipⅼe Ⅽoⅿponent Anaⅼysis۱۷
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نمی شود، توصیف اول اصلی مولفه دو با که دهد شرح را واریانسی کند می سعی سوم اصلی مولفه •

ترتیب. همین وبه

نظر از کنیم؟ پیدا را اصلی مولفه چگونه حال آخر. الی و سومی و دومی آن از بعد و است مهمترین مولفه اولین

به می باشند، واریانس بیشین مقادیر با متناظر که هستند داده فضای در جهت هایی اصلی مولفه های هندسی

اینگونه اینجا در اطلاعات و واریانس بین ارتباط در بر دارند. را داده اطلاعات بیشترین که خطوطی دیگر بیان

این هرچقدر و است بیشتر آن طول در داده پراکندگی باشد، بیشتر خط یک طول در واریانس چقدر هر که است

مولفه های که می شود ثابت دارد. قرار آن روی بیشتری اطلاعات که است معنی این به باشد بیشتر پراکندگی

داده کو واریانس آن ij درایه که ماتریسی یعنی است. داده مجموعه ی کوواریانس ماتریس ویژه بردارهای اصلی،

ماتریس یک حاصل ماتریس cov(i, j) = cov(j, i) و cov(i, i) = var(i) که آنجا از باشد. j داده و i

می دهد نشان را جهتی ماتریس این ویژه بردار هر دارد. را متغیر هر واریانس قطر، روی که بود خواهد متقارن

با می دهد. دست به را واریانس این مقدار نیز نظیر ویژه مقدار و دارد بر در را (اطلاعات) واریانس بیشترین که

خود بزرگ ماتریس های این ویژه مقادیر و بردارها محاسبه داریم، سروکار بزرگ داده های با اغلب که این به توجه

می کنند. محاسبه را کمیت ها این ریاضی روش های و قضایا از استفاده با که دارد مفصلی الگوریتم های به نیاز

تصویر سازی فشرده .۴

به باشد. آن نظیر پیکسل مقدار آن درایه هر که به طوری کرد ذخیره ماتریس یک در می توان را تصویر یک

۱ یا ۰ مقدار پیکسل هر آن در که شود ذخیره PNG فرمت در تواند می سفید و سیاه عکس یک مثال عنوان

اندازه با M مانند ماتریسی یعنی باشیم. داشته پیکسل 480 × 423 اندازه با تصویری کنید فرض دارد. را

منفرد۱۸به مقدار تجزیه روش کمک با را ماتریس این هستند. ۱ یا ۰ آن درایه های که داریم 480 × 423

یکانی ماتریس یک V ،480× 480 یکانی ماتریس یک U آن در که می کنیم، تجزیه M = UDV T صورت

به که می باشد، r × r قطری ماتریس زیر یک دارای که است 480× 423 ماتریس یک D و 423× 423

مقادیر از منظور اینجا در صفرند. D درایه های سایر و دارد دارد خود قطر روی را M منفرد مقادیر از r تعداد

است. MTM متقارن ماتریس نامنفی) (الزاما ویژه مقادیر دوم ریشه منفرد،

زیادی تفاوت کیفی نظر از دوم تصویر می کنیم. بازسازی را تصویر اولیه منفرد مقدار ۳۰ کمک با فقط حال

تعداد پیکسل، 480×423 = 203040 جای به تا، ۳۰ به قطر روی عناصر کاهش با ولی ندارد اول تصویر با

ترتیب این به داریم. V T در تا 30× 423 و U در پیکسل 480× 30

m = 30(1 + 480 + 423)

را (ب) و (آ) تصویر دو ۱ شکل در است. اولیه مقدار درصد 13 حدود که بود خواهد پیکسل ها کل تعداد

شده وارد افراد چهره دوربین از استفاده با بخواهد روز هر کارمند هزار با موسسه  ای که کنید تصور کنید. مقایسه

singuⅼar vaⅼue ⅾeⅽoⅿposition (SVⅮ) ۱۸
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باشد، داشته نفر هر از عکس چهار حداقل حاوی داده ای پایگاه باید موسسه این کند. شناسایی را کار محل به

شده ذخیره داده پایگاه در آنچه با و شود گرفته او از عکسی باید کارمند هر ورود زمان در عکس. ۴۰۰۰ یعنی

طور به شونده مقایسه پیکسل های تعداد باشد، شده استفاده سازی فشرده روش از وقتی مسلما گردد. مقایسه

بود. خواهد کوتاهتر نیز مقایسه زمان و کمتر داری معنی

فشرده سازی از بعد (ب) فشرده سازی از قبل (آ)

تصویر دو مقایسه .۱ شکل

پایانی سخن .۵

و هستند ما روزگار در علمی سریع توسعه فرآیند در جبر خطی کاربردهای از کوچکی نمونه فوق های مثال

این دارند. کاربرد ... و اقتصاد پزشکی، مهندسی، نظیر مختلفی جاهای در گوناگون اشکال به خود مثال ها این

داشت. دیگری شکل ما جهان نبود، ریاضی تئوری پیشرفت های اگر که می دهد نشان
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اضافی شرط با سهموی معکوس مسائل حل برای کارا روش یک
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روش از استفاده با و شده معرفی مجهول منبع پارامتر با سهموی معکوس مسأله مقاله، این در چکیده.

تعیین به اضافی شرط از استفاده با ابتدا در مسأله، این حل برای پرداخته ایم. مسأله حل به عملگر جداسازی

استفاده با مسأله زیر هر تر، ساده زیرمسائل به آن تبدیل و مسأله جداسازی با سپس و پرداخته منبع پارامتر

برای پیشنهادی روش همگرایی و کارایی عددی مثال های ارائه ضمن چنین هم می شود. حل فوریه تبدیلات از

می شود. داده نشان سهموی معکوس مسأله حل

معرفی .۱

بدوضع و معکوس مسائل درباره ی مطالعات اولین است. بوده توجه مورد دور سال های از معکوس مسائل
پراکندگی نظریه در معکوس (مسائل فیزیک در مسائلی به ها آن موضوعات که برمی گردد بیستم قرن اول نیمه به
شناسی ستاره پتانسیل)، نظریه و شناسی زلرله الکتریکی، کاوش های در معکوس (مسائل ژئوفیزیک ذرات)،
از علومی که همه به تقریبا معکوس مسائل نظریه ی کاربرد حوزه اخیر، سال های در بود. وابسته علوم دیگر و

است. شده داده توسعه می کنند استفاده ریاضی روش های
بررسی را بدوضع و معکوس مسائل غیرمستقیم یا و مستقیم طور به علمی نشریات از زیادی تعداد امروزه
می گیرند. جای سهموی نوع از جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات دستۀ در گرما، هدایت مسائل می کنند.

2020 Mathematics Subject Classification. 65M12, 65M32, 80A23.
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۹۳ سهموی معکوس مسائل حل

و می باشند معلوم ترموفیزیکی خواص و اولیه شرایط مرزی، شرایط هندسه، گرما، هدایت مستقیم مسائل در
از تعدادی یا یکی گرما، هدایت معکوس مسائل در می باشد. جواب دامنه داخل در دما توزیع محاسبه هدف
گیری اندازه دماهای مانند دیگر اضافی اطلاعات از استفاده با آنها تخمین هدف، و بوده نامعلوم اطلاعات این

میباشد. جواب ناحیه داخل در شده
معکوس مسأله عددی حل و بررسی به نوشته این در معکوس، مسائل فراوان کاربردهای و اهمیت دلیل به

می باشد: زیر صورت به که می پردازیم اضافی شرط با منبع پارامتر تعیین به مربوط سهموی

ut = uxx + p(t)u(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ ΩT , (۱ .۱)

اولیه شرط با

u(x, 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ 1, (۲ .۱)

مرزی شرایط و

u(0, t) = g1(t), u(1, t) = g2(t), 0 ≤ t ≤ T, (۳ .۱)

صورت های از یکی به اضافی شرط و

u(x∗, t) = E(t), 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T, (۴ .۱)

∫یا l

0

K(x)u(x, t)dx = E(t), 0 ≤ t ≤ T, (۵ .۱)

، g2 ، g1 ، u0 توابع .T > 0 و ΩT = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T} آن در که است مفروض
به هستند. مجهول p(t) و u(x, t) توابع و مشخص مثبت اعداد x∗ و T اعداد معلوم، توابع E و K ، f

می کند، صدق زیر رابطه در K(x) هسته ،ρ > 0 ثابت اعداد برخی برای ∫علاوه 1

0

|K(x)|dx ≤ ρ. (۶ .۱)

زیادی کاربردهای شیمیایی نفوذ و کنترل قضیه گرمایی، هدایت فرآیند به مربوط مطالعات در معادلات نوع این
ببینید). را [۷ ،۶] (مراجع دارند

درجه ی (۴ .۱) معادله ی و می شود استفاده منبع پارامتر یک با گرما انتقال فرآیند یک شرح برای (۱ .۱) معادله ی
انرژی می توان (۵ .۱) اضافی شرط از استفاده با چنین هم می دهد. نمایش را t زمان در x∗ نقطه در حرارت

کرد. تعیین دامنه روی را E(t) مطلوب



آذری ح. و شکرپز س. ۹۴

یک در گرما انتقال مثلا می شوند، اضافی انتگرالی شرط شامل که یافت می توان دیگری متفاوت مثال های
مشابه مسائل و مسأله این از بیشتر کاربردهای مشاهده برای .[۱۹ ،۱۰] پلاسما در ذره انتشار در نازک لوله

کنید. مراجعه [۲۸–۲۴ ،۱۵ ،۸] به n−بعدی و بعدی یک فضاهای در منبع پارامتر تعیین به مربوط
است. رسیده اثبات به [۳۳ ،۷ ،۵] مراجع در مسأله این جواب های وابستگی و یکتایی وجود،

مرزی، عنصر متناهی، عنصر متناهی، تفاضل مانند دارد، وجود مسأله این عددی حل برای زیادی روش های
اما رفته است کار به مسأله این حل برای متناهی تفاضل روش [۵] در مثال عنوان به متناهی. حجم و طیفی
حل برای پسرو اویلر روش ،[۹] مرجع در است. نیامده میان به صحبتی پایداری و همگرایی تحلیل مورد در
با معکوس مسأله حل برای سینک هم مکانی روش چنین هم رفته است. کار به (۴ .۱) اضافی شرایط با مسأله
از دستگاه یک به مسأله روش، این از استفاده با رفته است. کار به [۳۰] مرجع در غیرموضعی مرزی شرایط

می شود. اثبات روش همگرایی و شده تبدیل ولترا انتگرالی معادلات
مورد مجهول پارامتر دو با معکوس مسأله جواب های برای یکتایی و وجود شرایط [۲۱ ،۱۸ ،۴] مراجع در
قرار مطالعه مورد [۳۶ ،۳۵ ،۲۹ ،۲۰ ،۱۷ ،۱۶ ،۳] مراجع در مشابه مسائل چنین هم گرفته است. قرار مطالعه

است. نیامده میان به صحبتی انتگرالی اضافی شرایط با عددی جواب های درمورد اما گرفته است
منبع پارامتر تعیین به مربوط سهموی معکوس مسأله حل برای عملگر جداسازی روش های از مقاله، این در
ساده تر، مسائل زیر به آن تبدیل و پیچیده معادلات جداسازی با روش، این در می شود. استفاده اضافی شرط با
با سپس هستند. مربوط هم به اولیه شرایط با که می شود حل مناسب انتگرال گیری روش های با زیرمسأله هر

می آید. دست به اصلی مسأله جواب مسائل، زیر از حاصل جواب های ترکیب
ببینید) را [۳۲] (مرجع تروتر۱ لی− جداسازی روش به مربوط عملگر، جداسازی مورد در حاصل نتایج اولین
به روسیه در روش ها این زمینه در زیادی پیشرفت های ۱۹۵۰ −۱۹۶۰ سال های در می باشد. ۱۹۵۰ سال در
کار اساسی ترین نمود. اشاره سامارسکی۴ و یانکو۳ مارچوک۲، توسط آمده بدست نتایج از می توان که آمد وجود
می باشد جزئی و معمولی دیفرانسیل معادلات حل در استرانگ۶ و لی۵ روش های کاربرد حوزه این در پژوهشی
را [۲۲،۱۴] (مراجع بالاتر مرتبه روش های به کارگیری با روش ها، این در ببینید). را [۳۴،۳۱،۲۸،۲] (مراجع
بهبودیافته تکرار روش اولیه، تکرار تابع تر مناسب انتخاب با چنین هم می یابد. کاهش جداسازی خطای ببینید)

ببینید). را [۱۳] (مرجع داد افزایش را دقت مرتبه می توان که می شود حاصل
نیاز ها آن به مقاله این طول در که را نیازهایی پیش دوم بخش در می باشد: زیر های بخش شامل مقاله این
بخش در می شود. ارائه معکوس مسأله حل برای عملگر جداسازی روش سوم بخش در می کنیم. بیان داریم،

دهیم. می نشان فوق مسأله حل برای را پیشنهادی الگوریتم کارایی عددی مثال های ارائه با نیز چهارم

Lie-Trotter۱

Murchuk۲

Yanenko۳

Samarski۴

Lie۵

Strang۶
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نیازها پیش .۲

شرط با (۳ .۱)−(۱ .۱) یا (۴ .۱)−(۱ .۱) مسأله حل برای عملگر جداسازی روش خطای تحلیل منظور به
تبدیلات به کارگیری با می گیرد. قرار استفاده مورد C0 های گروه نیم نظریه ،(۵ .۱) اضافی

u(x, t) = y(x, t) + z(x, t), z(x, t) = g1(t)(1− x) + g2(t)x,

داریم

yt = yxx + p(t)y + g(x, t), (x, t) ∈ ΩT , (۱ .۲)

y(x, 0) = y0(x), 0 ≤ x ≤ 1,

y(0, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T,

y(1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T,

زیر صورت به اضافی شرط با

y(x∗, t)dx = ψ(t), 0 ≤ t ≤ T, (۲ .۲)

∫یا 1

0

K(x)y(x, t)dx = χ(t), 0 ≤ t ≤ T, (۳ .۲)

آن در که

g(x, t) = f(x, t)− zt(x, t) + p(t)z(x, t), y0(x) = u0(x)− z(x, 0),

ψ(t) = E(t)− z(x∗, t), χ(t) = E(t)−
∫ 1

0

K(x)z(x, t)dx.

مربوطه شرایط با جواب ها و می شود برده کار به همگن مرزی شرایط با (۱ .۲) مسأله برای نیم گروه نظریه سپس
می آیند. به دست

نوشت، می توان باشد، (۲ .۲)−(۱ .۲) مسأله از جوابی y(x, t) که این فرض با

yxx(x
∗, t) + p(t)y(x∗, t) + g(x∗, t) = ψ′(t), 0 ≤ t ≤ T,

انتگرال شرط گرفتن درنظر با ∫همچنین 1

0

K(x)(yxx + p(t)y + g(x, t))dx = χ′(t), 0 ≤ t ≤ T. (۴ .۲)
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داریم لذا

p(t) =
ψ′(t)− yxx(x

∗, t)− g(x∗, t)

ψ(t)
, 0 ≤ t ≤ T, (۵ .۲)

نوشت: می توان (۳ .۲) فرم به اضافی شرط برای مشابه به طور و

p(t) =
χ′(t)−

∫ 1

0
K(x)yxxdx−

∫ 1

0
K(x)g(x, t)dx

χ(t)
, 0 ≤ t ≤ T. (۶ .۲)

نظر در را زیر اولیه مقدار مسأله .G(t) = [x 7−→ g(x, t)] و Y (t) = [x 7−→ y(x, t)] کنیم فرض
می گیریم،

Yt = AY + F (t, Y ), (x, t) ∈ ΩT , (۷ .۲)

Y (0) = Y0, 0 ≤ x ≤ 1,

و می باشد) x جهت در دوم مشتق A جا این (در است بی کران خطی عملگر یک A آن در که

F (t, Y ) : [0, T ]×X −→ Y,

F (t, Y ) = p(t)Y +G(t),

رابطه، این در می آید. به دست (۶ .۲) یا (۵ .۲) رابطه با p(t) و می باشد Y (t) و t متغیرهای از غیرخطی تابع
می باشد. (۱ .۲) مسأله جواب فضای X

می گیریم. نظر در [0, T ] بازه روی را (۷ .۲) اولیه مقدار مسأله بخش این در عملگر جداسازی روش ۱ .۲
به کارگیری با صورت این در باشد، τ گام طول با و tn = nτ زمان در عددی جواب Yn ≈ Y (tn) کنیم فرض

می گیریم، نظر در [tn, tn+1] زیربازه هر روی را زیر زیرمسائل لی، جداسازی روش

∂v

∂t
= Av, v(tn) = Yn, (۸ .۲)

∂w

∂t
= F (t, w), w(tn) = v(tn+1),

یا

∂w

∂t
= F (t, w), w(tn) = Yn, (۹ .۲)

∂v

∂t
= Av, v(tn) = w(tn+1).
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با می باشد. t = tn در جداسازی تقریب Yn آن در که شوند حل کارا صورت به می توانند فوق زیرمسائل
بیاید، به دست زیر صورت به می تواند جواب ،(۹ .۲) زیرمسائل حل برای عددی های الگوریتم به کارگیری

w(tn+1) = ψτw(t
n), w(tn) = Yn,

v(tn+1) = ϕτv(t
n), v(tn) = w(tn+1),

صورت به تقریبی جواب بنابراین می شوند. مربوط هم به اولیه شرایط با جداسازی مسائل زیر آن در که
می باشد. Yn+1 = ϕτψτ (Yn)

سهموی معکوس منبع مسأله حل برای عملگر جداسازی روش .۳

می رود. کار به زمانی گام هر در عددی جواب های محاسبه برای لی عملگر جداسازی روش بخش این در
شرایط از استفاده با p(t) مقادیر گام، n−امین در عملگر جداسازی روش usp(x, t) تقریبی مقادیر فرض با

می شوند: محاسبه زیر صورت به اضافی

p(t) =
ψ′(t)− yxx(x

∗, t)− g(x∗, t)

ψ(t)
, 0 ≤ t ≤ T, (۱ .۳)

یا

p(t) =
χ′(t)−

∫ 1

0
K(x)yxxdx−

∫ 1

0
K(x)g(x, t)dx

χ(t)
, 0 ≤ t ≤ T, (۲ .۳)

محاسبه مقادیر از استفاده با نتیجه در می باشد. همگن مرزی شرایط با متناظر مسأله جواب y(x, t) آن در که
می شوند تعریف زیر صورت به (۹ .۲) زیرمسائل زمانی، گام n−امین در p(t) شده

wt = F (t, w) = p(t)w + g(x, t), tn ≤ t ≤ tn+1, w(x, tn) = usp(x, t
n), (۳ .۳)

و

vt = Av = ∂2xv, tn ≤ t ≤ tn+1, v(x, tn) = w(x, tn+1), (۴ .۳)

محاسبه برای فوق زیرمسائل است. زمان بعد در شبکه نقاط تعداد N و n = 0, 1, 2, · · ·N − 1 آن در که
می شوند. حل زمانی گام +n)−امین 1) در usp(x, t) تقریبی مقادیر

مرزی شرایط با (۴ .۳)−(۳ .۳) زیرمسائل حل برای جداسازی زیرمسائل حل برای فوریه تبدیلات ۱ .۳
نامتناوب و دیریکله مرزی شرایط که موردی در چنین هم می شود. برده کار به سریع فوریه تبدیل متناوب،
مرزی شرایط برای می تواند نیز کسینوسی فوریه تبدیل می شود. استفاده سینوسی فوریه تبدیل روش باشند،

شود. استفاده نامتناوب و نیومن
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شرایط که این فرض با بگیرید. نظر در را [0, 1] × [0, T ] دامنه روی (۴ .۳)−(۳ .۳) اولیه مقدار مسأله
می شود: نوشته زیر صورت به w(x, t) تابع باشند، متناوب مرزی

w(x, t) =
∞∑

k=−∞

ŵk(t)e
ikπx, (۵ .۳)

هستند: زیر صورت به فوریه ضرایب ŵk آن در که

ŵk(t) =

∫ 1

0

w(x, t)e−ikπxdx. (۶ .۳)

باشیم، داشته را زیر صورت به نقطه M + 1 از یکنواخت شبکه کنیم فرض

xj =
j

M
, j = 0, 1, · · · ,M.

صورت به می تواند xj نقاط در w(x, t) بنابراین .w(xM , t) = w(x0, t) داریم تناوبی، مرزی شرایط با
شود، زده تقریب زیر

w(xj, t) =
M−1∑
k=0

ŵk(t)e
ikπj/M , (۷ .۳)

آن در که

ŵk(t) =
1

M

M−1∑
j=0

w(xj, t)e
−ikπj/M . (۸ .۳)

w(x, t) تقریبی مقادیر محاسبه برای می تواند و می شود نامیده w(x, t) تابع گسسته فوریه تبدیل رابطه این
شود. برده به کار

Y0 اولیه مقدار برابر که بگیرید نظر در tn ثابت زمان در (۳ .۳) معادله ی اولیه جواب به عنوان را w0 مقدار
داریم سریع، فوریه تبدیل به کارگیری با می باشد.

d

dt

M−1∑
k=0

ŵk(t)e
ikπx = p(t)

M−1∑
k=0

ŵk(t)e
ikπx +

M−1∑
k=0

ĝk(t)e
ikπx, (۹ .۳)

ŵk(0) = ŵ0k,

نتیجه، در و

d

dt
ŵk(t) = p(t)ŵk(t) + ĝk(t), (۱۰ .۳)

ŵk(0) = ŵ0k.
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نوشت، می توان (۱۰ .۳) معادله حل با

ŵk(t) = e
∫ t
0 p(s)dsŵ0k +

∫ t

0

e
∫ t
s p(σ)dσĝk(s)ds, k = 0, 1, · · · ,M − 1, (۱۱ .۳)

تابع فوریه ضرایب ĝk(s) و می شوند محاسبه (۸ .۳) رابطه با و هستند w0(x) فوریه ضرایب ŵ0k آن در که
جواب و می شوند زده تقریب سیمپسون قاعده از استفاده با (۱۱ .۳) رابطه در انتگرال ها می باشند. g(x, s)
v(x, 0) = یعنی می باشد، (۴ .۳) معادله ی برای اولیه مقدار یک که شد خواهد محاسبه (۳ .۳) معادله ی

.w(x, t)
داریم: ،(۴ .۳) معادله ی جواب محاسبه برای مشابه، طور به

v(x, t) =
M−1∑
k=0

v̂k(t)e
ikπx, (۱۲ .۳)

نوشت، می توان ،(۴ .۳) معادله ی در جایگذاری با و

d

dt
v̂k(t) = −k2π2v̂k(t), (۱۳ .۳)

v̂k(0) = v̂0k.

داریم، اخیر رابطه ی حل با

v̂k(t) = e−k2π2tv̂0k, k = 0, 1, · · · ,M − 1. (۱۴ .۳)

فرمول به کارگیری با می باشد. v(x, tn+1) مقدار با متناظر که می شود محاسبه v(x, t) جواب بنابراین،
داریم: لی، عملگر جداسازی

y(x, tn+1) = v(x, tn+1),

صورت به گام +n)−امین 1) در usp(x, t) مقادیر و

usp(x, t
n+1) = y(x, tn+1) + z(x, tn+1)

شد. خواهد محاسبه
نامتناوب و دیریکله مرزی شرایط با فرضی معکوس منبع مسأله حل برای

u(., t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ],

نیومن مرزی شرایط برای و سینوسی فوریه تبدیل

∂u

∂x
(., t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ],

ببینید). را [۲۳] (مرجع رود می کار به کسینوسی فوریه تبدیل
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از استفاده با می گیریم. نظر در مفروض مرزی و اولیه شرایط با ΩT = Ω× [0, T ] روی را (۳ .۳) مسأله
شود، نوشته زیر صورت به می تواند جواب سینوسی، فوریه سری

w(x, t) =
∞∑
k=1

ŵk(t) sin(kπx), (۱۵ .۳)

می شود، زده تقریب زیر صورت به که

w(x, t) =
M∑
k=1

ŵk(t) sin(kπx), (۱۶ .۳)

صورت به سینوسی فوریه تبدیل اخیر رابطه ی در .w(x, 0) = w0 داریم و است فوریه ضرایب ŵk آن در و
بود، خواهد زیر

ŵk(t) = 2

∫ 1

0

w(x, t) sin(kπx)dx. (۱۷ .۳)

نوشت، می توان (۳ .۳) رابطه ی در (۱۶ .۳) جای گذاری با نتیجه در

M∑
k=1

d

dt
ŵk(t) sin(kπx) = p(t)

M∑
k=1

ŵk(t) sin(kπx) +
M∑
k=1

ĝk(t) sin(kπx), (۱۸ .۳)

ŵk(0) = ŵ0k,

می شود، منجر زیر رابطه ی به که

d

dt
ŵk(t) = p(t)ŵk(t) + ĝk(t), ŵk(0) = ŵ0k. (۱۹ .۳)

شود، نوشته زیر صورت به می تواند اخیر معادله ی جواب

ŵk(t) = e
∫ t
0 p(s)dsŵ0k +

∫ t

0

e
∫ t
s p(σ)dσĝk(s)ds, k = 1, 2, · · · ,M, (۲۰ .۳)

رابطه ی در انتگرال ها می شوند. محاسبه (۱۷ .۳) رابطه ی با که هستند w0(x) تابع فوریه ضرایب ŵ0k آن در که
یک که می شود محاسبه (۳ .۳) معادله ی جواب لذا می شوند. زده تقریب سیمپسون فرمول از استفاده با (۲۰ .۳)

.v(x, 0) = w(x, t) یعنی می باشد، (۴ .۳) برای اولیه مقدار
داریم ،(۴ .۳) معادله ی جواب محاسبه ی برای مشابه، طور به

v(x, t) =
M∑
k=1

v̂k(t) sin(kπx), (۲۱ .۳)



۱۰۱ سهموی معکوس مسائل حل

آید، می دست به زیر رابطه ی با v̂k(t) ی فوریه ضریب و

v̂k(t) = 2

∫ 1

0

v(x, t) sin(kπx)dx. (۲۲ .۳)

داریم، (۴ .۳) معادله ی در (۲۱ .۳) جایگذاری با

d

dt
v̂k(t) = −k2π2v̂k(t), (۲۳ .۳)

v̂k(0) = v̂0k,

می شود، محاسبه زیر صورت به جواب آن، در که

v̂k(t) = e−k2π2tv̂0k, k = 1, 2, · · · ,M. (۲۴ .۳)

داریم لی، جداسازی فرمول از استفاده با می باشد. v(x, tn+1) با متناظر که می شود محاسبه v(x, t) نتیجه در

y(x, tn+1) = v(x, tn+1),

می شوند. محاسبه گام +n)−امین 1) در usp(x, t) مقادیر نتیجه در و

عددی نتایج .۴

چنین هم و پردازیم می عددی مثال چندین مرور به عملگر جداسازی روش صحت ارزیابی برای بخش این در
معادلات جواب بسط برای سینوسی فوریه تبدیل روش می شوند. حل فوریه تبدیل از استفاده با زیرمسائل
می شوند. محاسبه زمانی گام (n+1)−امین در فوریه فضای در جواب ها و می شوند برده کار به (۴ .۳)−(۳ .۳)

ایم. کرده محاسبه h و τ مختلف مقادیر برای را عددی نتایج لی، عملگر جداسازی روش کارایی اثبات برای
باشد (۵ .۱) یا (۴ .۱) فرم به مفروض اضافی شرایط با (۳ .۱)−(۱ .۱) مسأله جواب فضای X کنیم فرض
نرم X باناخ فضای روی usp(x, t) تقریبی جواب برای ببینید). را [۱۲] (مرجع است باناخ فضای یک که

می شود، محاسبه زیر صورت به جواب ها

‖ej‖X = ‖u(xi, T )− usp(xi, T )‖X , (۱ .۴)

از استفاده با شده محاسبه تقریبی جواب usp(xi, T ) و می باشد (1 ≤ j ≤ J) ، τj با متناظر ej آن در که
می باشد. معکوس مسأله در جداسازی روش

می شود، تعریف زیر صورت به خطا ماکزیمم نرم قسمت این در

L∞ − norm = max
1≤i≤M

|u(xi, T )− usp(xi, T )|, (۲ .۴)
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از، عبارتست پیشنهادی روش محاسباتی مرتبه و

log(
∥ej∥

∥ej+1∥)

log(
τj

τj+1
)
.

که می شود تعریف ep(T ) = |p(T )− P (T )| صورت به انتهایی زمان در منبع پارامتر خطای چنین هم
است. تقریبی جواب P (T ) آن در

نظر در را زیر مفروض های داده با ΩT = [0, 1] × [0, 1] دامنه ی روی (۴ .۱)−(۱ .۱) مسأله .۱ .۴ مثال
می گیریم،

f(x, t) = −(1− e4t)(e−
π2

4
t cos(

π

2
x)),

u0(x) = cos(
π

2
x),

g1(t) = e−
π2

4
t, g2(t) = 0,

x∗ =
1

2
, E(t) =

√
2

2
e−

π2

4
t,

از، عبارتند دقیق جواب های و

u(x, t) = e−
π2

4
t cos(

π

2
x), p(t) = 1− e4t.

.1.76×10−3 از عبارتست h = τ = 0.01 مقادیر ازای به انتهایی زمان در منبع پارامتر خطای مثال، این در
h = 0.01 برای T انتهایی زمان در ۱ جدول در لی عملگر جداسازی روش محاسباتی مرتبه و خطا ماکزیمم نرم

شده اند. محاسبه τ مختلف مقادیر و

برای ۱ .۴ مثال در لی جداسازی روش محاسباتی مرتبه و خطا ماکزیمم نرم .۱ جدول
τ مختلف مقادیر و h = 0.01

فوریه تبدیل روش τ
محاسباتی مرتبه ماکزیمم نرم

0.3708 1
8

1.0712 0.1765 1
16

1.1537 0.0793 1
32

1.3469 0.0312 1
64

1.6681 0.0098 1
128

1.9784 0.0025 1
256

2.3326 0.0005 1
512

1.0092 0.0002 1
1024

{(x, t) دامنه ی: در را عملگر جداسازی روش به مربوط خطای تابع و usp(x, t) تقریبی جواب های ۱ شکل
دهد. می نشان τ = 1

1024
و h = 0.01 برای 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1}
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(ب) (آ)

برای ۱ .۴ مثال در (ب) مربوطه خطای تابع و (آ) usp(x, t) تقریبی جواب های .۱ شکل
τ = 1

1024
و h = 0.01

10-4 10-3 10-2 10-1 100

dt

10-4

10-3

10-2

10-1

100

101

er
ro

r 
no

rm

L  norm

τ مختلف مقادیر و h = 0.01 برای ۱ .۴ مثال در خطا نرم .۲ شکل

گام طول مختلف مقادیر ازای به و ۲ شکل در لی عملگر جداسازی روش از استفاده با خطا ماکزیمم نرم
می کاهش نیز خطا نرم زمانی، گام طول کاهش با که دید می توان شکل این در شده اند. داده نشان زمانی
[۱] و [۱۱] مراجع در مشابه موارد با حاصل نتایج مقایسه می باشد. پیشنهادی روش همگرایی بیانگر که یابد
حل برای نیکلسون کرانک روش و هموتوپی تحلیل روش مراجع این در می باشد. فعلی روش برتری بیانگر
مراجع در چنین هم می باشد. 10−3 خطا ماکسیمم نرم مقدار کمینه و است شده برده بکار (۴ .۱)–(۱ .۱) مسأله
جداسازی روش بکارگیری به توجه با چنین هم است. نشده بررسی عددی مثال های در همگرایی نرخ شده ذکر
در رفته بکار محاسباتی زمان لذا و می شود حل موجود عملگر با متناظر بهینه روش با مسأله زیر هر عملگر،

است. کمتر پیشنهادی روش

می گیریم، نظر در زیر های داده با ΩT = [0, 1]× [0, 1] دامنه ی روی را (۴ .۱)−(۱ .۱) مسأله .۲ .۴ مثال

f(x, t) = ((t− 1) sin(x) + (1− 2t)
1

2
x sin(x))e−t3−t2−1,

u0(x) = −1

2
sin(x)e−1,
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g1(t) = 0, g2(t) = −1

2
sin(1)e−t3−t2−1,

x∗ =
1

2
, E(t) = −1

2
sin(

1

2
)e−t3−t2−1,

از، عبارتند دقیق جواب های و

u(x, t) = −1

2
sin(x)e−t3−t2−1, p(t) = −3t2 − 1.

جداسازی زیرمسائل فوریه تبدیل روش از استفاده با و می شود استفاده مثال این حل برای لی جداسازی روش
ازای به انتهایی زمان در usp(x, t) جواب های برای خطا ماکزیمم نرم مقادیر ، ۲ جدول در می شوند. حل
تولید برای لی جداسازی روش توانایی و کارایی گر بیان که شده اند ارائه τ مختلف مقادیر و h = 0.01

می باشد. بالا دقت با تقریبی جواب های

مقادیر و h = 0.01 برای ۲ .۴ مثال در محاسباتی مرتبه و خطا ماکزیمم نرم .۲ جدول
τ مختلف

فوریه تبدیل روش τ
محاسباتی مرتبه ماکزیمم نرم

0.2026 1
8

1.0893 0.1005 1
16

1.0543 0.0495 1
32

1.0430 0.0240 1
64

1.0468 0.0113 1
128

1.0587 0.0049 1
256

1.0784 0.0018 1
512

1.1074 0.0005 1
1024

نشان را {(x, t) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1} دامنه در مربوطه خطای تابع و تقریبی جواب های ۳ شکل
.0.5× 10−4 از عبارتست τ = 1

1024
و h = 0.01 مقادیر با انتهایی زمان در منبع پارامتر خطای دهد. می

شده آورده ۴ شکل در X باناخ فضای روی انتهایی زمان در usp(x, t) جواب های برای خطا نرم مقادیر
مقایسه یابد. می کاهش خطا نرم مقادیر شبکه، نقاط تعداد افزایش با می شود مشاهده که همانطور است.
روش مراجع این در می باشد. فعلی روش برتری بیانگر [۱] و [۱۱] مراجع در مشابه موارد با حاصل نتایج
مقدار کمینه و است شده برده بکار (۴ .۱)–(۱ .۱) مسأله حل برای نیکلسون کرانک روش و هموتوپی تحلیل
نشده بررسی عددی مثال های در همگرایی نرخ شده ذکر مراجع در همچنین می باشد. 10−3 خطا ماکسیمم نرم

است.

نظر در زیر داده های با و ΩT = [0, 1] × [0, T ] دامنه روی را (۵ .۱) و (۳ .۱)−(۱ .۱) مسأله .۳ .۴ مثال
بگیرید،

f(x, t) = e−t(−2 cos(x)− (1 + t2)(x− 1) sin(x)),

u0(x) = (x− 1) sin(x),
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(ب) (آ)

برای ۲ .۴ مثال در (ب) مربوطه خطای تابع و (آ) usp(x, t) تقریبی جواب های .۳ شکل
τ = 1

1024
و h = 0.01

10-4 10-3 10-2 10-1 100

dt

10-4

10-3

10-2

10-1

100

er
ro

r 
no

rm

infinity norm

τ مختلف مقادیر و h = 0.01 برای ۲ .۴ مثال در خطا نرم .۴ شکل

g1(t) = g2(t) = 0,

K(x) = 1, E(t) = e−t(sin 1− 1),

از، عبارتند دقیق جواب های

u(x, t) = e−t(x− 1) sin(x), p(t) = 1 + t2.

جواب ۵ شکل می شوند. محاسبه ونتایج می شود برده کار به مثال این در T = 1 برای لی جداسازی روش
نتایج این دهد. می نشان τ = 1

1024
و h = 0.01 ازای به انتهایی زمان در را مربوطه خطای تابع و تقریبی

دهد. می نشان مسأله این حل برای را روش بالای صحت
نرم علاوه به .3.09×10−4 از عبارتست T = 1 انتهایی زمان در منبع پارامتر برای خطا نرم مثال، این در
شده اند. آورده ۶ شکل در X باناخ فضای روی انتهایی زمان در usp(x, t) جواب های برای خطا مختلف های
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(ب) (آ)

برای ۳ .۴ مثال در (ب) مربوطه خطای تابع و (آ) usp(x, t) تقریبی جواب های .۵ شکل
T = 1 زمان در τ = 1

1024
و h = 0.01

10-4 10-3 10-2 10-1 100

dt

10-4

10-2

100

er
ro

r 
no

rm

L  norm

τ مختلف مقادیر و h = 0.01 برای ۳ .۴ مثال در خطا نرم .۶ شکل

زمانی، های گام تعداد افزایش با شکل این در شده اند. محاسبه τ مختلف مقادیر و h = 0.01 برای نتایج این
دهد. می نشان را روش همگرایی که یابد می کاهش خطا نرم

با مرجع این در است. شده حل سینک هم مکانی روش از استفاده با [۳۷] شماره مرجع در مثال این
صریح روش یک بکارگیری با سپس و می شود تبدیل ولترا انتگرال معادله به معادله خاص تبدیلات بکارگیری
نرم مقدار می شود. جایگزین خطی جبری معادلات از سیستم یک با معادله این سینک توابع خصوصیات و
روش از استفاده با که حالی در می باشد. 6× 10−3 مقدار [۳۷] مرجع در تقریبی جواب برای خطا ماکسیمم

می باشد. پیشنهادی روش برتری بیانگر که 8× 10−4 از عبارتست متناظر مقدار عملگر جداسازی

نتایج .۵

گرفته قرار مطالعه مورد اضافی شرط با سهموی معکوس مسأله حل برای جداسازی روش مقاله، این در
با سپس و پرداخته منبع پارامتر تعیین به اضافی شرط از استفاده با ابتدا در مسأله، این حل برای  است.
می شود. حل فوریه تبدیلات از استفاده با مسأله زیر هر تر، ساده زیرمسائل به آن تبدیل و مسأله جداسازی
حاصل نتایج آید. می دست به مفروض مسأله جواب زیرمسائل، از حاصل عددی جواب های ترکیب با درنتیجه



۱۰۷ سهموی معکوس مسائل حل

می باشد. پیشنهادی روش صحت و کارایی نشاندهنده معکوس منبع مسأله حل برای جداسازی روش کاربرد از
دهد. می نشان را روش همگرایی که یابد می کاهش خطا زمانی گام طول کاهش با چنین هم

معکوس مسائل حل برای تکراری جداسازی روش مانند جداسازی روش های دیگر از می توان آینده کارهای در
آن حل برای را جداسازی روش های می توان بالاتر، ابعاد در مسأله گرفتن نظر در با چنین هم کرد. استفاده
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داده کاوی روش های با بهینه سازی مسائل جستجوی فضای کاهش
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رویکردهای تا کنون که دارد اهمیت اندازه ای تا بهینه سازی، مسائل در سراسری بهینه جواب یافتن چکیده.

کردن) (کوچک کاهش دادن مسائل، از دست این حل از قبل موثر اقدام یک است. شده ارائه آن برای متنوعی

بهینه جواب یافتن احتمال و گردد متمرکز کوچکتر زیرفضای یک در جستجو که نحوی به است جستجو فضای

کاهش برای داده کاوی در انجمنی و طبقه بندی خوشه بندی، روش سه از مقاله این در یابد. افزایش سراسری

ژنتیک، الگوریتم کمک به آن از پس می شود. استفاده غیرخطی بهینه سازی مسئله یک در جستجو فضای

نتایج می شود. حل داده کاوی روش سه از حاصل کاهش یافته فضاهای و اولیه شدنی فضای کل روی مسئله

جواب برای دقیق تری تقریب های ژنتیک، الگوریتم و داده کاوی روش های ترکیب با می توان که می دهند نشان

آورد. دست به مسئله سراسری بهینه

مقدمه .۱

پیچیده مسائل از بسیاری تحلیل و تجزیه در اساسی اصل یک به عنوان بهینه سازی مفهوم حاضر عصر در
تعیین شامل که کرد بررسی را مسائلی می توان بهینه سازی، نظریه به کارگرفتن با است. شده پذیرفته به طورکامل
کمی و اندازه گیری برای هدف، این است. یگانه  هدفی روی تاثیرگذار و هم مرتبط به  متغیر چند برای مقادیری
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دهقان نيری م. و علی نژادمفرد، م. حدادپور، م. ۱۱۲

محدود را تصمیم گیری متغیرهای مقادیر انتخاب است ممکن که قیودی به توجه با و می شود ساخته تصمیم کیفی
.[۴] می گردد تصمیم) فرمول بندی (برحسب بیشینه یا کمینه کنند،

حل برای اصلی رویکرد سه است. شدنی فضای در سراسری بهینه جواب یافتن به دنبال سراسری۱ بهینه سازی
همگرا۳ تکراری روش های ، متناهی۲ الگوریتم های از استفاده شامل رویکردها این است؛ شده ارائه مسئله این
مسئله، سریع تر حل برای بهینه سازی در مکاشفه ای روش های .[۱۲ ،۹] است مکاشفه ای۴ روش های و [۵ ،۴]
تقریبی جواب یک محاسبه برای یا و هستند، کُند خیلی دیگر رویکرد دو بر مبتنی کلاسیک روش های زمانی که
به دراین صورت، و می روند؛ به کار نیستند، دقیق جواب محاسبه به قادر کلاسیک روش های وقتی که (زیربهین)،
(دقت دقت محلی)، بهینه های همه (یافتن کامل بودن بودن)، سراسری (بهینه بهینگی از صرف نظر با طورمعمول
روش های .[۹] می شوند نائل خود هدف به یافتن جواب سریعتر برابر در جواب) (اعتبار درستی و محاسباتی)
سرعت باشد کوچکتر جستجو فضای هرچه و می یابند، را مسئله جواب جستجو فضای در جستجو با مکاشفه ای
فضای کاهش با می شود. بیشتر نیز یافت شده جواب درستی و دقت موارد، بیشتر در و مسئله جواب یافتن
جواب یافتن احتمال نتیجه، در و می گردد متمرکز کوچکتر ناحیه یک در جستجو بهینه سازی، مسئله در جستجو۵
تئوری و طبیعت از که الگوریتم هاست از دست این از یکی ژنتیک الگوریتم افزایش می یابد. نیز سراسری بهینه 
شده استفاده موفقیت با بهینه سازی مسائل از بسیاری حل برای تاکنون و است گرفته الگو داروین انتخاب
با سپس و شده تولید شدنی فضای کل روی جواب دسته یک تصادفی صورت به ابتدا الگوریتم این در است.

می شود. حاصل بهتری جواب های رفته رفته جهش۷، و تقاطع۶ مانند ژنتیک الگوریتم عملگرهای از استفاده
داده در پنهان الگوهای یا ارزشمند قوانین داده ها، از بزرگ بسیار مجموعه یک تحلیل و تجزیه با داده کاوی۸
می شود. انجام خوشه بندی۱۱ و انجمنی۱۰ طبقه بندی۹، همچون روش هایی با استخراج این می کند. استخراج را
موجود مهم کلاس های و طبقات توصیف برای الگویی که است داده ها تحلیل و تجزیه برای شیوه ای طبقه  بندی
و تجزیه انجمنی، قوانین می کنند. پیش بینی را کلاس ها برچسب الگوها قبیل این می کند. ایجاد داده ها در
گروه بندی برای فرآیندی خوشه بندی است. داده ها مجموعه در قوانین کشف به منظور تکراری الگوهای تحلیل
دیگر اعضای با و هستند به هم شبیه خوشه هر اعضای که است (گروه) خوشه چند در داده ها از مجموعه ای

.[۱ ،۳ ،۲] دارند تفاوت خوشه ها

gⅼobaⅼ optiⅿization ۱

finiteⅼy terⅿinating aⅼgorithⅿs۲

ⅽonvergent iterative ⅿethoⅾs ۳

heuristiⅽs ⅿethoⅾs ۴

reⅾuⅽing searⅽh spaⅽe۵

ⅽrossover۶

ⅿutation۷

ⅾata ⅿining۸

ⅽⅼassifiⅽation۹

assoⅽiation۱۰

ⅽⅼustering۱۱



۱۱۳ داده کاوی و بهینه سازی

داده کاوی روش های از آن در که یافته توسعه ترکیبی۱۲ سراسری بهینه سازی الگوریتم یک ،[۷] پژوهش در
در جستجو فضای کاهش برای [۷] در شده اتخاذ رویکرد است. شده استفاده جستجو فضای کاهش برای
است ممکن که می شود منجر جواب فضای از زیرفضاهایی اجتماع به عموما انجمنی و طبقه بندی روش های
کاهش برای محافظه کارانه رویکردی از تحقیق این در نشود. شامل را سراسری بهینه جواب کلی، حالت در
شود حاصل داده کاوی روش های از یک هر از کاهش یافته فضای یک تنها تا می شود استفاده جستجو فضای
بخش در نخست ادامه در یابد. افزایش کاهش یافته فضای در سراسری بهینه وجود احتمال ترتیب این به و
داده های آماده سازی نحوه سه بخش در سپس می شود، بیان سراسری بهینه سازی در نیاز مورد اولیه مفاهیم دو،
کاهش و معرفی غیرخطی بهینه سازی مسئله یک چهار، بخش در می شود. داده شرح وکا۱۳ نرم افزار برای ورودی
الگوریتم مسئله، حل برای پنج بخش در می شود. بررسی آن روی داده کاوی متنوع روش های با جستجو فضای
بیان و جمع بندی موثر، اقدام این نتیجه پایانی بخش در سرانجام و می شود ترکیب داده کاوی روش های با ژنتیک
و است مسئله سراسری بهینه جواب شامل دقیقا کاهش یافته فضای دو اولا که می دهند نشان نتایج می شود.
تقریب های ژنتیک، الگوریتم از استفاده و داده کاوی روش های از حاصل جستجو فضاهای شدن کوچکتر با دوما

می آید. دست به مسئله سراسری بهینه جواب برای بهتری

اولیه مفاهیم .۲

کرد: بیان زیر شکل به می توان را بهینه سازی کلی مسئله

min f(X)

subject to gi(X) ≤ 0, i = 1, 2, 3, ..., p,

hj(X) = 0, j = 1, 2, 3, ..., q,

X ∈ S,

(۱ .۲)

و i = 1, 2, 3, ..., p, gi مجهول، متغیرهای از بعدی n بردار یک X = (x1, x2, x3, ..., xn) آن در که
از زیرمجموعه ای S مجموعه هستند. x1, x2, ..., xn متغیرهای از حقیقی توابع ،f و j = 1, 2, 3, ..., q, hj

مجموعه ای، محدودیت های و نامعادله ها معادله ها، و است مسئله هدف تابع f تابع است. Rn بعدی n فضای
تمام شامل ناحیه این دارد. نام شدنی فضای می شود محدود مسئله قیود به که ناحیه ای .[۴] هستند مسئله قیود
مسئله، بهینه جواب آوردن دست به برای می کنند. صدق قیود همه در که است مسئله برای ممکن جواب های

یافت. می کند، بیشینه) (یا کمینه را هدف تابع که جوابی آن شدنی، فضای از که است کافی

hybriⅾ gⅼobaⅼ optiⅿization aⅼgorithⅿ۱۲

Weka۱۳
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باشیم داشته X ∈ S هر برای هرگاه گویند S روی f تابع سراسری۱۴ کمینه را X∗ ∈ S نقطه .۱ .۲ تعریف
برای به طوری که باشد موجود ϵ > 0 هرگاه گویند S روی f تابع محلی۱۵ کمینه را آن و f(X∗) ≤ f(X)

شعاع به X∗ از همسایگی ای Nϵ(X
∗) آن در که f(X∗) ≤ f(X) باشیم Xداشته ∈ S ∩Nϵ(X

∗) هر
است. ϵ

کمینه هرگاه گویند مسئله آن سراسری۱۶ بهینه جواب را (۱ .۲) مسئله شدنی فضای از X∗ نقطه .۲ .۲ تعریف
هرگاه گویند (۱ .۲) مسئله محلی بهینه جواب را آن و باشد؛ (۱ .۲) مسئله شدنی فضای روی f تابع سراسری

باشد. مسئله آن شدنی فضای روی f تابع محلی کمینه

صورت، این غیر در و خطی را مسئله باشند، خطی توابعی قیود، تمامی و هدف تابع ،(۱ .۲) مسئله در هرگاه
مسائل برای اما است سراسری بهینه جواب همان محلی بهینه جواب خطی، مسائل برای می نامند. غیرخطی
در بیابند. را سراسری بهینه جواب که نیستند قادر همواره الگوریتم ها از بسیاری نیز و نیست چنین غیرخطی

.[۸] است سخت تر حتی آن تعیین و سخت سراسری بهینه جواب تشخیص مسائل، بیشتر

داده ها آماده سازی .۳

یکنواخت توزیع با تصادفی به صورت جواب هایی نخست داده کاوی، روش های با جستجو فضای کاهش برای
برای هدف تابع مقادیر سپس هستند. شدنی فضای تمام به متعلق نقاطی واقع در جواب ها این می شوند. تولید
مجموعه عنوان (به متناظر هدف تابع مقادیر و نقاط از مجموعه این آنگاه می شود. محاسبه نقاط این از یک هر
و گردد پیاده سازی آن روی داده کاوی روش های تا می شود فراخوانی وکا داده کاوی نرم افزار در ورودی) داده های
داده کاوی حوزه نرم افزارهای پرکاربردترین و معروف ترین از یکی وکا نرم افزار به دست آید. الگوها یا قوانین
زلاند نو۲۰ کشور از ویکاتو۱۹ دانشگاه در فرنک۱۸ و ویتن۱۷ توسط و است رایگان نرم افزار این .[۱۱] است

است. شده داده  توسعه
این در بنابراین است. آنها شکل تغییر بدون خوشه بندی روش برای نرم افزار در ورودی داده های فراخوانی
خوشه ها و شده محاسبه مقادیر این بین فاصله تا می گیرد قرار استفاده مورد هدف تابع اصلی مقادیر روش،
آن به متعلق اعضای تعداد و خوشه هر میانگین به همراه خوشه  تعدادی خوشه بندی، خروجی شوند. تشکیل
دارد. آنها شکل تغییر به نیاز انجمنی و طبقه بندی روش های برای نرم افزار در داده ها فراخوانی است. خوشه
طبقه بندی روش های ورودی داده های آماده سازی برای خوشه بندی خروجی از به دست آمده خوشه های از می توان
تصادفی جواب های خوشه بندی، خروجی و هدف تابع مقادیر اساس بر که ترتیب این به کرد. استفاده انجمنی و

gⅼobaⅼ ⅿiniⅿuⅿ ۱۴

ⅼoⅽaⅼ ⅿiniⅿuⅿ ۱۵

gⅼobaⅼ optiⅿaⅼ soⅼution۱۶

Witten۱۷

Frank۱۸

Waikato University۱۹

New Zeaⅼanⅾ ۲۰



۱۱۵ داده کاوی و بهینه سازی

و A نماد با کلاس بهترین می شوند. تقسیم نابرابر) یا یکسان فواصل (با مختلف کلاس های به شده تولید
این اکنون می شود. داده نمایش آنها هدف تابع مقادیر ترتیب با مطابق غیره و D ،C ،B با دیگر کلاس های
بعد بخش در می شود. استفاده روش دو این برای ورودی فایل در هدف تابع مقادیر جایگزینی برای نمادها

می گیریم. پیش در داده ها آماده سازی برای را فرآیند همین

جستجو فضای کاهش .۴

غیرخطی بهینه سازی مسئله داده کاوی، روش  های از استفاده با جستجو فضای کاهش چگونگی نمایش برای
از است عبارت مسئله بگیرید. نظر در را زیر

min f(X) = 20 + x2
1 + x2

2 − 10[cos(2πx1) + cos(2πx2)]

subject to − 5 ≤ x1 ≤ 5,

− 5 ≤ x2 ≤ 5.

(۱ .۴)

کمینه جواب یک تنها تابع این می دهد. نشان را آن نمودار ۱ شکل و [۶] است راستریگین۲۱ تابع هدف، تابع
نزدیک بسیار آنها از برخی که دارد شدنی فضای در محلی کمینه زیادی تعداد و X∗ = (۰و۰) در سراسری
این سراسری بهینه جواب یافتن و است نویزی بسیار مسئله یک مسئله، این هستند. سراسری بهینه جواب به

است. دشوار مکاشفه ای، روش های حتی یا کلاسیک روش های از استفاده با مسئله

راستریگین. تابع :۱ شکل

می شوند. تولید شدنی فضای کل در یکنواخت توزیع با و تصادفی صورت به نقطه 48 ابتدا کار، شروع برای
این هدف تابع مقادیر «توزیع» اساس بر حال است. شده داده نشان ۲ شکل در صفحه روی نقاط این توزیع

Rastrigin funⅽtion۲۱
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چهار شامل A کلاس می شوند. داده اختصاص نقاط این به D و C ،B ،A نمادهای با کلاس چهار نقاط،
تابع مقادیر میانگین زیرا می شود محسوب کلاس بهترین که است 1.24635 هدف تابع مقادیر میانگین با عضو
میانگین با عضو 25 شامل ،B دوم، کلاس است. کمترین کلاس ها، سایر به نسبت آن نقاط با متناظر هدف
46.6874 هدف تابع مقادیر میانگین با عضو 15 دارای ،C سوم، کلاس است. 31.0151 هدف تابع مقادیر
کلاس ها اینجا در است. 60.9127 هدف تابع مقادیر میانگین با عضو چهار از متشکل D کلاس بالاخره و است
نیز دیگری طریق هر به را آنها می توان اگرچه گرفته ایم؛ نظر در خوشه بندی روش خروجی خوشه های براساس را
خواهد منجر جستجو فضای کاهش در متفاوتی نتایج به گوناگون کلاس بندی های دراین صورت که گرفت نظر در

شد.

-4 -2 2 4
x1

-4

-2

2

4

x2

.[−5, 5]× [−5, 5] در شده تولید تصادفی نقاط :۲ شکل

۳ و ۲ ،۱ جداول در ترتیب به وکا نرم افزار از حاصل انجمنی و طبقه بندی خوشه بندی، روش های خروجی
کمترین دارای ،۱ خوشه که آنجا از و است شده یافت خوشه چهار ،۱ جدول مطابق است. شده داده نشان
چون می شود. استفاده خوشه این مرز تعیین برای ۱ خوشه عضو چهار است، هدف تابع مقادیر میانگین
چهار این برای x1 مقدار کوچکترین و 1.01996 برابر ۱ خوشه در عضو چهار این برای x1 مقدار بزرگ ترین
نظر در −2.93562 ≤ x1 ≤ 1.01996 صورت به را x1 کران های رو این از است −2.93562 برابر عضو
کاهش یافته فضای یک تنها ،معمولا .0.025382 ≤ x2 ≤ 2.00188 داریم: x2 برای مشابه طور به می گیریم.
مساحت از درصد 8 به نزدیک روش این از حاصل زیرفضای مساحت می آید. دست به خوشه بندی روش توسط
که گرافی روی پیمایش اولین−دورترین۲۲ روش به خوشه بندی اینجا در می گیرد. بر در را جستجو فضای کل

.[۱۰] است شده انجام است، هم با رئوس مقادیر اختلاف یال ها وزن و هدف تابع مقادیر آن رئوس

از می تواند درخت است. شاخه و گره تعدادی شامل تصمیم درخت یک معمولا طبقه بندی خروجی نمایش
تصمیم گیری برای قوانین از برخی گره، هر در گردد. تعیین جواب یک کلاس تا شود پیموده برگ یک تا ریشه

Farthest−First ۲۲
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خوشه بندی خروجی :۱ جدول

کل) از (درصد خوشه اعضای تعداد هدف تابع مقادیر میانگین خوشه

(8%) 4 60.9127 0

(8%) 4 1.24635 1

(52%) 25 31.0151 2

(31%) 15 46.6874 3

کلاس یک به می تواند جواب آن قوانین، این از استفاده با می شود. فراهم مختلف شاخه های به ورود مورد در
می دهد. نشان را متناظر تصمیم درخت ۲ جدول شود. داده تخصیص

تعداد کسر، صورت است؛ شده داده نمایش پرانتز درون کسر یک همراه به کلاس یک نماد برگ، هر در
که است جواب هایی تعداد کسر مخرج و می کنند برآورده را برگ آن به منتهی قوانین که است جواب هایی
از سادگی به را درخت می توان است، کلاس بهترین همان A کلاس که آنجا از ندارند. تعلق کلاس آن به
شده داده نمایش قوانین رسید. A برچسب با برگ هایی به شاخه ها و گره ها از گذر با و پیمود راست به چپ
فضای سه اجتماع صورت به را کاهش یافته جستجوی فضای می شود، منتهی A کلاس به که گرهی هر در
0 ≤ x2 < 2.25 و −1.13 ≤ x1 < −0.2 همچنین 0 ≤ x2 < 2.25 و −4.16 ≤ x1 < −2.04

چون محافظه کارانه، رویکردی با می دهد. نشان 0 ≤ x2 < 2.25 و 0.83 ≤ x1 < 1.63 سرانجام و
برابر زیرفضا سه این برای x1 مقدار کوچکترین و 1.63 حداکثر زیرفضا سه این برای x1 مقدار بزرگ ترین
مشابه طور به می گیریم. نظر در −4.16 ≤ x1 < 1.63 صورت به را x1 کران های رو این از است −4.16

جستجو فضای کل از درصد 12 حدود تنها آمده دست به فضای این حال .0 ≤ x2 < 2.25 داریم: x2 برای
است.

است. تصمیم درخت جای به قوانین از بسیاری تعداد شامل طبقه بندی، خلاف بر انجمنی خروجی نمایش
روش خروجی ۳ جدول باشد. آن دقت و قانون در صادق جواب های تعداد براساس باید قوانین این از استفاده
قانون آن که است معنی این به F = A عبارت مثلا قانون، هر در می دهد. نشان را وکا نرم افزار در انجمنی
انتهای در می کند. صدق قانون آن در که است جواب هایی تعداد A از بعد عدد و می شود منجر A کلاس به
که است جواب هایی تعداد کسر این صورت می دهد. نمایش را اطمینان از کسری پرانتز، داخل عدد قانون، هر
1 بنابراین، می کند؛ صدق قانون آن در که است جواب هایی تعداد کسر این مخرج و است A کلاس به متعلق
36 ،32 ،16 شماره ی قوانین از مسئله، این برای اینجا در است. قانون آن به صددرصدی اطمینان نشان دهنده
ترتیب به کاهش یافته فضای یعنی، کرد. استفاده A کلاس به متعلق جواب های شناسایی برای می توان 42 و
افزون 0 ≤ x2 ≤ 1 و 1 ≤ x1 ≤ 2 همچنین 1 ≤ x2 ≤ 2 و −3 ≤ x1 ≤ −2 فضاهای اجتماع توسط
می شود. مشخص ،1 < x2 ≤ 2 و −2 ≤ x1 ≤ −1 سرانجام و 2 ≤ x2 ≤ 3 و 0 ≤ x1 ≤ 1 این  بر
x1 مقدار کوچکترین و 2 برابر زیرفضا چهار این برای x1 مقدار بزرگ ترین چون محافظه کارانه، رویکردی با
می گیریم. نظر در −3 ≤ x1 ≤ 2 صورت به را x1 کران های رو این از است −3 برابر زیرفضا چهار این برای
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طبقه بندی خروجی :۲ جدول

x2 < 4.03

| x1 < 1.63

| | x1 < −4.16 : C (4/0)

| | x1 ≥ −4.16

| | | x2 ≤ −4.31

| | | | x1 < −2.62 : B (1/0)

| | | | x1 ≥ −2.62 : C (4/0)

| | | x2 ≥ −4.31

| | | | x2 < 0

| | | | | x1 < −3.58

| | | | | | x1 < −4.02 : B (1/0)

| | | | | | x1 ≥ −4.02 : C (1/0)

| | | | | x1 ≥ −3.58 : B (6/0)

| | | | x2 ≥ 0

| | | | | x2 < 2.25

| | | | | | x1 < 0.83

| | | | | | | x1 < −2.04 : A (1/0)

| | | | | | | x1 ≥ −2.04

| | | | | | | | x1 < −1.13 : B (1/0)

| | | | | | | | x1 ≥ −1.13

| | | | | | | | | x1 < −0.2 : A (1/0)

| | | | | | | | | x1 ≥ −0.2 : B (1/0)

| | | | | | x1 ≥ 0.83 : A (2/0)

| | | | | x2 ≥ 2.25

| | | | | | x2 < 3.56

| | | | | | | x1 < −0.94 : C (1/0)

| | | | | | | x1 ≥ −0.94

| | | | | | | | x1 < 0.6 : B (1/0)

| | | | | | | | x1 ≥ 0.6 : C (1/0)

| | | | | | x2 ≥ 3.56 : B (2/0)

| x1 ≥ 1.63

| | x1 < 4.32 : B (11/0)

| | x1 ≥ 4.32

| | | x2 < −1.68 : D (2/0)

| | | x2 ≥ −1.68

| | | | x1 < 4.71 : B (1/0)

| | | | x1 ≥ 4.71 : C (1/0)

x2 ≥ 4.03

| x1 < −2.5 : D (2/0)

| x1 ≥ −2.5 : C (3/0)
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انجمنی خروجی :۳ جدول

اطمینان کسر قانون در صادق جواب های تعداد کلاس x2 حدود x1 حدود شده یافت قانون شماره

conf :(1) 2 F = D [−4,−3] [4, 5] 1

conf :(1) 2 F = B [−2,−1] [3, 4] 2

conf :(1) 2 F = C [−5,−4] [−1, 0] 3

conf :(1) 2 F = C [−5,−4] [−3,−2] 4

conf :(1) 2 F = D [4, 5] [−4,−3] 5

conf :(1) 2 F = C [2, 3] [−5,−4] 6

conf :(1) 1 F = B [−2,−1] [4, 5] 7

conf :(1) 1 F = B [2, 3] [4, 5] 8

conf :(1) 1 F = B [1, 2] [4, 5] 9

conf :(1) 1 F = C [−1, 0] [4, 5] 10

conf :(1) 1 F = B [−4,−3] [3, 4] 11

conf :(1) 1 F = B [−1, 0] [3, 4] 12

conf :(1) 1 F = C [4, 5] [3, 4] 13

conf :(1) 1 F = B [2, 3] [−1, 0] 14

conf :(1) 1 F = B [−3,−2] [−3,−2] 15

conf :(1) 1 F = A [1, 2] [−3,−2] 16

conf :(1) 1 F = B [−4,−3] [−4,−3] 17

conf :(1) 1 F = B [−5,−4] [−4,−3] 18

conf :(1) 1 F = B [−1, 0] [−4,−3] 19

conf :(1) 1 F = C [−2,−1] [−4,−3] 20

conf :(1) 1 F = B [−2,−1] [−5,−4] 21

conf :(1) 1 F = C [0, 1] [−5,−4] 22

conf :(1) 1 F = C [−3,−2] [−5,−4] 23

conf :(1) 1 F = B [−1, 0] [2, 3] 24

conf :(1) 1 F = B [0, 1] [2, 3] 25

conf :(1) 1 F = B [−3,−2] [2, 3] 26

conf :(1) 1 F = B [−5,−4] [1, 2] 27

conf :(1) 1 F = B [−1, 0] [1, 2] 28

conf :(1) 1 F = B [−3,−2] [1, 2] 29

conf :(1) 1 F = B [3, 4] [1, 2] 30

conf :(1) 1 F = C [2, 3] [1, 2] 31

conf :(1) 1 F = A [0, 1] [1, 2] 32

conf :(1) 1 F = B [1, 2] [0, 1] 33

conf :(1) 1 F = B [3, 4] [0, 1] 34

conf :(1) 1 F = C [4, 5] [0, 1] 35

conf :(1) 1 F = A [2, 3] [0, 1] 36

conf :(1) 1 F = B [−5,−4] [−2,−1] 37

conf :(1) 1 F = B [−1, 0] [−2,−1] 38

conf :(1) 1 F = B [0, 1] [−2,−1] 39

conf :(1) 1 F = C [4, 5] [−2,−1] 40

conf :(1) 1 F = C [3, 4] [−2,−1] 41

conf :(1) 1 F = A [1, 2] [−2,−1] 42
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از درصد 15 حدود فقط حاصل فضای رویکرد، این با اکنون .0 ≤ x2 ≤ 3 داریم: x2 برای مشابه به طور
است. جستجو فضای کل

است. شده داده نمایش ۳ شکل در داده کاوی متفاوت روش سه از حاصل کاهش یافته جستجوی فضای سه

است. مسئله سراسری بهینه جواب شامل دقیقا انجمنی، و طبقه بندی روش دو از حاصل کاهش یافته فضاهای
بیشتر بسیار کوچکتر جستجوی فضا های این در سراسری بهینه جواب یافتن احتمال که می رسد نظر به اکنون

باشد. جستجو فضای کل در آن یافتن احتمال از

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

x1

x2

الف

-4 -2 0 2 4
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ب

-4 -2 0 2 4
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-2

0

2
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ج

ج) و طبقه بندی ب) خوشه بندی، الف) روش سه از حاصل کاهش یافته جستجوی فضای سه مقایسه :۳ شکل
انجمنی

داده کاوی روش های و ژنتیک الگوریتم .۵

روی جستجو فضای کاهش اثر بررسی برای بگیرید. نظر در را (۱ .۴) غیرخطی بهینه سازی مسئله دوباره
دوازده همچنین و اولیه شدنی فضای کل روی مرتبه دوازده را الگوریتم این ژنتیک، الگوریتم از حاصل نتایج
و x2 ،x1 میانگین می کنیم. اجرا داده کاوی روش سه از حاصل کاهش یافته جستجوی فضاهای روی مرتبه
آشکار است. شده ارائه ۴ جدول در ژنتیک، الگوریتم اجرای مرتبه دوازده از آمده دست به هدف تابع مقادیر

مختلف جستجوی فضاهای در آمده دست به نتایج میانگین مقایسه :۴ جدول

اولیه شدنی فضای انجمنی طبقه بندی خوشه بندی دقیق

−0.092 0.002 0.008 −0.004 0 x1

0.088 0.073 0.030 0.034 0 x2

0.482 0.364 0.303 0.261 0 f

کاهش یافته فضاهای در مقادیر همین از بدتر اولیه شدنی فضای کل در هدف تابع بهینه مقادیر میانگین که است
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می شود. حاصل شدنی فضای کل به نسبت دقیق تری نتایج جستجو، فضاهای شدن کوچکتر با همچنین است.
می کند. نمایان را جستجو فضای کاهش برای داده کاوی از استفاده مزیت های مقایسه این

گيری نتيجه .۶

افزایش و غیرخطی بهینه سازی مسئله یک جستجوی فضای کاهش هدف به دستیابی برای تحقیق، این در
استفاده مورد داده کاوی در انجمنی و طبقه بندی خوشه بندی، روش  های سراسری، بهینه جواب یافتن احتمال
کل مساحت از درصد 15 حداکثر حاصل، کاهش یافته فضاهای مساحت که داد نشان نتایج گرفت. قرار
اولیه شدنی فضای کل روی غیرخطی مسئله ژنتیک، الگوریتم   از استفاده با سپس است. مسئله شدنی فضای
کاهش یافته فضاهای روی ژنتیک الگوریتم که کرد مشخص نتایج بررسی و شد حل کاهش یافته فضاهای و
و است فضا کوچکترین خوشه بندی روش از حاصل فضای همچنین کند. تولید دقیق تری جواب های می تواند
فضای دو به نسبت مسئله سراسری بهینه جواب برای را تقریب بهترین ژنتیک، الگوریتم با روش این ترکیب

می دهد.۲۳ ارائه دیگر کاهش یافته
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ریاضی آموزش ارتقای راه کارهای از بعضی
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دبیرستانی سطوح در ریاضی آموزش ارتقای برای موثر و عملی راهکارهای از پاره ای نوشتار، این در چکیده.

میان ارتباط ایجاد ریاضی، فلسفه ی و تاریخ بیان به موثرمی توان راهکارهای از می شود. ارائه دانشگاهی و

ارائه ی ریاضی، های واژه و نمادها معرفی بالاتر، مفاهیم پذیرش برای زمینه ایجاد علوم، مختلف های بخش

هر در شده ارائه راهکارهای تا است شده تلاش مقاله، این در کرد. اشاره فراگیران توان حد در ساده اثبات های

شود. تبیین بیشتر بهترو مناسب مثال های آوردن با مورد

پیش گفتار .۱

برپایه امروزی ریاضیات نیست. هندسی اشکال و ارقام اعداد، دانش تنها ریاضی دانش عام، تصور برخلاف

توپولوژیکی فضاهای و جبری های میدان مجرد، و انتزاعی فضاهای اساس این بر و است استوار مجموعه ها

یا و اثبات ایجاد، را ریاضی ساختارهای و گزاره ها تعریف ها، می توان، ریاضی دانش در می آیند. وجود به

بوده آن از برداری بهره و طبیعت شناسایی در بشر ابزار مهم ترین شک بدون ریاضی، دانش .[۲] کرد نقض

و (ریاضی دان هرش روبن توسط اخیرا که دیدگاهی دارند. انسان تاریخ درازای به قدمتی ریاضی مفاهیم است.

2020 Mathematics Subject Classification. 97B20; 97C70; 97D10

. اثبات ساده روش های آموزش ریاضیات، تاریخ ریاضی، آموزش ارتقای واژگان. کلید
۱۴۰۱/۶/۱۸ خط بر انتشار ۱۴۰۱/۶/۱۳ پذیرش ۱۴۰۱/۵/۲۹ ویرایش دریافت۱۴۰۱/۳/۱۶ تاریخ:
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۲ ریاضی، علوم به سوی ریاضی، آموزش ارتقای راه کارهای از بعضی انوری، م.ک. قومنجانی، ف. مقاله: این به ارجاع نحوه
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از گرفته بر ریاضی، دانش که می کند بیان است، شده مطرح آمریکا متحده ی ایالات در (۱۹۲۷ متولد فیلسوف،

بسیاری با است، موسوم ریاضی در انسان گرایی دیدگاه به که دیدگاه این است. بشر تاریخ و اجتماع فرهنگ،

علوم ریاضی، دانش پیشرفت کنار در می رسد. به نظر سازگار دیگر علوم و ریاضی علم در ملموس واقعیتهای از

برای ریاضی نفوذ حوزه ی گسترش رو، این از می یابند. ارتقا هم مهندسی علوم و فیزیک مانند آن به وابسته

در که هستند پیچیده فرایندهایی ریاضیات یادگیری و آموزش می شود. واقع سودمند بسیار علوم این همه ی

می باشد فراگیر شخصیت در پیچیدگی ها ریشه این دارند. مستقیمی ارتباط یکدیگر با فراگیران و معلمان آن

کسب گوناگونی سطوح در و متفاوت نگرش های و ها باشیوه را خود برداشت های و مهارت ها دانش، که

می توان بیشتر مطالعه (برای است متفاوت یکدیگر با افراد آمادگی سطوح و ذهنی فرایندهای زیرا می کند،

استدلال های و مهارت ها مفاهیم، دشواری انسان، در یادگیری و تفکر عمل پیچیدگی کرد). رجوع [۷،۵–۳،۱] به

دریادگیری فراگیران ناکامی موجب برنامه ای هدف های نبودن شفاف و معلمان از برخی ضعف نیز و ریاضی

یکی همچنین .[۲] می باشد یادگیری و تدریس برای دشوار عرصه ای ریاضیات واقع در می شود. ریاضی دانش

یادگیرنده می شود باعث که است ریاضی مفاهیم بین ارتباط ایجاد عدم ریاضی، یادگیری در مشکلات از دیگر

بنابراین می کند. مخدوش را خلاقیت ایجاد برای سازی زمینه مورد این و بگیرد یاد را مجزا مفاهیم از مجموعه ای

هستند. ریاضی آموزش ارتقای برای راهکارهایی پیداکردن دنبال به پژوهشگران

و اثبات ساده روش های آموزش جمله از ریاضی آموزش ارتقای برای راهکارهایی بیان به مقاله این در ما

عمومی ریاضی و دبیرستانی ریاضیات تدریس در ویژه به که می پردازیم کردن استدلال در ریاضی تفکر توسعه

بود. خواهد مفید دانشگاهی

ریاضی فلسفه ی و تاریخ بیان اهمیت .۲

و تاریخ بیان آن ها، جذابیت و ریاضی مفاهیم تعمیق برای راهکارها جذاب ترین و اساسی ترین از یکی

که دارد وجود عمیقی مفاهیم برسد، به نظر ساده که اندازه هر ریاضی مفهوم هر پس در است. ریاضی فلسفه ی

علم دانشمندان و بزرگ ریاضی دانان معرفی داشت. خواهند مفهوم آن از بهتری درک آن ها، دانستن با اشخاص

نیوتن، مانند بزرگی شخصیت های معرفی باشد. جذاب بسیار ریاضی مفاهیم آموزش کنار در می تواند ریاضی

یافته های و می روند شمار به ریاضی علم برجستگان از کدام هر که .... و اولر کوشی، گاوس، اوپیتال، لایب نیتز،

به سازد، فراهم افراد بیشتر مطالعه ی برای را انگیزه و زمینه تدریس، کردن جذاب تر بر علاوه می تواند آنان،

هر مطالعه ی که می رسد نظر به گیرند. قرار ردیف این در خود آینده در مستعد و نخبه افراد بسا چه که گونه ای

از انتگرال مثال، عنوان به نیست. افراد این بافته های و علم آن در مطرح دانشمندان مطالعه ی از جدا علمی،

آن آموزش زمان در نیست بد است. بر انگیز چالش دانشجویان و آموزان دانش برای همواره که است مفاهیمی

شد بیان انگلیسی نامدار فیزیک دان و ریاضی دان نیوتن اسحاق توسط بار نخستین انتگرال مفهوم که شود ذکر

بپردازیم. آن تعمیم در بسیار تلاش های از کوتاهی تاریخچه بیان به که است خوب آن اهمیت آشنایی برای و

که کرد، مطرح را سطح روی انتگرال مفهوم آلمانی بزرگ ریاضی دان گاوس فردریش کارل که به این اشاره مثلا
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گاوس شد. بیان مغناطیسی و الکتریکی میدان های از حاصل شارهای مانند فیزیکی مهم قوانین آن کمک با

است: آن داخل بار با متناسب بسته، سطح هر از عبوری الکتریکی شار که می کند ∮بیان
EdS =

Q

ϵ0
.

است: صفر برابر همیشه بسته، سطح هر از عبوری مغناطیسی شار که می کند ثابت گاوس مشابه، طور ∮به
BdS = 0.

است. انتگرال ها نوع این از عمیق درک مستلزم فیزیکی، مفاهیم این صحیح درک

آن، از پیش داد. ارائه را مختلط انتگرال های مفهوم فرانسوی، مشهور دان ریاضی کوشی، آگوستین لویی

لبگ، انتگرال اشتیلیس، ریمان انتگرال بود. شده ارائه گرین توسط الخط) (منحنی خم روی انتگرال مفهوم

هیچ به مطالب این گفتن از مقصود البته روند. می شمار به انتگرال ها از دیگری انواع .... و لوی انتگرال

است بهتر بلکه شود، تدریس دانشگاه اول سال یا دبیرستان دوره ی در انتگرال هایی چنین که نیست این عنوان

شود. فراهم آینده در آن ها آموزش برای زمینه و باشند آشنا آن ها نام با تا گیرد صورت آن به اشاره ای دست کم

می گیرد. انجام اصلی درس حاشیه ی در اشاره که این است بدیهی

علوم مختلف های بخش میان ارتباط ایجاد .۳

ریاضی، مختلف بخش های میان ارتباط بیان ریاضی، آموزش شدن جذاب تر برای ایده ها موثرترین از یکی

ایجاد برای را زمینه بلکه می کند، کمک ریاضی یادگیری بهبود به تنها نه کار این است. دیگر علوم و فیزیک

می ارائه مثالی مطلب، بهتر درک برای این جا، در می کند. فراهم جدید ایده های خلق و اشخاص در خلاقیت

دهیم.

می شود. ظاهر ریاضی مختلف بخش های در است، جبر در ابزارها ترین مفید از که نیوتن جمله ای دو بسط

اگر دارد. نیوتن جمله ای دو بسط با نزدیکی ارتباط است، احتمال و آمار در مهم مفاهیم از که جمله ای دو توزیع

بار چند را سکه که یک هنگامی آید. می دست به جمله ای دو توزیع کنیم، تکرار بار چند را حالته دو فرایند یک

می کنیم. سازی شبیه را جمله ای دو بسط یک حقیقت در می کنیم)، پرتاب هم با را سکه چند (یا می کنیم پرتاب

کنیم توجه سکه دو پرتاب برای ممکن حالات به

,(پشت,پشت) ,پشت) ,(رو ,(پشت,رو) ,رو) (رو

کنیم می توجه مربع اتحاد به مربوط جملات به حال،

(a+ b)2 = (a+ b)(a+ b) = aa+ ab+ ba+ bb
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را نظر مورد احتمال های می توانیم مطلب، به این توجه با می شود. دیده جا این در الگو همان دقیقا که بینیم می

بیابیم. آسانی به

ماتریس  ها دهد. می نشان بیشتر را مفاهیم میان ارتباط که کنیم می مطرح حسابان از دیگری مثال این جا، در

تابع دارند. کاربرد دیگر علوم و ریاضی مختلف بخش های در که می روند شمار به ریاضی ابزارهای زیباترین از

می گیریم نظر در را زیر

f(x) =
ax+ b

cx+ d
.

گرفت نظر در زیر صورت به می توان را آن ماتریسی معادل

f ∼

a b

c d

 .

نظر در با مثلا است. ماتریس ها ضرب عمل با معادل توابع، ترکیب عمل که می شود ثابت صورت، این در

توابع گرفتن

f(x) =
x+ 1

x− 1
, g(x) =

x+ 2

x− 2
,

می نویسیم: زیر شکل به را آن ها ماتریسی معادل

f ∼

1 1

1 −1

 , g ∼

1 2

1 −2

 .

صورت این در

f ◦ g ∼

1 1

1 −1

1 2

1 −2

 =

2 0

0 4

 ,

نتیجه در و

f ◦ g =
2x+ 0

0x+ 4
=

x

2

کاشف خود بودن، مستعد صورت در تا می دهد آموز دانش  به را فرصت این آن ها تحلیل و روابطی چنین بیان

خواهد بشری دانش افزون روز گسترش ساز زمینه خود نوبه ی به مطلب این شود. دست این از بیشتری روابط

بود.
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بالا مفاهیم پذیرش برای زمینه ایجاد .۴

کمک با را پیچیده توابع می توانیم تیلور، سری کمک با است. آنالیز در ابزارها مهم ترین از یکی تیلور، سری

تیلور، سری پذیرش برای لازم ذهنی زمینه ی ایجاد برای بزنیم. تقریب هستند، ساده ای توابع که جمله ای ها چند

جمله ای، چند یک درجه ی افزایش با که می دانیم کنیم. عمل صورت به این مثال یک با امر ابتدای در می توانیم

را سینوس تابع حال می یابد. افزایش آن موج های تعداد بهتر، عبارت به می یابد. افزایش آن ریشه های تعداد

از (بعد که می رسد به نظر طبیعی بنابراین دارد. موج بی نهایت سینوس تابع که است روشن می گیریم. نظر در

تابع بهتر، به عبارت است، بی نهایت درجه ی از جمله ای چند یک سینوس تابع بگوییم تیلور) سری آوردن به دست

است. جمله ای بی نهایت یک سینوس

sin x = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ . . .

تیلور سری یک مقدماتی درک برای توجیه یک تنها تعبیر این که است ضروری نیز نکته این به دادن توجه البته

تاکید فراگیران به باید و نیست موضوع تمام این ولی می کند، بیان جمله ای ها چند با را آن مشابهت و است

می باشند. تیلور سری دارای هم باز نمایی)، تابع (مانند هستند موج فاقد ما تعبیر به که توابعی حتی که نمود

همه ی سینوس تابع تیلور سری در که می بینیم است. بیان قابل هم فرد و زوج تابع مفهوم همین جا، در

همین جا از فرد و زوج کلمه ی است. فرد تابع یک سینوس می گوییم دلیل، به این دارند. فرد توان های جملات

این از نتیجه ای حقیقت در می شود، ارائه آن نموداری تعریف عنوان به درسی کتب در آن چه و می شود، ناشی

داریم کسینوس تابع برای مشابه صورت به است. ویژگی

cos x = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ . . .

کسینوس گوییم می دلیل، همین به دارند. زوج توان های جملات همه ی کسینوس تابع تیلور سری در که می بینیم

است. زوج تابع یک

ارز هم پیچیده تابع یک می گوییم که هنگامی هستند. تابعی سری های کاربرد از دیگری نمونه ی هم ارزی ها،

مثال برای کرده ایم. انتخاب را آن تیلور سری ابتدایی جملات حقیقت در است، ساده عبارت یک

sin x = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ . . .

می شود. زده تقریب بیشتری دقت با سینوس تابع کنیم، انتخاب را سری این از بیشتری جملات اندازه هر حال

sin x ∼ x,

sin x ∼ x− x3

3!
,
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sin x ∼ x− x3

3!
+

x5

5!
,

sin x ∼ x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
.

داریم کسینوس تابع برای مشابه صورت به

cos x ∼ 1,

cos x ∼ 1− x2

2!
,

cos x ∼ 1− x2

2!
+

x4

4!
,

cos x ∼ 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
.

مفاهیم ترین ساده از مطلق، قدر مفهوم می آوریم. دانشگاهی و دبیرستانی مفاهیم میان ارتباط از دیگری مثال

می شود گفته ساده زبان به آموزان دانش به می شود. داده آموزش دبیرستان اول سال های در که است، دبیرستانی

مطلق، قدر در گرفتن قرار از پس منفی و مثبت اعداد بنابراین، می کند. حذف را عدد علامت مطلق، قدر که

برای سوال این می شود، داده آموزش مختلط اعداد مطلق قدر که دانشگاهی دوره ی در حال می شوند. مثبت

که است این واقعیت چیست. دانشگاهی مطلق قدر با دبیرستانی مطلق قدر ارتباط که می آید پیش اشخاص

است. صفر تا عدد آن فاصله ی عدد، یک مطلق قدر ساده، زبان به دارند. یکسانی تعریف مطلق ها قدر همه ی

به را مطلق قدر اگر است. برقرار تعریف همین هم بعدی سه فضای در حتی و مختلط اعداد صفحه ی در حال

می شود، بر طرف کامل صورت به آن ابهام کنیم، معرفی صفر تا فاصله عنوان

|x+ iy| =
√
x2 + y2.

می شود. مطرح نرم دار فضاهای در نرم و متر ارتباط عنوان به تابعی آنالیز در که است چیزی همان دقیقاً این

داریم کلی حالت در

d(x, y) = ∥x− y∥,

داریم خاص حالت در و

∥x∥ = d(x, 0).

آن ها ارتباط و متر و نرم مفاهیم ارائه ی برای توان مندی ابزار می تواند مطلق، قدر مفهوم صحیح ارائه ی بنابراین،

است. مطلق قدر مفهوم از تعمیمی نرم مفهوم درحقیقت، باشد. بالاتر آموزشی رده های در
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ریاضی واژه های و نمادها معرفی .۵

در مفهوم این پذیرش به می تواند دارد پیشینه ای چه و است مفهومی چه نشان ریاضی در نماد هر که این بیان

که است، انگلیسی زبان در S حرف یادآور انتگرال نماد مثال، عنوان به کند. کمک دانشجو یا دانش آموز ذهن

می رود، به کار جمع عمل دادن نشان برای که هم (سیگما) Σ نماد است. جمع معنای به suⅿ کلمه ی از برگرفته

که می داند باشد، آشنا انتگرال مفهوم با مختصری که کسی هر است. انگلیسی زبان در S حرف یونانی معادل

بسیار افرازهای برای را تابع یک ریمان مجموع که هنگامی است. سیگما پیوسته ی حالت حقیقت در انتگرال

زبان در انتگرال واژه ی زده ایم. تخمین را تابع آن انتگرال حقیقت در کنیم، می حساب مجموعه یک از ظریف

در نیوتن است. صحیح عدد معنای به integer واژه  ی خانواده ی هم واژه، این است. همه کل معنای به فرانسه،

هنگامی نیوتون، دیدگاه از است. کرده مطرح را مفهوم این طبیعی، فلسفه ی ریاضی اصول خود، ارزشمند کتاب

قسمت های او، دید از کرده ایم. حساب را آن انتگرال کنیم، می محاسبه را منحنی یک زیر مساحت کل که

همه ی بتوانیم اگر و هستند، عدد یک اعشاری بخش مانند شوند، می ظاهر ریمان مجموع در که اضافی کوچک

دست به را تابع انتگرال باشد، نداشته وجود اضافی قسمت که گونه ای به کنیم، حساب هم با را قسمت ها

نمودار ۲ شکل در می کند. روشن صحیح عدد با را (۱ (شکل انتگرال مفهوم مشابهت مطلب این آورده ایم.

انتگرال مفهوم :۱ شکل

بینیم. می ،a > 0 ،[0, a] بازه ی در را f(x) = x2 تابع معین انتگرال به مربوط

شکل این می بینیم. ،a > 1 ،[1, a] بازه ی در را f(x) = 1
x

تابع انتگرال به مربوط نمودار ۳ شکل در

نیستند. مساوی افرازها لزوما معین، انتگرال بررسی در که می دهد نشان

معنای به ⅾifferenⅽe کلمه ی در ریشه که است دیفرانسیل واژه ی دبیرستانی، ریاضیات در دیگر مهم واژه ی

برای آن متغیر تغییرات به تابع تغییرات نسبت تابع، یک مشتق که می دانند همه دارد. اختلاف و تفاوت

و تغییرات معنای به دیفرانسیل که مطلب این از آگاهی با دانش آموز رو این از است. کوچک بسیار تغییرات

به دست را فرمول لزوم صورت در خود و باشد داشته آن فرمول از بهتری درک می تواند است، متغیر یک نمو
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.a > 0 ،[0, a] بازه ی در f(x) = x2معین انتگرال :۲ شکل

a > 1 ،[1, a] بازه ی در f(x) = 1
x

انتگرال :۳ شکل

نمادهای می کند. تداعی آن، متغیر تغییرات به تابع تغییرات نسبت عنوان به را مشتق مفهوم ،۴ شکل آورد.

مشتق مفهوم :۴ شکل

که هستند، تابع یک دوم و اول مشتق دادن نشان برای ′′ و ′ نمادهای می روند کار به حسابان در که دیگری
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ترتیب به زگوند و پریم که شود گفته دانش آموزان به اگر نیست بد می کنیم. تلفظ زگوند و پریم به ترتیب را آن ها

است. دوم معنای به seⅽonⅾ و اول معنای به priⅿe واژه فرانسه تلفظ

آموزان دانش توان حد در ساده اثبات های ارائه ی .۶

حفظ با مجبورند صرفا آموزان دانش که است این دیگر پایه علوم و ریاضی آموزش در جدی آفات از یکی

مفاهیم از آگاهی کوچک ترین این که بدون برند، به کار مختلف مسائل در را آن ها خاص، فرمول های و اسامی

کوتاه و سریع حل های آن ها در که گزینه ای چند آزمون های در به ویژه مساله این باشند. داشته آن اثبات های و

میان بر و سریع حل های راه که نیست این منظور البته می خورد. چشم به بیشتر می شود، گفته آموزان دانش به

مفاهیم امکان حد در تا شود تلاش آموز، دانش به آن ها ارائه ی از قبل باید بلکه شوند، گذاشته کنار کلی به طور

توان به عدد هر که می شود گفته آموزان دانش به مثال، عنوان به شوند. داده آموزش هم اصلی روش های و

آگاهی با آن که حال می کنند. حفظ اصل یک عنوان به را این آموزان دانش اغلب می شود. یک مساوی صفر

توجه زیر عبارت به مثال، برای باشند. داشته آن چرایی از بهتری درک می توانند توان، های ویژگی از مختصری

کنیم می

23

23

که است روشن سو یک از کرد، محاسبه می توان طریق دو از را عبارت این

23

23
=

8

8
= 1.

پس می شوند، کم هم از توان ها تقسیم در باشند، برابر پایه ها اگر که می دانیم دیگر، سوی از

23

23
= 23−3 = 20 = 1,

بنابراین

20 = 23−3 =
23

23
=

8

8
= 1.

از زیرا نمی شود، تعریف صفر توان به صفر چرا که می شود متوجه باهوش و سنج نکته آموز دانش همین جا، در

که بر می آید بالا بحث

00 =
0

0
.
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که 0 = 0 · a صورت، این در .0
0
= a کنیم فرض داد. توضیح به سادگی می توان نیز را 0

0
بودن مبهم همچنین

مبهم را آن دلیل همین به و نیست 0
0

کسر برابر مشخصی عدد بنابراین باشد. عددی هر می تواند a این جا در

دهیم. ارائه منفی توان های درک برای می توانیم را فوق مانند مشابهی اثبات همچنین، گوییم.

حتی که می دهد نشان هم ساز، سری واگرایی است. ریاضی آنالیز سری های ترین آموزنده از یکی هم ساز سری

مقایسه ای اثبات نیست. سری آن همگرایی برای کافی شرط صفر، به آن ها کردن میل و جملات بودن کوچک

می بینیم زیر در را جالبی

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
+ . . . > 1 +

1

2

+
1

4
+

1

4
+

1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8
+ . . .

> 1 +
1

2
+

1

2
+ . . . .

مفهوم می تواند همین جا در آموز دانش داریم. 1
2

جمله ی نامتناهی تعداد راست، طرف در که می کنیم مشاهده

بیشتر و بیشتر حاصل کنیم، جمع خودش با بی پایان صورت به را مشخص مقدار یک اگر کند. درک را بی نهایت

می شود. تر بزرگ عددی هر از و می شود

جالب اما است، فیثاغورس قضیه کلی حالت حقیقت در کسینوس ها قضیه ی می آوریم. هندسه از مثالی

برای را فیثاغوس قضیه ی اگر ،۵ شکل در می شود. ثابت خود خاص حالت از استفاده با کلی حالت که است

آید. می دست به کسینوس ها قضیه ی بنویسیم، است آن وتر c که کوچک تر مثلث

کسینوس ها قضیه ی با فیثاغورس قضیه بودن معادل :۵ شکل

به فیثاغورس قضیه ی بگیریم، نظر در درجه نود برابر را زاویه کسینوس ها، قضیه ی در اگر دیگر، سوی از

قضیه ی از خاصی حالت فیثاغورس قضیه ی عمومی، تصور خلاف بر که دهد می نشان مطلب این آید. می دست

مقدار قضیه ی می آوریم. ریاضی آنالیز از دیگری مشابه مثال . است معادل آن با بلکه نیست، کسینوس ها

خود خاص حالت از استفاده با کلی حالت که است جالب اما است، رول قضیه ی کلی حالت حقیقت در میانگین

با بلکه نیست، میانگین مقدار قضیه ی از خاصی حالت رول قضیه ی عمومی، تصور خلاف بر می شود. ثابت



۱۳۳ ریاضی آموزش ارتقای راه کارهای از بعضی

می کنیم، مشاهده ۷ شکل در که همان گونه دهد. می نمایش را رول قضیه ی از نمایی ،۶ شکل است. معادل آن

میانگین مقدار قضیه ی از نمایی :۶ شکل

هم با دو این پس می شود. نتیجه رول قضیه ی از شکل چرخاندن با هندسی لحاظ از میانگین مقدار قضیه ی

هستند. معادل

مقدارمیانگین قضیه ی با رول قضیه ی بودن معادل :۷ شکل

گیری نتیجه .۷

علوم دیگر و ریاضی آموزش در مشکلات از می باشد. یادگیری و تدریس برای دشوار عرصه ای ریاضیات

مفاهیم از آگاهی بدون خاص، فرمول های و اسامی حفظ با مجبورند صرفا آموزان دانش که است این پایه

به آن ها ارائه ی از قبل که می شود پیشنهاد دراین جا برند. به کار مختلف مسائل در را آن ها آن، اثبات های و

بیان به مقاله، دراین ما شوند. داده آموزش هم اصلی روش های و مفاهیم امکان حد در تا شود تلاش فراگیر،

ریاضی، مفاهیم بر مترتب تاریخچه بیان از بودند عبارت که پرداختیم ریاضی آموزش ارتقای برای راهکار چند

واژه های و نمادها معرفی بالاتر، مفاهیم پذیرش برای زمینه ایجاد علوم، مختلف بخش های میان ارتباط ایجاد

فراگیران. توان حد در ساده اثبات های ارائه ی و ریاضی
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سپاس گزاری

برای که خوبی پیشنهادات دلیل به محترم داوران و مجله سردبیر زحمات تمامی از که داریم قصد پایان در

نماییم. قدردانی و تشکر داشتند، مقاله این بهبود
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