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با هدف عمومی سازی ریاضیات، کمک به آشنایی جامعه به طور عام و جامعه دانشگاهی  مجله به سوی علوم ریاضی

و ارتباط آنها با سایر علوم در قالب چاپ های مختلف و کاربردهای ریاضی، آمار، و کامپیوتر به طور خاص با جنبه

 .باشدترویجی مرتبط می-مقالات علمی

های ریاضی محض، ریاضی کاربردی، آمار و احتمال، علوم کامپیوتر، آموزش ریاضی، مقالات در زمینه این مجله

 ی را برای بررسیتاریخ و فلسفه ریاضی، کاربردهای ریاضی، آمار و علوم کامپیوتر در سایر علوم، و نقدهای علم

 .گیردپذیرد. همچنین ترجمه مقالاتی در موضوعات گفته شده نیز با شرایط خاص مورد بررسی قرار میمی

ا ای ریاضی در سطح کارشناسی یای نوشته شوند که قابل فهم برای افرادی با اطلاعات پایهمقالات باید به گونه

 دانشجویان تحصیلات تکمیلی باشند.

به این مجله به این معنی است که کلیه نویسندگان مقاله از این ارسال آگاه بوده، اصالت محتوای ارسال مقاله  

 مقاله اند و به علاوه متعهد هستند کهبه سوی علوم ریاضی موافق بوده یعلمی آن را تأیید و با ارسال آن به مجله

یچ نشریه دیگری نیست. با ارسال مقاله به طور همزمان در مراحل بررسی و یا چاپ در هارسالی به این مجله به

یه اند و کلاین مجله، همه نویسندگان متعهد می شوند که حقوق مالکیت فکری و اخلاق پژوهشی را رعایت نموده

 .اندحقوق استفاده از محتوا، جداول، تصاویر و ... را به ناشر واگذار کرده

پذیر است.  همچنین و به صورت الکترونیک امکان https://tmsj.um.ac.irارسال مقاله تنها از طریق لینک 

 .در این لینک قابل مشاهده است فایل فشرده فرمت مجلهنویسندگان و راهنمای 
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INTEGRATION BY PARTS AND INFINITE SERIES
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Abstract. In this paper, by using a student’s calculation error in applying
the integration formula using the subtraction method and reaching the correct
answer, we reached the following formula

∫
fg = Σ∞

k=0(−1)kf (k)g−(k+1) where
g−(k) is the k th successive antiderivative of g and f (k) is the k th derivative of
f �. We find by using the above series and Maclaurin series, interesting results
about the convergence of some series. Also, due to the introductory nature of
the integration formula using the subtraction and the infinite series, this series
can be new topics for the next research is to provide researchers with a new
method for deriving series and discovering new series.
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از است ترجمه ای حاضر مقاله چکیده.

S.J. Kilmer, Integration by Parts and Infinite Series, Mathematics

Magazine, 81 (2008), no. 1, 51–55.

و جزءبه جزء انتگرال گیری فرمول به کارگیری در دانش آموز یک محاسباتی اشتباه از استفاده با مقاله این در

-k ،g−(k) آن در که می آید به دست
∫
fg =

∞∑
k=0

(−1)kf (k)g−(k+1) فرمول صحیح، جواب به رسیدن

مک لوران سری و فوق سری از استفاده با است. f متوالی مشتق k-امین ،f (k) و g متوالی پادمشتق امین

می یابیم. دست سری ها از بعضی همگرایی مورد در جالبی نتایج به

سری و جزء به جزء انتگرال گیری .١

ادامه کردن تقلا  به محاسبات، ابتدای در مفتضحانه اشتباه یک انجام از پس که داشته ایم دانش آموزانی ما همه

یک آن چه مانند تلاش هایی چنین به ندرت باشد. بغرنج و غیرمنطقی چقدر نتیجه شان این که از غافل داده اند؛
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مک لوران. بسط نامتناهی، سری های جزء به جزء، انتگرال گیری کلیدی. واژگان
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٣ نامتناهی سری های و جزء به جزء انتگرال

کرده ارائه خود نهایی امتحان در را زیر حل راه و داده انجام انتگرال و دیفرانسیل حساب دوم ترم دانشجوی

می دهد: جواب بود،

∫
xexdx = (

x2

2
ex − x3

3!
ex +

x4

4!
ex − x5

5!
ex + . . . ) + C

= −ex + xex + ex(1− x+
x2

2
− x3

3!
+

x4

4!
− . . . ) + C

= xex − ex + exe−x + C

= xex − ex + C.

زیرا شود، قائل کار این برای کمی نمره  می تواند که کرد فکر چنین می کند تصحیح را امتحان که استادی ابتدا در

یعنی جزء  به جزء انتگرال گیری معمول فرمول در را g و f وارونه صورت به ∫دانش آموز
fg =

n∑
k=0

(−1)kf (k)g−(k+1),

و f مشتق k-امین نمایش f (k) ،g متوالی پاد مشتق k-امین نشان دهنده g−k این جا در بود. کرده انتخاب

که آنجایی از کند. بیشتری توجه او کار به گرفت تصمیم بود صحیح پاسخ چون این حال، با است. ثابت f (n)

بود: کرده فرض حل برای را زیر سری شکل ضمنی طور به او که بود واضح نبود، ثابت هرگز f (k)

∫
fg =

∞∑
k=0

(−1)kf (k)g−(k+1). (١. ١)

از می توان یا بود تاریکی در تیری روش این آیا اما کرد، ارائه را صحیح حل راه (١. ١) سری محاسبات این در

کرد؟ استفاده سری صورت به دیگری معتبر نمایش های یافتن برای روش این

حاصل سری ابتدا بیایید می نامیم. جزء به جزء انتگرال گیری از حاصل سری را (١. ١) سری مقاله ادامه در

مک بسط با را آن ها سپس و سازیم مشخص کسینوس و سینوس توابع برای را جزء به جزء انتگرال گیری از

پرداخت. خواهیم (١. ١) همگرایی به مقاله پایان در مقایسه کنیم. لوران شان

sinx =

∫ x

0

cos tdt

= x cosx+
x2

2
sinx− x3

3!
cosx− x4

4!
sinx+

x5

5!
cosx+

x6

6!
sinx . . .

= cos x(x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
...) + sin x(

x2

2
− x4

4!
+

x6

6!
− x8

8!
. . . )

= cos x(x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
...)− sinx(1− x2

2
+

x4

4!
− x6

6!
+

x8

8!
. . . ) + sin x
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کنیم فرض اگر رو این از

σs =
∞∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
, σc =

∞∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
,

داشت خواهیم

σs cosx− σc sinx = 0. (١. ٢)

دیگر عبارت به

1− cosx =

∫ x

0

sin tdt

=x sinx− x2

2
cosx− x3

3!
sinx+

x4

4!
cosx+

x5

5!
sinx− x6

6!
cosx . . .

=sin x(x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
. . . ) + cos x(−x2

2
+

x4

4!
− x6

6!
+

x8

8!
. . . )

= sin x(x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
. . . ) + cos x(1− x2

2
+

x4

4!
− x6

6!
+

x8

8!
. . . )

− cosx.

داشت: خواهیم بالا به صورت σc و σs گرفتن نظر در با بنابراین

σc cosx+ σs sinx = 1. (١. ٣)

داریم (١. ٣) و (١. ٢) رابطه های هم  زمان حل با

σs = sin x, σc = cos x

در می کند، حاصل را cosx و sinx برای سری درست نمایش های واقع در روش این که می دهد نشان این و

می آید. به دست آن ها مک لوران سری حقیقت

مناسبی جزء به جزء انتگرال گیری از حاصل سری یافتن برای مختلفی راه های میگیریم. نظر در را π عدد

مساحت π که است واقعیت این از استفاده با دهیم، می ارائه که روشی اولین دارد. وجود π عدد محاسبه برای

می دهیم قرار است. واحد دایره

(2k − 1)!! = (2k − 1)(2k − 3)...5.3.1.



۵ نامتناهی سری های و جزء به جزء انتگرال

این صورت، در

π = 4

∫ 1

0

√
1− x2dx

= 4

∫ 1

0

√
1 + x

√
1− xdx

= 4[−2

3

√
1 + x(

√
1− x)3 +

∞∑
k=1

(−1)k (−1)
k+1(2k − 3)!!

2k(
√
1 + x)2k−1

.
(−1)k+12k+1(

√
1− x)2k+3

(2k + 3)!!
]

∣∣∣∣1
0

= 4[−2

3

√
1 + x(

√
1− x)3 + 2

∞∑
k=1

(−1)k(
√
1− x)2k+3

(2k + 3)(2k + 1)(2k − 1)(
√
1 + x)2k−1

]

∣∣∣∣1
0

=
8

3
+ 8

∞∑
k=1

(−1)k+1

(2k + 3)(2k + 1)(2k − 1)

= 8

∞∑
k=0

(−1)k+1

(2k + 3)(2k + 1)(2k − 1)
.

ایالتی دانشگاه از همکاری رید١ لس آید. به کار سری این یافتن برای می تواند نیز جزئی کسر های به تجزیه روش

arctan تابع از استفاده با جزء به جزء انتگرال گیری از حاصل سری یک برای را زیر زیبای مثال میسوری،

داریم کسرها تجزیه از استفاده و
∫

dx
1+x2 = arctan x گرفتن نظر در با آورد. به دست π محاسبه برای

1

1 + x2
=

1

2i
(

1

x− i
− 1

x+ i
).

می آید بدست زیر رابطه جزء به جزء انتگرال گیری از حاصل سری های روش از استفاده با

∫
dx

x+ a
=

x

x+ a
+

1

2
(

x

x+ 1
)2 +

1

3
(

x

x+ a
)3 +

1

4
(

x

x+ a
)4 + · · ·+ C

=
∞∑
k=1

1

k
(

x

x+ a
)k.

Les Reid١
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بنابراین
π = 4arctan 1

= 4

∫ 1

0

dx

1 + x2

=
2

i

∫ 1

0

(
1

x− i
− 1

x+ i
)dx

=
2

i

∞∑
k=1

1

k
[(

1

1− i
)k − (

1

1 + i
)k]10

=
2

i

∞∑
k=1

(1 + i)k − (1− i)k

2kk

= 4
∞∑
k=1

√
2
k
(e

πki
4 − e

−πki
4 )

2kk.2i

= 4
∞∑
k=1

sin πk
4

2
k
2 k

.

سری  یک مجموع یافتن برای می تواند جزء به جزء انتگرال گیری از حاصل سری های روش شرایط، برخی در

کنیم: محاسبه n ≥ 1 برای را زیر مجموع می خواهیم این جا  در گیرد. قرار استفاده مورد
∞∑
k=1

1

k(k + 1)(k + 2)...(k + n)
.

می شود: ظاهر زیر معادله در ثابت یک صورت به مقدار ∫این
xn−1 lnxdx =

xn

n
lnx+

∞∑
k=1

(−1)kx
n+k(n− 1)!

(n+ k)!
.
(−1)(k+1)(k − 1)!

xk
+ C

=
xn

n
lnx− xn(n− 1)!

∞∑
k=1

(k − 1)!

(n+ k)!
+ C

=
xn

n
lnx− xn(n− 1)!

∞∑
k=1

1

k(k + 1)(k + 2) . . . (k + n)
+ C

می کند. حذف را انتگرال ثابت طرف، دو هر از مشتق گیری

xn−1 lnx = xn−1 lnx+
xn−1

n
− nxn−1(n− 1)!

∞∑
k=1

1

k(k + 1)(k + 2) . . . (k + n)

داشت: خواهیم معادله این ساده کردن با
∞∑
k=1

1

k(k + 1)(k + 2) . . . (k + n)
=

1

n!n
.



٧ نامتناهی سری های و جزء به جزء انتگرال

است. محاسبه قابل نیز تلسکوپی قاعده طریق از به دست آمده نتیجه

این همگرای شرایط کلی طور به می پردازیم. جزء به جزء انتگرال گیری از حاصل سری های همگرایی به حال

داشت: خواهیم جزء به جزء انتگرال گیری روش از استفاده بار چند با است. بررسی قابل به راحتی ∫سری ها b

a

f(t)g(t)dt =
n−1∑
k=0

(−1)kf−(k+1)(t)g(k)(t)

∣∣∣∣b
a

+ (−1)n−1

∫ b

a

f−(n)g(n)(t)dt, (۴ .١)

که دهیم نشان است کافی جزء به جزء انتگرال   گیری از حاصل سری های همگرایی تعیین منظور به رو این از

اما می کند. میل صفر به (۴ .١) راست سمت ∣∣∣انتگرال ∫ b

a

f−(n)g(n)(t)dt
∣∣∣ ≤ ∫ b

a

−(n)
g(n)(t)

∣∣dt
≤ (b− a) sup |f−(n)(t)g(n)(t)| : a < t < b.

که همگراست درصورتی متناظرش، انتگرال به مربوط جزء به جزء انتگرال گیری از حاصل سری یک بنابراین

sup{|f−(n)(t)g(n)(t)| : a < t < b} → 0. (۵ .١)

است شده ارائه بالا در که π برای را جزء به جزء انتگرال گیری از حاصل سری دومین همگرایی مثال عنوان به

که آن جا از کنیم. می بررسی

π = 4arctan 1 =

∫ 1

0

dx

1 + x2
=

2

i

∫ 1

0

(
1

x− i
− 1

x+ i
)dx,

a = ±i آن در که
∫ 1

0
(x+ a)−1dx برای جزء به جزء گیری انتگرال از حاصل سری دهیم نشان است کافی

کنید فرض منظور، این به همگراست.

f(x) = 1, g(x) = (x+ a)−1.

در و اند صعودی (0, 1] بازه روی xn و
√

x2

x2+1
توابع صورت این در باشد، نامنفی عدد یک n کنید فرض

داریم: و است صعودی نیز آن ها ترکیب نتیجه

sup{|f−(n)(x)g(n)(x)| : 0 < x < 1}

= sup{|x
n

n!

n!

(x+ a)n+1
| : 0 < x < 1}

= sup{(
√

x2

x2 + 1
)n.

1√
x2 + 1

: 0 < x < 1} ≤ (
1√
2
)n.1→ 0.

همگرا π به جزء به جزء انتگرال گیری از حاصل سری این شود می نتیجه (۵ .١) رابطه از استفاده با بنابراین

است.
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دلیل به و هستند بررسی قابل راحتی به انتگرال گیری از حاصل سری یک همگرایی معیارهای که آن جایی از

همچنین، باشند. داشته گسترده ای کاربرد می توانند جزء به جزء انتگرال گیری از حاصل سری های فرم، در تنوع

و درس کلاس برای جدیدی موضوعات نامتناهی، سری های و جزء به جزء انتگرال مقدماتی ماهیت دلیل به

آوردن دست به برای راه هایی ریاضیدانان به روش این و می شوند فراهم بالاتر سطح دانشجویان پروژه های

می کند. ارائه را جدید سری های کشف قابلیت و سری ها

است. بوده [١] مقاله ترجمه مقاله، این که است ضروری مطلب این ذکر پایان در

تشکر و تقدیر .٢

کمال ترجمه بهبود به کمک و ارزنده شان راهنمایی های اولیه، نسخه خواندن در محترم داوران از مترجمین

دارند. را قدردانی و تشکر

مراجع

[1] S.J. Kilmer, Integration by parts and infinite series, Mathematics Magazine, 81 (2008), no.

1, 51–55. http://www.jstor.org/stable/27643080
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شده آغاز اجتماعی حیات عرصه در نوینی دوران جهان سطح در کرونا ویروس گسترده شیوع از پس چکیده.

ادامه برای بیماری این است. داده قرار تأثیر تحت را رسالتش و پرورش و آموزش بشر، زندگی که است

است، کرده آموزشی نوین فن آوری های از استفاده به ملزم را پرورش و آموزش ، دانش آموزان آموزشی روند

امروز مدرن دنیای با متناسب و نیاز مورد شایستگی در تغییراتی و تحولات باعث فن آوری ها این همچنین

که دارند یادگیری امر در توجهی قابل تاثیر آموزشی نوین فن آوری های است. گشته معلمان و دانش آموزان در

قدیمی تدریس شیوه های با نمی توان را امروزی دانش آموزان است. شده معلمان و فراگیران نقش تغییر باعث

یادگیری که است کرده ثابت تحقیقات و تجربه داد، آموزش آنها به را ریاضی مفاهیم و نشاند درس کلاس در

و آموزشی نوین فن آوری های از استفاده با می توان امروزه نیست. اعتماد قابل و نبوده مؤثر روش این در

مدارج و پایه ها تمام در بودن انتزاعی علت به که را ریاضی درس ICT و آموزشی جدید مواد از گرفتن کمک

دانش آموزان برای آن یادگیری و فهم تا آورد در ملموس به صورت است، بوده همراه اضطراب با همواره تحصیلی

در ICT) رویکرد (با تکنولوژی از استفاده با آموزشی نوین روش های بررسی به مقاله این گردد. لذت بخش

در دانش آموزان توسط ریاضیات یادگیری امر پساکرونا دوران در آنها از استفاده با تا است پرداخته ریاضیات

گردد. تسهیل مدارس

2020 Mathematics Subject Classification. 97U50, 97U10
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مقدمه .١

اولویت از باشـد داشـته را متغیـر جهـانی در زیسـتن بـرای افراد تربیت قابلیت که آموزشی نظام یک خلق

جهان در تغییر ایجاد برای مهم های عامل از یکی جمله از کرونا ویروس گسترده شیوع است. مدرن جامعه های

را آموزشی نوین های فن آوری دارند قصد آموزشی های نظام از بسیاری که نیست تعجب جای بنابراین شد،

تربیت پیشرفته ملتی آن تبع به و پیشرفته آموزشی نظـام یـک تـا کارگیرنـد بـه یـادگیری و تـدریس فرآیند در

مختلف، وسایل کارگیری به و دیدن طریق از دانش آموزان یادگیری، شناسی روان یافته های اساس بر نمایند.

حواس کردن فعال سبب به آموزشی کمک وسایل و تکنولوژی زیرا می آموزند راحت تر و بهتر را درسی مطالب

تنگناهای به توجه با امروزه .[۴] می سازد دلپذیر تر و عملی تر واقعی تر، را آموزش امر دانش آموزان، مختلف

یک عنوان به جدید آموزشی وسایل از استفاده پرورش و آموزش نیاز مورد انسانی نیروی تأمین امر در موجود

وسایل از استفاده دلایل و است گرفته قرار توجه مورد آموزشی برابر فرصت های تامین آرمان به دستیابی روش

در حواس نقش آموزشی، مشکلات و معضلات مانند: عناوینی تحت را آموزشی تکنولوژی های یا آموزشی

درحال کشورهای توسعه سابقه مطالعه با کرده اند. ذکر یادگیری، و تدریس در وسایل و مواد نقش یادگیری،

حل در تسریع برای خود، توسعه مسـیر در آنهـا کـه می شود ملاحظه آسیا شرق کشورهای خصوصا توسعه،

توسعه کشـورهای سـایر از آن انتقـال طریق از را خود کشور تکنولوژی بنیان آموزش، و صنعت بخش مشکلات

خود پژوهش و دانشگاهی مراکز تقویت درصدد مناسب اقتصادی زیربنای ایجاد با سپس و کردند تقویت یافته

بهره مطلوب و معقول به طور آموزشی جدید تکنولوژی از که کشورهایی می دهد نشان تحقیقات نتایج برآمدند.

اطلاعات فن آوری برنامه های .[۶] داده اند کاهش یا و برده بین از را خود آموزشی مشکلات از بسیاری گرفته اند

اطلاع نوین قابلیت های از استفاده و باشد آموزشی نظام کیفت بخش باید پرورش و آموزش در ارتباطات و

فن آوری ورود علی رغم آید. به شمار پرورش و آموزش اصلاحات برنامه راستای در موثر تری گام می تواند رسانی

ضمن دوره های و آموزشی کارگاه های برگزاری و آموزشی نظام به آموزشی کمک وسایل و ارتباطات و اطلاعات

فن آوری های از استفاده چرا که می شود مطرح پرسش این پرورش، و آموزش معلمان و کارکنان برای خدمت

نشان شواهد نیست؟ مناسبی وضع دارای یا و می رود پیش کندی به یادگیری و تدریس فرایند در آموزشی نوین

آنها در توفیق به نسبت معلمان خدمت ضمن آموزشی کارگاه های و دوره ها این برگزاری ناکامی در که می دهد

محسوسی بخشی اثر و کارآیی ملی، و سازمانی سطح در علمی دانش آموزان، وضعیت به توجه با و بوده بیشتر

آموزشی کمک وسایل و تکنولوژی کاربرد عدم در زیادی عوامل که می دهد نشان بررسی ها نمی شود. مشاهده

تکنولوژی، مفهوم از معلمان اطلاع عدم : از است عبارت عوامل جمله این از هستند. دخیل دبیران توسط

حجم و محتوا تطبیق عدم مدارس، در کافی تجهیزات و فیزیکی امکانات عدم کلاس، در دانش آموزان تراکم

به سنتی روش از استفاده رسانه ها، انواع از کافی شناخت نداشتن هفته، در درسی کلاس ساعات با ها کتاب

و معلم تربیت مراکز و دانشگاه ها در کافی عملی آموزش های عدم معلمان، توسط بودن آسان و عادت علت

و مسائل معلمان، توسط تدریس حین در رسانه ها کارگیری به مهارت نداشتن آن تبع به و خدمت ضمن آموزش
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و دانش آموزان تعداد با وسایل تناسب عدم کارگاه، و آزمایشگاه فقدان درسی، کتاب زیاد حجم مالی، مشکلات

مختلف تحقیقات نتایج آموزشی. نوین فن آوری های از معلمان استفاده نحوه از یابی ارزش سیستم یک فقدان

کمک وسایل و آموزشی نوین فن آوری های از استفاده بازدارنده عوامل جزء شده ذکر عوامل که است آن از حاکی

کاربرد بین که است آن از حاکی دیگری تحقیق نتایج همچنین هستند. یادگیری و تدریس فرایند در آموزشی

یادگیری با تدریس، در آموزشی رسانه های کاربرد همچنین و دانش آموزان علاقه و تدریس در آموزشی رسانه های

کـار تجربـه کـه اسـت آن از حـاکی همکـاران و ایگباریا تحقیـق نتایج .[٢] دارد وجود رابطه ماندگار، و عمیق

ارشـد مدیران حمایت و درونی پاداش های بودن، مفید و استفاده آسانی، از ادراک فنی، پشتیبانی رایانـه، بـا

.[١٣] دارد تـأثیر کوچـک سـازمان هـای در اطلاعـات فن آوری موفقیت بر که است عواملی جمله از سازمان

تحقیق در وی است. داده انجام اطلاعات فن آوری با مرتبط مسـائل دربـاره را تحقیقی نیجریه کشور در تیامیو

کلیدی موانع عنوان به امکانات و تجهیزات مداوم خرابی و هزینه ها چون عـواملی کـه رسـیده نتیجه این به خود

ریزی برنامه ماهر، انسانی منابع کمبود دیگری تحقیق در همچنین .[٢٢] می روند به شمار فن آوری این کاربرد

به اطلاعات فن آوری نادرست کاربرد و اقتصادی محدودیت های سازمان، نیازهای با ضعیف ارتباط ضعیف،

تحقیق در والکر و پینسوپاپ .[١۴] است شده ذکر سازمان ها در اطلاعات فن آوری کاربرد اساسی موانع عنوان

استرالیا کشور های سازمان در ارتباطات و اطلاعات فن آوری کاربرد و پذیرش بر مؤثر عوامل درباره که خود

هستند اطلاعات فن آوری کاربرد عمده موانع از کاربران میان در عامل دو که رسیدند نتیجه به این داده اند، انجام

ناکامی و عجز احساس و سازمان در اطلاعات فن آوری کاربرد بـه کارکنان منفی احساس از: است عبارت که

.[١٧] فن آوری ها این کاربرد  در

١ICT با شده تلفیق درسی برنامه سوی به حرکت در موثر عوامل .٢

پرورش و آموزش حرکت عوامل از برخی است. داده رخ جوامع سطح در ICT ورود اثر در بسیاری تغییرات

از: عبارتند ICT با شده تلفیق درسی برنامه سوی به

فن آوری، و علوم سریع پیشرفت (١)

ریاضی)، رشته در ... و هندسه آنالیز، جبر، (مانند رشته هر در تخصصی گرایش های افزایش (٢)

می دهد، ارائه کنونی آموزشی نظام که را آنچه و جامعه های نیاز حد از بیش فاصله (٣)

جامعه نیاز مورد تنوع به پاسخگویی در فعلی آموزشی نظام ناتوانی (۴)

تخصصی، زمینه یک در فعالیت ها انجام برای نیاز مورد دانش و مهارت سطح افزایش (۵)

بازتابی، و اکتشافی آموزش جهت در فن آوری این امکانات از استفاده (۶)

کامپیوتر، علم پیشرفت در ریاضی تاثیر (٧)

ریاضی. آموزش در فن آوری نقش ریاضی، علم پیشرفت در کامپیوتر تاثیر (٨)

Information and Communications Technology١



١٣ آموزشی نوین فن آوری های از استفاده لزوم و موانع تاثیر، بررسی

جایگزین کامپیوتر ها، و حساب ها ماشین نمی کند. معاش امرار مدادی، و کاغذ محاسبات با هیچکس امروزه

محاسبه انجام به قادر الکترونیکی ابزارهای به علاوه این شده اند. صنعت و کار در فروش و خرید محاسبه های

در تاکید مورد مهارت های آنها هستند. غیره و مختلف راه های به اطلاعات نمایش و سریع و زیاد حجم در

راحتی به را فرسا طاقت محاسبات می تواند که است سریعی وسیله کامپیوتر داده اند. تغییر را ریاضی درس

چاپ ماشین است. نوشتن و خواندن بر چاپ ماشین اثر مشابه ریاضیات، بر آن نظیر بی اثر و دهد انجام

افراد نیاز و داد قرار همگان دسترس در را کتاب ها همچنین خطاطی)، (مثل کرد منسوخ را خاصی مهارت های

درسی برنامه استاندارد های در ریاضی معلمان ملی شورای داد. افزایش نوشتن و خواندن به وسیعی به طور را

- دارد نیاز آنها به تکنولوژی زیرا می شوند تر مهم ریاضی مباحث از بعضی که: دارند تاکید مهم این بر نیز

ریاضی مباحث از بعضی - می شود آن جایگزین تکنولوژی چون می شوند اهمیت تر کم ریاضی مباحث از بعضی

می تواند ICT از مناسب استفاده شد، اشاره که همانطور می سازد. میسر را آنها تکنولوژی چون می شوند ممکن

عنوان به پیچیده، و ساده از اعم آموزشی کمک وسایل این، بر علاوه کند. تقویت را ریاضی یادگیری و آموزش

تئوری اینکه، حیث از وسایل این می روند کار به آموزشی نظام در یادگیری و تدریس امر تسهیل برای ابزاری

اهمیت حائز می شوند، درس کلاس در بخشی تنوع و یادگیری ماندگاری باعث و کرده ترکیب باهم را عمل و

رابط یک عنوان به آموزشی کمک وسایل حاضر، عصر در تکنولوژیکی و علمی پیشرفت های به باتوجه اند.

این کاربرد برای را لازم مهارت های معلمان اگر که است بدیهی کنند. ایفا خوبی به را خود نقش توانسته اند

فن آوری، عصر در پیشرفت لوازم از گفت می توان پس بود خواهد بیشتر آنها بخشی اثر باشند، داشته وسایل

عنوان به نیز اسلامی ایران باشد. می کشور یک پرورش و آموزش نظام عهده بر که است انسانی نیروی تربیت

صعودی سیر این بتواند تا باشد داشته انسانی نیروی قدرتمند ذخیره یک ابتدا باید توسعه حال در کشور یک

پیشرفته آموزشی نظام پرتو در مگر شد نخواهد ممکن امر این گردد. مبدل پیشرفته کشوری به و کرده طی را

سنتی شکل به را کلاس و مدرسه نمی توان دیگر کنونی عصر در کند. مجهز نوین دانش با را خود گام به گام که

سایر و آموزشی های فضا امکانات، معلمان، دانش آموزان، امروزه نمود. هدایت بود رایج گذشته زمان در که

مجهز روز فن آوری به و یابد تغییر باید نیز آموزش ها نوع آنها موازات به و نموده اند تغییر آموزشی تجهیزات

فقط معلم که برود پیش سویی به باید بلکه ندارد، را اطلاعات دهنده انتقال نقش کلاس در معلم دیگر شود.

تاکید حافظه بر سنتی تربیت و تعلیم گفت می توان رو این از شود. محسوب آموزش مسیر راهنمای و هدایتگر

باید چه دارد انتظار دانش آموزان از ارتباطات، و اطلاعات فن آوری عصر در تربیت و تعلیم که حالی در دارد،

تکنولوژی تاثیر مختلف ابعاد اگرچه کل در نمایند. ذخیره را اطلاعات چگونه و باشند آن دنبال کجا در و بدانند

تکنولوژی از مناسب استفاده حامی در و نقش هادی باید معلم ولی است، گرفته قرار تاکید مورد مکرر بطور

به منجر نباید ریاضیات انجام برای ریاضی کلاس در تکنولوژی به کارگیری باشد. داشته را دانش آموزان توسط

اشیای خلق کننده تسهیل عنوان به را ابزار باید دانش آموز شود. فنی ویژگی های به شدن محدود و شدن سردرگم

مورد اعمال آن پیامد از واضحی نمود کننده فراهم و اشیاء آن روی ریاضی فعالیت های دهنده امکان ریاضی،
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مهم از است. کامپیوتر ریاضی نوین آموزش در ابزار و وسایل مهم ترین از یکی می دانیم .[٧] دهد قرار استفاده

توسط شده ارائه خورد باز و چندگانه بازنمایی ریاضی، آموزش در کامپیوتر از استفاده در شده مطرح مزایای ترین

می باشد. کامپیوتر

کامپیوتر از استفاده با تجسم و گانه چند باز نمایی های .٣

توجه مورد کامپیوتر کمک به شده ایجاد تجسم و چندگانه بازنمایی های و ریاضی آموزش در تکنولوژی نقش

می تواند شناختی، ابزار های صورت به تعاملی، ریاضیاتی موضوعات .[٢٣] است گرفته قرار مختلفی محققان

بالاتر مرتبه تفکر نتیجه در و دهد کاهش تکلیف اهمیت تر کم عناصر از برخی گرفتن عهده بر طریق از را تکالیف

ایجاد هنگام که را ریاضیاتی و شناختی دقت از بالایی درجه همچنین و نماید تقویت را فرضیه ها امتحان و

ریاضی، موضوعات چندگانه ارائه های و بازنمایی ها آورد. به وجود می شود، ایجاد تکنولوژی توسط بازنمایی ها

دانش آموزان در عمیق تری یادگیری و نموده محکم تر را ریاضی مختلف مفاهیم میان اتصالات و پیوند می تواند

نماید. ایجاد

درونی ساختار یک میان سویه دو پیوند و اتصال فرد آن در که عملی صورت به را تجسم همکاران و سرپیل

شئ از ذهنی ساخت هر شامل تجسم عمل یک می کنند. تعریف سازد، می برقرار بیرونی عوامل برخی و

همین بر می سازد. مرتبط بیرونی، منبع یک به وسیله شده درک وقایع یا شئ با فرد که است فرایند هایی یا

وقایع، یا اشیاء از نوشته ای قبیل از بیرونی، واسطه های برخی پایه بر ساخت شامل می تواند تجسم سیاق،

نیرومندی منبع و ساز چاره روش تجسم، است. ذهن به بیرون از انتقال و ترجمه تجسم، عمل همین طور باشد.

مباحث تا می کند آماده را دانش آموزان تجسم از استفاده رویکرد است. ریاضیات انجام در دانش آموزان برای

دهند قرار بررسی مورد می باشد، مختلف دیدگاه های از مجرد مفاهیم و ساختار ها از مجموعه ای که را ریاضیات

.[٢٠]

سازمانی، ساختار های داده ها، فرایند ها، ها، دستورالعمل حقایق، تصویری یا نموداری نمایش فرایند تجسم،

نمودن فراهم از تجسم روش های دامنه است. نگرش ها و احساسات نظریه ها، تعمیم ها، تسلسل ها، مکان ها،

است نوسان در گفتاری، غیر نمایش های و کامل نمودار ایجاد تا کردن پررنگ طریق از متن در نموداری تاکید

.[١١]

تسریع برای جدید روشی به اطلاعات ارائه درس، کلاس های علمی در تجسم های گفت می توان مثال، عنوان به

جدیدی بندی گروه علمی، قانون یک سازی شبیه شامل است ممکن تجسم ها این می باشد. دانش آموزان ادراک

مثال عنوان (به داده ها سازماندهی از بدیعی روش یا می سازد روشن تر علمی را تبیین عناصر که اطلاعات از

مختلف، وقایع به کوتاه نگاهی با حتی می شود باعث تجسم، باشد. حرارت) شاخص عنوان به رنگ ها از استفاده

باشیم[٢١]. داشته آنها از برداشتی

را دایره ای معلم که هنگامی مثال عنوان به باشد. متفاوت مربوطه مشاهده از است ممکن تجسم یک مفهوم

نشده ترسیم کامل بطور دایره چراکه نیست دایره تابلو روی تصویر می دهد، نشان تابلو روی آن ناکامل ترسیم با



١۵ آموزشی نوین فن آوری های از استفاده لزوم و موانع تاثیر، بررسی

فاصله یک به مرکزی نقطه از که است صفحه در نقاط از مجموعه ای دایره می داند که فردی برای البته است.

با است. کافی می کند، صحبت ریاضیاتی“ ی ”دایره ی درباره معلم اینکه درک برای تابلو روی تصویر هستند،

است ممکن تابلو روی شکل است، نداشته اطلاعی دایره مفهوم از قبلا هرگز که آموزی دانش برای وجود این

درستی از فرد خود کردن قانع برای می تواند حتم به طور دیداری تصورات بنابراین، باشد. داشته دیگری معناهای

داشته را می دهند نشان او به آنچه از کافی دانش فرد آنکه به مشروط باشد، کافی ریاضیات در عبارت یک

کمک به است شده مطرح ریاضی آموزش در چندگانه بازنمای و تجسم از استفاده برای که مزایایی .[٨] باشد

از استفاده بدون که گفت می توان حتی ریاضی موضوعات و موارد برخی در یافت. خواهد تحقق بهتر کامپیوتر

تصور و تجسم اهمیت شد، ذکر آن چه .[١٨] است ممکن غیر شهود تجسم آموزشی، افزار های نرم و کامپیوتر

می دهد. قرار تاکید مورد را کامپیوتر کمک به شده ایجاد ذهنی

کامپیوتر توسط شده ارائه بازخورد .۴

کامپیوتر، در ریاضی موضوعات با دانش آموزان دست ورزی و تعامل و کامپیوتر توسط شده ایجاد بازخورد

شامل و است آموز دانش یادگیری رفتار به العملی عکس بازخورد، دارد. دانش آموزان یادگیری در زیادی تاثیر

است. بعدی مراحل دادن پیشنهاد و کردن توجه جلب دادن، تذکر قبیل از شفاهی، غیر و شفاهی عکس العمل

متناسب و بوده انعطاف پذیر کامپیوتر ها می گیرد. قرار استفاده مورد انسان ذهن توانایی گسترش برای کامپیوتر

هستند ماهرانه ای تدریس روش های اجرای به قادر همچنین می دهند، بازخورد او به یادگیرنده توان و سرعت با

یادگیری موجب یادگیرنده خطاهای به بازخورد طریق از مثال، عنوان به است. شده ارائه انسانی ذهن توسط که

می کند. ارائه گوناگون یادگیرندگان برای را مختلف آموزشگران ایده های کامپیوتری افزار نرم می شوند. او

.[١٢] دهند گسترش نیز را آموزشی کمک ابزار سایر می توانند کامپیوتر ها

می شود موجب مسئله، حل در وی خطاهای از گاهی آ منظور به آموز دانش به شده ارائه بازخورد گفت می توان

را نادرستی یا و درست اطلاعات دانش آموزان شود. تصحیح دارد خود ذهن در آموز دانش که نادرستی دانش

پالایش می رسد به نظر .[١٩] دارند ذخیره خود ذهن در دانش صورت به برند می کار به مسئله حل برای که

برای مناسبی روش صحیح، و موقع به بازخورد های طریق از نادرست باور های و دانش ها از آموز دانش ذهن

اگرچه دارد. اهمیت نیز دانش آموزان تعامل و بازخورد نوع است. ریاضی آموزش در خلاق و موفق دانش آموزان

یادگیری های محیط تعامل ویژگی ولی باشد، موثر می تواند نیز معلم یا و همسالان سوی از بازخورد دریافت

نیز و همسال یادگیرندگان میان دانش در خلأ و بد فهمی ها، درباره دانش آموزان گاهی آ خود کامپیوتر، براساس

.[٩] می نماید تسهیل را آنها قبلی دانش تصحیح

معرفی را یابد توسعه ICT از استفاده با می تواند که ریاضی یادگیری و آموزش از جنبه سه می خواهیم حال

هر از مختصری شرح به بعد و است) ICT در کاربرد پر وسایل از یکی کامپیوتر که است ذکر به (لازم کنیم.

می پردازیم: کدام

پداگوژی، (١)
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ریاضیات، (٢)

سازماندهی. (٣)

مطالب تدریس به كمك برای ICT از باید چگونه و وقت چه اینكه درباره گیری تصمیم پداگوژی. .١ .۴

ICT از استفاده باشد. درس هدف های بخشی اثر پایه بر باید نشود، یا شود استفاده مفاهیم یا مهارت ها ریاضی،

انجام را هستند، مشكل آن بردن به کار بدون كه را، کارها از بعضی تا دهد اجازه دانش آموزان و معلمان به باید

برای ملی شورای ١٩٩۵ سال در بیا موزند. كارآمد و مؤثر به طور را چیزها برخی تا دهد اجازه آنها به یا و دهند

فرصت هایی می تواند ICT كه اصلی راه شش آن در كه كرد منتشر را IT و ریاضیات اثرِ آموزشی، تكنولوژی

از یادگیری از: عبارتند اصلی موقعیت شش این است. آورده كند، ایجاد دانش آموزان ریاضی یادگیری برای را

کامپیوتر. به تدریس و داده ها توصیف پویا، تصاویر با کار روابط، دیدن الگوها، مشاهده بازخورد، طریق

ترسیم محاسباتشان، دادنِ انجام برای وسیله ای عنوان به ICT از می توانند دانش آموزان ریاضیات. .٢ .۴

كه است صورت به این ICT كاربرد مثالِ ترین بدیهی كنند. استفاده مسئله هایشان حل به كمك و نمودارهایشان

است ممكن وجود این با می كنند. استفاده پیچیده عددی محاسبات انجام برای حساب ماشین از دانش آموزان

حل برای گرافیكی حساب ماشین یا كامپیوتری جبری سیستم گسترده٢، صفحه افزار نرم از دانش آموزان که

یك گرافیكی، معادله یك حل برای آنها دارد احتمال كنند. استفاده تكرار، یا تصحیح و آزمایش به وسیله مسئله

می توانند دانش آموزان به کار برند. جبری حساب ماشین از بیشتر را گرافیكی رسام یا گرافیكی حساب ماشین

كرده اند، جمع آوری كه داده هایی آماری تحلیل  های انجام̟ برای گرافیكی حساب  های ماشین آماری حالت های از

حل كردن فهمیدن، در دانش آموزان به می تواند هندسی بسته یك از استفاده با شكل یك ساختن نمایند. استفاده

چیزها، یافتن برای وسیله ای عنوان به ICT از دانش آموزان كه زمانی كند. كمك هندسی مسائل اثبات سپس و

می یابد. توسعه ریاضی به كارگیری در مهارتشان می كنند، استفاده افتاده، اتفاق كه آنچه درك به كمك یا مسائل حل

به امكانات از بخواهند دانش آموزان اگر اما باشد، نیرو مند و كارآمد وسیله ای عنوان به می تواند ICT به وضوح

بهینه استفاده برای مثال، به طور دارند. فنی مهارت های آموزش̖ به نیاز كنند، استفاده كارآمدتری و سازنده نحو

مناسب شكل های انتخاب چگونگی از: عبارتند که بگیرند یاد را مواردی باید دانش آموزان حساب، ماشین از

پول، دهنده نشان اعداد كه وقتی شده ارائه نمایش تفسیر و اعداد وارد كردن چگونگی زمینه، محاسبات برای

داریم عملگر چند كه زمانی در محاسباتی عملیات انجام ترتیبِ هستند، كسر ها یا زمان واحد متری، اندازه های

غیره. و كسر كلید علامت، تغییر كلید مكعب، و جذر كلید براكت، حافظه، مانند امكاناتی از استفاده چگونگی و

سیستم شكل، رسم بسته گسترده، صفحه نرم افزار از ریاضی مسائل حل برای دانش آموزان اگر ترتیب همین به

كه است لازم می گیرند؛ كمك مؤثری طور به گرافیكی حساب ماشین یا پویا هندسی بسته كامپیوتری، جبری

شوند. آشنا نرم افزارها این تسهیلاتِ و امكانات با دانش آموزان

Spreadsheet٢
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زمینه های ایجاد با آنها ICT مهارت های تا كند كمك دانش آموزان به می توانند ریاضی پایه ای علم بنابراین

برای را مناسب ICT ابزار بگیرند یاد تا دارند نیاز دانش آموزان یابد. توسعه مهارت ها، این به كارگیری در جدید

از استفاده وقت چه بیاموزند، آنها است لازم همچنین كنند. انتخاب ریاضی مسائل حل در خودشان به كمك

به كه روتین كارهای انجام برای ICT از یادبگیرند آنها كه است مهم این مثال، برای نیست. مناسب ICT

كه قبیل این از مثال هایی نكنند. استفاده می شود، انجام بیشتری كارآیی با قلم، و كاغذ با یا و ذهنی روش

برای گسترده صفحه یا حساب ماشین از استفاده از: عبارتند نشود، استفاده آنها آموزش در ICT از است بهتر

مهارت های كه محاسبات، از سری یك برای گسترده صفحه یا حساب ماشین از استفاده سرراست، محاسبات

برای گرافیكی حساب ماشین از استفاده و باشند نیافته رشد دیگری جای در آنها به مربوط نوشتاری و ذهنی

دارد. ساده ای طرح كه زمانی شكل، یك رسم

چگونگی آن وسیله به می توانند دانش آموزان كه می كند فراهم را وسیله ای ICT سازماندهی. .٣ .۴

آن از كه را پرداز واژه برنامه یك است ممكن دانش آموزان كنند. انتخاب را كارهایشان ارائه و سازمان دهی

از بگیرند تصمیم است ممكن آنها نمایند. انتخاب كرده اند استفاده ریاضی تحقیقی خبرنامه یك تهیه برای

كه داده ها، گرافیكی نمایش است ممكن و كنند، استفاده آماری تحقیقات نتایج سازمان دهی برای گسترده صفحه

برای كه می دهد را فرصت این دانش آموزان به ICT از جنبه این واقع، در كنند. انتخاب را است مناسب ترین

به صورت گسترده صفحه در مسله یك (بازنمایی مختلف روش  های از آنها، ریاضی حل های راه و مسائل نمایش

كنند. استفاده و...) جبری بازنمایی شكل، رسم در تصویری بازنمایی داده ها،

گسترده صفحه مقادیرِ جدول از دوم درجه معادله حل برای دانش آموزان از برخی دارد امكان مثال، به طور

رسام̟ طریق از را گرافیكی راه حل های است ممكن دیگر دانش آموزان كنند. استفاده گرافیكی حساب ماشین یا

می تواند ICT می كنند. انتخاب را جبری حل های راه احتمالا˗ دانش آموزان از دیگر عده ای و نمایند انتخاب شكل

در بحث برده اند، كار به مسئله حل برای دانش آموزان كه مختلفی روشهای پیرامون بحث و مقایسه طریق از

واضح پس كرد. خواهد كمك آنها نوشتاری ارتباطی- مهارت های توسعة به موضوع این كند. تقویت را ریاضی

به طور ریاضی مواردی، در اما شود. استفاده ریاضی مباحث بیشتر در مفیدی صورت به می تواند ICT كه است

مسئله حل و كاربردی ریاضیات از: عبارتند که می كند استفاده می آورد، فراهم ICT كه فرصت هایی از ویژه ای

، نمودارها و توابع دنباله ها، - تساوی ها و فرمول ها معادله ها، - كردن رند و مرتب  سازی مكانی، ارزش –

و جمع آوری - هندسی مكان های و ساختار - مختصات - تبدیل ها - اشكال و زاویه خط، هندسی: استدلال

کرد؟ استفاده باید ICT کدام از که اینجاست در سوال حال داده ها، ثبت

تکنولوژی و رایانه بر تکیه با آموزشی نوین فن آوری های بررسی .۵

به باید و می شود حس فن آوری و علم افزون روز پیشرفت به توجه با تدریس نوین روش های به نیاز امروزه

از استفاده داد. سوق یادگیری سوی به وار طوطی حفظ از را دانش آموزان بتوان که بود تدریسی روش های دنبال
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تدریس روش های می کند. معلمان و دانش آموزان به شایانی کمک که است کارهایی از فعال تدریس روش های

است می شود استفاده محور دانش آموز تدریس روش های از آن در که است شده ای شناخته تعریف دارای فعال

یک نقش در معلم فعال، تدریس روش در میگیرد. داده قرار دانش آموزان خود عهده بر یادگیری مسئولیت و

این در می کند. هموار دانش آموزان برای را یادگیری و آموزش مسیر که می شود ظاهر هدایت کننده و تسهیل گر

همکاریِ و مشارکت به را دانش آموزان که می شود استفاده راه هایی از اطلاعات، طرفۀ یک ارائه جای به حالت،

از را یادگیری باید گوناگون، شرایط کردن فراهم بر علاوه روش این در می کند. ترغیب یادگیری فرآیند در بیشتر

با متناسب را آموزشی و تربیتی پیام های تمام و نمود ایجاد آن ها در دانش آموزان تحریک و انگیزه ایجاد طریق

اینکه مگر نمی دهد رخ یادگیرنده رفتار در تغییری هیچ اصولا که چرا نمود، منتقل کودکان وعلاقه رغبت کانون

. باشد[۵] گرفته سرچشمه آنان طبیعی رغبت و درونی میل از

راهبرد های و رهیافت ها که است آن آموزشی و تربیتی مسائل صاحبنظران توصیه امروزه دیگر سوی از

بار علم سازنده و کننده تولید را دانشجو و آموز دانش بتواند که گیرد صورت طوری درسی برنامه های طراحی

شده، مطرح است” بیشتر کمتر ” شعار حاضر قرن آغاز در راستا هین در آن. صرف کننده دریافت نه و آورد

چرا بده”. افزایش را دانش تولید و سازی مفهوم روش بیشتر و کن منتقل کمتر را دانش ها ” که معنا به این

بدین نماید. ایفا یادگیری فرایند در را فعالی نقش آموز دانش است لازم توانایی، به دانایی تبدیل منظور به که

این از که چرا نماید اکتفا معلم سخنرانی و درسی کتاب به اطلاعات دریافت برای نبایستی گیرنده فرا که معنی

در بزرگی انقلاب که عاملی گیرد. کار به واقعی و جدید موقعیت های در را خود آموخته های می تواند کمتر طریق

رایانه کاربرد تاریخچه می باشد. یادگیری و تدریس امر در رایانه از استفاده است، کرده پا به یادگیری و تدریس

اطلاق محور رایانه آموزش یا و رایانه کمک آموزش آن به معمولا و گردد می بر قبل سال ۴٠ به آموزش در

.[١] می شود

آموزش در رایانه به کارگیری در پیشرفت زمینه در که نمود اشاره کشور ها برخی تلاش های به باید زمینه این در

اختیار در بیشتر هرچه وسایل و منابع ابتدا ها آن نمودند. وافری تلاش های خانه در چه و مدرسه در چه

اختیار در مساوی بطور وسایل این تا کردند کمک مدارس دوم، درجه در و داده قرار مدرسه در دانش آموزان

مشخصی بطور کامپیوتر ها دولتی، مدارس دانش آموزان از تعدادی برای بگیرد. قرار هم ضعیف دانش آموزان

آمریکا در ١٩٩۴ سال در کردند. پیدا اینترنت به دسترسی تدارک در شایانی پیشرفت مدارس و یافت افزایش

در یافت. افزایش %٩٣ به ٢٠٠٣ سال در ارتباط این و داشتند برخط ارتباط یک آموزشی های کلاس %٣

صوت، حاوی که رسانه ای چند افزار های نرم قالب در را خود مطالب می تواند معلم رایانه، از استفاده با واقع

نرم افزار های و رایانه از استفاده با و بگذارند نمایش به دانش آموزان به آموزش برای هستند، گرافیک و تصویر

حکایت شناسی روان حوضه در تجربی یافته های کنند. درگیر یادگیری در را شنوایی و بینایی حس چند رسانه ای

صورت شنوایی حس طریق از %١٣ و بینایی حس کاربرد طریق از انسان یادگیری %٧۵ حدود که دارد آن از
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یادگیری و تدریس برای روش ها بهترین از یکی را تکنولوژی ها و رایانه از استفاده می توان، لذا می پذیرد.

.[١۶] دانست دانش آموزان

استفاده مورد در استثنایی پرورش و آموزش حرفه  ای های نظرات نقطه پیرامون ١٩٨٧ سال در که تحقیقی در

مدیران و معلمان شد، انجام آمریکا کالیفرنیا در استثنایی دانش آموزان آموزشی برنامه های در تکنولوژی از

ی بوسیله که تکنولوژی فواید و داشتند توافق هم با تکنولوژی ها سایر و رایانه مثبت اثرات مورد در مسلم به طور

بدون و فوری بازخورد ایجاد است: شده ذکر موارد این در بودند، شده شناسایی مدیران و معلمان %۴٠ حداقل

رایانه، توسط آموز دانش هر برای آموزش شدن فردی امکان دانش آموزان، گام به گام پیشرفت امکان واسطه،

انجام برای آموز دانش یادگیری زمان افزایش مدرسه، به نسبت اشتیاق افزایش دانش آموزان خود پنداره ی بهبود

مطالبی یادگیری امکان شدن فراهم و دانش آموزان یادگیری سرعت افزایش تحصیلی، عملکرد بهبود تکلیف،

آموزشی وسیله یک به عنوان را رایانه اول، مورد سه بود. نشده مواجه آن با هرگز دیگر جای در دانش آموز که

مؤثر فواید جزو را مدرسه به نسبت اشتیاق افزایش و خود پنداره بهبود بعدی دوتای بودند. داده قرار توجه مورد

.[١۵] بودند مدرسه عملکرد روی تکنولوژی اثرات به مربوط آخر مورد چهار و بودند کرده محسوب

تدریس امر در رسانه ای چند افزار های نرم و رایانه ها از استفاده مورد در که متعددی تحقیقات به توجه با

مورد درس کلاس در و تدریس سنتی روش کنار در وقتی آموزشی نرم افزار های گفت می توان است یافته انجام

و مسائل حل و یادگیری مشکل حل زمینه در به علاوه بخشند. می بهبود را یادگیری نتایج گیرند می قرار استفاده

بازدهی مطالب، تکرار و یادگیری و آموزش سرعت تنظیم متعدد، های مثال ی ارائه دلیل به فردی، تفاوت های

همچنین و دانش آموزان بین تعامل افزایش نرم افزار ها، این مزایای از دیگر یکی داشت. خواهند خوبی بسیار

آموزش دست اندرکاران توجه مورد به شدت اخیر سال های که است هدفی همان این است. یادگیرنده و مربی بین

.[٣] است بوده یادگیری فعال روش های چون عناوینی با پرورش و

بازگو را مسئله این آموزش امر در تدریس فعال و نوین روش های به کارگیری جهت در کنونی عصر تلاش های

رسانه ای ها چند از استفاده است. یافته تخصیص رسانه ای ها چند به کلاس هر از مهمی بخش امروزه که می کند

است آنجا تا روش ها و ابزار این اهمیت می شود. کلاس در موفقیت و ها درس شدن کشیده چالش به باعث

دارد وجود باشند داشته مهارت کامپیوتر با کار در باید دانش آموزان همه اینکه مورد عمومی در توافق امروزه که

.[١٠]

پایانی سخن .۶

فن آوری از استفاده شده ایجاد محدودیت های و کرونا بیماری شیوع از پس خصوصا و کنونی عصر در

در مهم، اصل یک عنوان به و نماید پیدا تربیت و تعلیم نظام در را خود جای باید ارتباطات و اطلاعات

بر مبتنی که مدرسه ای در تربیت، و تعلیم شیوه شود. گنجاده مدارس درسی ریزی برنامه و آموزشی ریزی برنامه

یادگیرنده های عنوان به دانش آموزان و دهنده آموش عنوان به معلم و یابد می تغییر است، اطلاعات فن آوری

توانمندی هایی به توجه با فرد هر که می شود تدوین و طراحی گونه ای به آموزشی محتوای بلکه بود؛ نخواهند صرف
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آموزش در (ICT) ارتباطات و اطلاعات فن آوری از استفاده شود. بهره مند آموزشی محتوای از بتواند دارد، که

هر یادگیری با متناسب سرعت گردد. لذت بخش تر دانش آموزان برای ریاضیات یادگیری که می شود باعث ریاضی

و تر راحت تجسم که ریاضی اشکال پویایی و کامپیوتر از استفاده عدم به نسبت سریع یادگیری نیز و آموز دانش

تکنولوژی از استفاده با تدریس مزایای از می سازد، پذیر امکان را ریاضی موضوعات از چندگانه ای بازنمایی های

مورد را تکنولوژی از استفاده مشکلات و مزایا بایستی است. کامپیوتر با دانش آموزان تعامل و بازخورد قبیل از

داشته مثبت تاثیرات و مزایا از بیشتر استفاده و تاکید مشکلات، رساندن حداقل به در سعی و داده قرار توجه

نوین فن آوری های از استفاده آموزش، اصول و علم پیشرفت با که نمود برداشت چنین می توان کل در باشیم.

موفقیت درصد و داده نشان پرورش و آموزش در سنتی سیستم های به نسبت را مطلوب تری تاثیرات آموزشی

است، شیوه چندین به دانش عرضه دلیل به فن آوری ها این ارزش است. داده اختصاص خود به را بیشتری

ویدیو یا پویا نمایی به وسیله را اصول همان کاربرد و بگیرند یاد نوشتار با را انتزاعی اصول می توانند دانش آموزان

برد کار به و اندیشید را تدابیری باید پس می کند، فراهم تر عمیق درک برای را فرصتی تنوع این کنند. مشاهده

تمام همکاری با مگر نمی شود عملی کار این و رساند خود حد بالاترین به مدارس در را یادگیری سطح بتوان تا

و رشد سوی به ایران عزیزمان کشور در یادگیری و تدریس امر تا مسئولین، و مربوطه سازمان های ارگان ها،

شود. هدایت پیشرفت
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Abstract. In the history of mathematics during the Islamic period, poetry
was used as an educational tool and has been applied for the purpose of arith-
metic teaching. The special features of rhyming couplets in easier learning and
faster recall of arithmetic rules were the main reason for the success of this
educational method, as it was used in textbooks and pedagogical materials for
centuries, and it was effective until recent centuries. This paper aims to re-
mind the importance of one of the common methods of teaching mathematics
and science in the past, which is to use the capacity of poetry and literature
for introducing Indian arithmetic, by introducing two manuscripts on rhythmic
arithmetic. Furthermore, it will explain the general principles of Indian arith-
metic and examine a method of multiplication and division which is known as
”Lattice” belonging to the seventh century AH.
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به کار حساب آموزش به منظور و کمک آموزشی ابزاری به عنوان شعر اسلامی، دورۀ ریاضیات تاریخ در چکیده.

این اقبال سبب حسابی قواعد سریع تر یادآوری و آسان تر یادگیری در موزون کلام خاص ویژگی های می رفت.

کارایی نیز اخیر قرون تا و می شد استفاده درسی رسایل و منابع در آن از سده ها که به گونه ای بود آموزشی شیوۀ

روش های از یکی اهمیت منظوم، حسابِ باب در خطی نسخۀ دو معرفی با تا است آن بر گفتار این داشت.

حساب آموزش در را ادبی ذوق و شعر ظرفیت از بهره گیری یعنی گذشته در علوم و ریاضیات آموزش متداول

و دهد شرح را هندی حساب در «میزان» همچنین و اصلی محاسباتی اعمال آن، بر افزون و شود یادآور هندی

قمری هجری هفتم سدۀ به و است گشته مشهور «شبکه» نام با که بپردازد قسمت و ضرب در روشی بررسی به

دارد. تعلق

مقدمه .١

برای که است (صفر) توخالی دایرۀ یک و ٩ تا ١ ارقام یعنی هندی نشانۀ ٩ اساس بر هندی حساب شیوۀ

حساب نوعی هندی، حساب با آشنایی از پیش تا مسلمانان می رفت. به کار خالی مراتب داشتن نگه محفوظ

نشان برای ابجد حروف از غالباً و می کردند استفاده اعداد حروفی و توصیفی جنبۀ از و می بردند به کار را عملی

2020 Mathematics Subject Classification 97A30, 01A30, 00A06.
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نخستين اما گردد، می باز ميلادی اوليۀ قرون به دهگانی اعداد دستگاه ابداع می جستند. سود اعداد مقادیر دادن

هیئتی ق. ١۵۴ سال در .([۴۵۵ ص. ،١٢] ) است ۵٩۵م. به مربوط مانده، باز هند از اين باره در که کتبی سند

از پس که داشت همراه به را (زیج) نجومی جداول از مجموعه ای هیئت این شد. وارد بغداد به هند از اعزامی

(تألیف سیدهانتا نجومی کتاب ترجمۀ با بار نخستین بود، کرده تهیه برهماگوپتا١ که دیگری جداول به انضمام آن

سرزمین های به ق.) ١٨٨ (د. فزاری بن حبیب ابراهیم ابواسحاق توسط عربی، به سنسکریت از م.)٢، ۶٢٨

ورود از پس شد. رایج و گرفته به کار ق.) ٢٣٣ (د. خوارزمی تألیفات طریق از سپس و یافت راه اسلامی

جدولهای و سنسکریت زبان به سیدهانتا معروف کتاب از خلیفه چون عباسی، منصور دربار به هندی هیأت

به کتابی شیوه همان به داشت مقرر و داد فرمان آن ترجمۀ به یافت، خبر سیارات حرکات دربارۀ آن در موجود

.([۴٩ –۵٠ صص. ،٩] ٣٢٠]؛ ،١١٧ صص. ،۵] ) گذارد فزاری عهدۀ به را کار این و شود تدوین عربی زبان

منجمان استفادۀ مورد مأمون دوران تا و یافت شهرت کبیر هند سند به آورد فراهم ترتیب بدین فزاری که زیجی

گشت٣. معروف هند سند زیج به و شد تصحیح و تلخیص خوارزمی موسی بن محمǯد به دست سپس و بود اسلامی

از هیچ یک متن هرچند کرد تألیف ق. ٢٠٩ سال در را التفریق و الجمع و الهندی الحساب رسالۀ دو خوارزمی

اثر قدیمی ترین است. بوده هندی ارقام از استفاده روش آنها موضوع ȍاحتمالا است، نمانده باقی رساله دو این

سال در که است اقلیدسی نوشتۀ الهندی الحساب فی الفصول کتاب هندی، حساب دربارۀ عربی به جامانده به

استنساخ ق. ۵٨١ در و آن از پس قرن دو که فردی به منحصر نسخۀ در فقط و شده نوشته دمشق در ق. ٣۴١

دارد، اختصاص حساب به بخش  نخستین هندی، نجومی آثار از بسياری در همچنین است. مانده باقی شده،

.([٨۵ ص. ،۴] ) دارد نام ليلاوتی۵ که بهاسکره۴ از کتابی اول بخش جمله از

پیشین سده های از که مکانی ارزش مراتب در آن به کارگیری آسانی خصوصاً و هندی حساب اسلامی، دورۀ در

انجام برای و گشت عرضه تراب۶ و تخت چون ابزارهایی با و یافت رواج بود، شده شناخته بابلیان دوران از و

به را خود جای تراب و تخت کم کم بعد به ق. ۴ سدۀ از شد. گرفته کار به اصلی اعمال آموزش نیز و محاسبات

ضرب همچنین و تنصیف و تضعیف تفریق، و جمع چون مقدماتی محاسبات برای نوینی روش های و داد کاغذ

شد. ابداع قسمت و

Brahmagupta١

Sidhanta٢

احمد بن مسلمة تحریر از (١٠٨٠- ١١۵٢م) باثی آدلارد لاتینی ترجمۀ طریق از فقط و نمانده به جا خطی نسخۀ زیج، این اصل ٣از

داریم. آگاهی آن از قرطبه) ٣٩٠ق، (ح مجریطی

Bhaskara II ۴

Lilavati۵

نیز میل به که قلم مانند وسیله ای با و می پاشیدند مخصوص تخته ای روی می شد گفته «غبار» یا «تراب» آن به که نرم ۶خاکی

می دادند. انجام را حسابی عملیات مشخص و مخصوص شیوه های با و می کردند ثبت تخته روی را هندی ارقام بود، معروف
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(مثنوی) ساده قالب در شعر خصوصاً و منظوم ادبیات از استفاده با ضرب جدول بیان قدیم، حساب کتب در

تنوع ریاضیات، ساختن جذاب برای گذشته در اما نیست، متداول امروزه گرچه آموزشی روش این دارد. پیشینه

می گرفت. صورت آهنگین وزن کمک با دانش آموز ذهن در تصویرسازی همچنین و درسی مباحث به بخشیدن

از استفاده بدون و ذهنی صورت به محاسبات و مسائل آن در که است عملی» «حساب نوعی هوایی» «حساب

بازرگانان مخصوص هوایی حساب مباحث می شود. انجام دیگر محاسباتی ابزار یا کاغذ تخت، چون وسیله ای

آن یا بودند بی بهره  نوشتن و خواندن سواد از که دسته آن خصوصاً بود مردم عوام و بازار فروشندگان سفر، در

از روش هایی ȍمعمولا هوایی حساب آثار نبودند. آن تهیۀ به قادر یا نداشتند دسترسی کتابت لوازم به که دسته

بر ȯعملا که می پردازد شعر چون مهارت هایی به بعضاً و می گیرد به کار ذهنی شیوۀ به را نسبت و قسمت ضرب،

مسائل حل و قسمت و ضرب برای ذهنی روش هایی با ȍمعمولا که حساب از شاخه این .[٨] باشد مبتنی حافظه

شعر با آسان تر و سریعتر یادگیری برای را حساب قواعد و جسته سود بستر این در شعر ابزار از دارد، کار و سر

برخی در سازد. ذهن ملکۀ و نماید تکرار سپارد، خاطر به را ضابطه و قاعده آن راحتی به نوآموز تا می آمیخت

از یکی دارد. وجود پراکنده ای البته و فراوان و متواتر ابیات ذهنی، ضرب روش های قاعدۀ ذکر در حساب آثار

بازۀ در آحاد ضرب به مربوط پیوست ها)، در ٨ شکل مثال طور (به گشته منسوب (ع) علی به که ابیات آن

می شوند: بیان ابجد حروف به اعداد آن در که است عربی زبان به و ده تا شش

سǭدٍ حǭح ،ʞجǭس زَط نوٍ، زَح ،ȩطʦم زَز نَدٍ وʦط ،ʞحʦم وʦح مʦبٍ، وʦز لƮوٍ، وʦو

تهتدی الیها ها عشرٍ دون ما ضرب ،ȇفاء طط عǭبٍ، حǭط

«شش شش ، یعنی لوٍ» «وو است، ٣٠ معادل ابجد «ل» و ۶ عدد معادل ابجد «و» اینکه به توجǯه با این جا در ȯمثلا

قطعه این می شود. بیان ده از کوچکتر تک رقمی اعداد تمامی حاصل ضرب ترتیب همین به و شش» و سی 

نجوم موضوع با نسخ بسیار هامش در یا نسخه آغازین برگ در را آن و است شده تکرار خطی نسخ در به کرات

در ٩ شکل مثال طور (به ساخته اند منسوب طوسی نصیرالدین به را آن بعضاً و نگاشته اند نیز ریاضیات و

این با و گشته منسوب بدو نیز است، متواتر بسیار که عملی حساب آثار در زیر بیتی دو چنان که پیوست ها)

:[٨] است نیامده وی هوایی حساب رسالۀ در حال

نام کن ده را زایده هر و بفکن ده مدام آر فراز آحاد بر آحاد

تمام گشت کنی ضرب یکدگرش در است چند ده تا که نگر طرفی هر از

ساده بیان به که می کند پیشنهاد ده تا شش بازۀ در مفرد عدد دو حاصل ضرب یافتن برای روشی نیز دوبیتی، این

است: چنین

می کنیم. کم آن از تا ده و آورده دست به را عدد دو مجموع (١)
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می کنیم. حساب را ده از عدد دو هر تفاضل حاصل ضرب (٢)

حاصل نتیجه می کنیم، جمع بعد مرحلۀ در به دست آمده مقدار با را نخست مرحلۀ حاصل برابر ده (٣)

می شود.

:٨ در ٧ حاصل  ضرب ȯ مثلا

(٨+٧)-١٠ = ۵ اوʨل: مرحلۀ (١)

(٨- ١٠)×(٧- ١٠) = ۶ دوم: مرحلۀ (٢)

١٠×۵+۶ = ۵۶ حاصل  ضرب: (٣)

از پرداخته اند هندی حساب مقدماتی و پایه اصول آموزش به شعری فنون از استفاده با نیز معدودی رسایل

تضعیف، روش جمله از حساب اصلی اعمال و ضوابط شرح در گمنام شعرایی یا شاعر از چند ابیاتی جمله

سروده شبکه قسمت و ضرب در که قواعدی همچنین و میزان گیری و میزان محاسبات تفریق، و جمع تنصیف،

است. شده

و (گ۵٩پ- ۶١پ) ۵٣٧٩ شمارۀ با اسلامی شورای مجلس کتابخانۀ در منظوم آثار این از خطی نسخۀ دو

گ١پ]): ،٣] ) قرارند این از آن آغازین ابیات که است٧ دستیاب (گ١٢پ- ١٣پ) ۶۵۴۵ شمارۀ

موج می زند لطفش بحر دایم که بی «زوج» «فرد» کردگار نام به

او ثواب بخشد علتی «میزان» به او «حساب» در بر در که خداوندی

به غفران آن «کسور» و «جبر» کنند «نقصان» «کسر» از بود ار «اعمال» در
لولاک٨ تاج دارد فرق بر او که پاک چون خان بر بی «عدد» درود

«تفریق» کرد باطل ز حق طریق توفیق تیغ «ضرب» به کو رسولی

احباب و اتباع زمرۀ بر همان اصحاب جمله پاک روح بر دگر

آدم فخر احمد نعت بعد ز عالم رب درود و حمد از پس

با آن پیوند و حساب اصطلاحات از استفاده با ریاضیات، قواعد به آشنا شاعر است مشخص که همان طور

ایهام، و استعاره و ادبی آرایه های از بهره گیری با و پرداخته (ص) وی رسول و خدا ستایش و حمد به ادبیات

رایج عادتی ادبی و علمی آثار بر مقدمه نویسی و آغازه بندی نحوۀ این است. ساخته حسابی اثر این بر مقدمه ای

می دهد: ادامه صورت بدین را ابیات آن از پس بود. پیشین اندیشوران و نویسندگان میان

حکمت باب کلید آید حساب حکمت ارباب گفتۀ کز بدان

سخت بدو حاجت قوی صحبت همش سخت بدو صحت بود را ریاضی

است. دسترس در اسلامی شورای مجلس کتابخانۀ وب سایت طریق از پژوهش این در مطالعه شده خطی ٧نسخ

نبودی تو اگر الأفلاک»: Ǯخلقت لما ǭلولاک» فرمود: (ص) محمǯد حضرت به خطاب خداوند قدسی، حدیثی به است ٨اشاره ای

نمی زدم. هستی آفرینش به دست

http://dlib.ical.ir/site/search/advanced?docType=LF-MF
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است دستگیر خوش را مʧلک امور است ناگزیر٩ پس شرع نجوم

دارم مصروف خود اوقات برو دارم مألوف سر وی با من چو

خواهم پرورده [آن] نظم در روان خوانم آورده نظم به قوانینش

دوʨار چرخ جور ز یابم امان یار شود حق فیض آنکه شرط به

شرعی مواقیت تعیین و نجومی محاسبات در حساب نقش به شاعر که می آید بر چنین بالا ابیات فحوای از

گرفته کار به نجوم احکام در چنان که شاهان اوضاع و مملکت و ملک احوال تعیین در نجوم نقش همچنین و

توصیف در ابیاتی و می شود معرفی زیر صورت به هندی ارقام مقدمه، از پس است. داشته آگاهی می شد،

می آید: آن پی در حسابی اعمال

اȈستاد کردند ورق نُه بر عدد اُستاد علم[اند] کاندرین حکیمان

کردند اسناد این چنین تحریر ز کردند بنیاد رقم نُه تا یک ز

٩ ٨ ٧ ۶ ۵ ۴ ٣ ٢ ١

تضعیف طریق در شعر ٢. ١

بنگار بعینها آن صورت تضعیف می کنی که را عددی

کار این اوʨل گیر یمین در ساز مضاعف یک به یک آن از بعد

به قرار بنه مرتبه همان در برسند ده به اگر تضعیف بعد

بگذار خود حال به را او مر تو صفر باشد که کجا هر در لیک

کار به آر تمام قواعد این شود تمام عدد تا همچنین

تنصیف طریق در شعر ٢. ٢

تعیین می کن صورتش ȍلاʨاو تنصیف می کنی که را عددی

ببین باز و ساز نیمه یک به یک بنیاد کن یسار از آن از پس

زمین به بنه او زیر در نیمه درو کسر نیست است زوج آنچه

یمین نصف به نما نیز را پنج او نیمۀ هر به طاق بود ور

چنین نمود بایدت عمل این آحاد رتبۀ به تو رسی تا

این کرد بایدت نصف رقم طاق صورت نیست آحاد در ور

به یقین بنه دو و یکی بدو باشد اگر صحیح نصف بود

همین دوست و یکی و مدّ و صفر درو هیچ صحیح نباشد ور

ناگذیر نسخه: ٩ضبط



سعادتمند س. ف. ٢٨

جمع طریق در شعر ٢. ٣

یک جا بر نویس را جملگی کرد بخواهی چون اعداد جمع

بنما ابتدا آحاد آن از پس کل مراتب بود برابر که

کجا به رسید کجا از بنگر آحاد همۀ کن جمع وانگهی

را یک ده هر به و آنجا بنه را آن شد زیاده ده از چه هر

نما تمام عمل و عشرات هست یکان نشان یسار بر می فزا

این ها تمامی می کن جمع شود تمام عمل تا همچنین

رها نمای خود حال بر صفر صفری بود کاندرو هرجا

تفریق طریق در شعر ۴ .٢

جایی به اول را دو هر کن رقم نمایی کم چون عدد از را عدد

راه او تحت در را منقوص بده آنگاه پس را اوʨل منقوص بنه

برابر خود نظیر با باشد که برادر ای نه آنچنان رقم ها

کن جدا او نظیر در را او مر کن ابتدا یسارش از آنگاه پس

زیرش به را باقی چیز آن بنه نظیرش از بماند چیزی اگر

بیاور او یسار از را کمی کمتر اوست نظیر خود زان وگر

را این آنگاه نما کم ده آن از بدین جا نسبت بود ده زان یکی

ره برین می رو و خوش را این بگیر ده Ɍباقی آن نظیر، با بیفزا

را یکی آن میآت از بیاور را آن نیست یساری زانکه دگر

بیارش اینجا بود ده کان یکی یسارش بر صد آن از را نُه بنه

ره این تو مطلق خود دست از مده ده آن از آن کن کم دستور بدان

کرد چنین او با همه را عمل ها کرد یمین با باید اعمال همین

بنیاد تو پس زین بنه اعمال برین آحاد به تا می رو دستور بدین

شبکه ضرب طریق در شعر ۵ .٢

گ١٢پ- ١٣ر]): ،٣] ؛ ۵٩پ- ۶٠پ] گ ،٢] ) است آمده شبکه روش به ضرب شرح منظور به زیر ابیات

بنیاد تو کن آن جدول اوʨل، در اعداد ضرب هم در کرد خواهی چو

یسارش بر فیها Ǭ مضروب بنه آرش جدول فوق مضروب، آن پس

مناسب کن قسمت مقدار بدان مراتب از یک هر است چند ببین



٢٩ حساب آموزش در شعر نقش ریاضیات: تاریخ

برابر مفردها ضرب با بود اصغر مربʨع های او بʧعد ز

کار همین می کن دگر جانب وزان آر عدد یک مربʨع هر فوق به

اوʨل سطر از آخرین خصوصاً جدول مربʨع های تا کن نظر

جانب دو هر از شود واقع آن بر مراتب دو هر کآخرِ کن چنان

منما تقصیر عمل اتمام در را جملگی آنگه ساز مثلث

جدول پایان در کوست فردی ز اوʨل بنیاد بکن فوقانی ز

فاضل هست یا ده ز کم یا است ده حاصل چیست این ها از خود تا ببین

آخر مفردهای ز یک یک هر به هنرور ای را صورتش هر بزن

آن ها موازی های در کن رقم سفلی مثلث های در ده از کم

علیا مثلث های اندر بنه را یکی ده ، یک هر بهر از ولیک

سرافراز ای اوʨل فرد با تا که آغاز به تا می رو دستور بدین

کن ابتدا مثلث زان آنگه پس کن وفا را عمل ها این هم بدو

آخر سطر Ɍلینʨاو از هست که برادر ای مربʨع زان باشد که

داخل هست وی در که چیزی بنه حاصل آحاد آن بی شبهه بود

گریزی نبود کزین صفری بنه چیزی هیچ نباشد وی در وگر

شمع را جمع ای کن جمع صورت به جمع در است معهود که دستوری به

ده یکی هر برای بفزا یکی آنگه پهلویش در آحاد بنه

خالی دست از قاعده این بده تالی کوست مورǯب مابین به

اوʨل سطر Ɍآخرین در بود جدول ز کو مربʨع آن تا برد

رهیدی هم تو و شد آخر عمل رسیدی چون مثلث علیای به

را آن بگذار خویشتن حال به آنجا صفر باشد که جایی هر به
مصوʨر١٠ شکل زین معلوم شود مقرʨر این جا گشت که عمل هایی

شبکه قسمت قاعدۀ در شعر ۶ .٢

گ١٣پ]): ،٣] گ۶٠پ- ۶١پ]؛ ،٢] ) است آمده شبکه روش به قسمت شرح منظور به نیز زیر ابیات

مدد و یاری و توفیق کن درخواه خدا از عدد بر را عدد قسمت کنی تا خواهی تو گر

میات از باشد که یا باشد آحاد از خواه مفردات از اوʨلد کن طلب اعظم مفردی

آن از کمتر بود یا باشد مقسوم حاصلش زمان آن سازی ضرب علیها Ǭمقسوم به چون

کهن متون دیگر از استفاده با ادامه در اما است افتاده آن ها از و نیست موجود دست نویس ها در حسابی اعمال این ١٠جداول

می پردازیم. مربوط جدول رسم با روش هر توضیح به شده بحث و شرح  آن ها در ضرب نوع این که حساب



سعادتمند س. ف. ٣٠

بود وافی همین مفرد آن القسمة خارج بود کافی عدد آن حاصل، است مقصود گرچه

آن از کم یا است زاید علیها Ǭمقسوم ز یا کان می بینیم مقسوم از چیزی که ور

ببین را او حاصل و علیه Ǭمقسوم به زن اولین از کمتر را مفردی  شد ار زاید

والسلام باقی است القسمة خارج مفرد دو هر تمام باقی با گشت برابر گر او حاصل

بیشتر یا بود کم علیها Ǭمقسوم ز آن صاحب هنر ای مانده باقی هرچه باقی ز ور

آن از بعد علیها Ǭمقسوم و بین آن حاصل آن از ثالث مفردی کن طلب باشد اگر بیش

رهنمون ای بود کم بقایا حاصل آن رفتی چون آنگه و باشد بقایا باقی گرچه

کامران ای مفردات جمله است القسمة خارج کمان بقایای با حاصل گشت برابر گر

تقی ای علیها Ǭمقسوم به بین او نسبت مابقی زان بود کم علیها Ǭمقسوم ز ور

والسلام را جملگی گفتم است القسمة خارج آن کسر و مفردات این آن از بعد

بود قادر زمن به قسمت و ضرب حساب در بود ماهر بسی حل نماید کین محاسب هر

محاسباتی اعمال .٣

که حسابی همانند نخست داد. انجام کلی متداول صورت دو به می توان را حسابی اعمال هندی، حساب در

و کشیدن برای که ابزاری به وسیلۀ و تخت روی بر نرم خاکی پاشیدن با است رفته آن شرح اوایل رسایل اکثر در

کاغذ از استفاده دوم روش و می گفتند تراب» و «تخت بدان و می شد استفاده تخت روی نُه گانه اشکال «ثبت»

است. قلم و

می دهند شرح تراب و تخت روش با ابتدا در را تفریق و جمع تنصیف، تضعیف، روش چهار منظوم رسایل این

می دهند. توضیح مشترک ابیاتی با را است، کاغذ مخصوص که قسمت و ضرب در روشی سپس و

دو بر عدد کردن بخش یعنی تنصیف و کردن برابر دو یعنی تضعیف تفریق و جمع تنصیف، و تضعیف ٣. ١

ساختن برابر دو از مصریان بود. ضرب عمل اسباب از مصری کهن ریاضیات در شیوه دو هر آن. کردن نیمه یا

(شکل١). می کردند استفاده حاصل ضرب یافتن برای عدد یک متوالی و مکرʨر

نوشت: بتوان m عدد هر برای و گردد رعایت زیر قاعدۀ که دارد کارایی عدد دو ضرب برای صورتی در روش  این

m =
N∑

n=0

k2n k ∈ {0, 1},

نوشت» دو توان های از مجموعی صورت به را عدد هر «می توان که کلی قانون این به مصری ها می رسد نظر به و

جدول از استفاده بدون و تنصیف و تضعیف روش با را ضرب انواع توانسته اند چون داشته اند کامل اشراف

روش صورت به و شد کامل تر بعدها ایشان ضرب شیوۀ چنان که ([٨٧ ص. ،١١] ) دهند انجام اعداد ضرب

عامل دو از یکی نوشتن روش، این اساس .([۶٠ –۶١ صص. ،١۶] ) درآمد هم زمان تنصیف» و «تضعیف
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١٣ در ١٧ حاصل ضرب تضعیف: روش به ضرب انجام مراحل :١ شکل

افزودن و مرحله هر در آن اعضای متناظر حاصل تضعیف به توجǯه با که است دو توان سری یک صورت به ضرب

(شکل٢). یافت. دست عدد دو حاصل ضرب به می توان یکدیگر به آن ها

بود رایج همچنان نیز میانی سده های تا و برده اند به کار اصلاحات برخی با را ضرب روش این نیز یونانی ها

عمل به قسمت و ضرب عمل در حاضر رسالۀ همچون اسلامی منابع بیشتر در هرچند ([٨٧ ص. ،١١] )

حساب کتب از بسیاری در اشت. شده اشاره قسمت و ضرب جهت در آن به کارگیری بدون تنصیف و تضعیف

خود تنصیف، و تضعیف می شود. پرداخته تنصیف و تضعیف عمل دو به تفریق و جمع اعمال شرح از پیش

اعمالی به عنوان آن گرفتن نظر در می رسد نظر به و می رود شمار به قسمت و ضرب عمل از خاص حالت نوعی

.([۴٣ –۴۴ صص. ،١٠] ) است گرفته نشأت مصری حساب از که باشد سنتی جداگانه

١٧ در ٢٢۵ حاصل ضرب تنصیف: و تضعیف شیوۀ به ضرب انجام مراحل :٢ شکل



سعادتمند س. ف. ٣٢

متوالی طور به بار چند را مقسوم علیه و می شد انجام ضرب روش مشابه نیز تقسیم روش مصری، حساب در

عکس روش به سپس و نوشت حاصل تضعیف ها از مجموعی صورت به را مقسوم بتوان تا می کردند تضعیف

(شکل می یافتند را قسمت خارج حاصل تضعیف ها، آن با متناظر دو توانی سری اعضای افزودن با و ضرب

.(٣

٢٩ بر ۶٩۶ قسمت تضعیف:خارج شیوۀ به قسمت انجام مراحل :٣ شکل

به کار نیز کردن» «ضم و «افزودن» کردن»، «زیادت چون معادل هایی با «جمع» عمل اسلامی، دورۀ رسایل در

می شود. گفته نیز کردن» «طرح یا «کاستن» کردن»، «نقصان «تفریق»، به همچنین می رود.

(تضعیف، حساب اعمال درستی سنجش برای آزمونی اصل در میزان گیری میزان گیری و میزان ٣. ٢

یازده یا نُه عدد بر عدد باقی ماندۀ مقدار مرسوم، میزان های است. جذر) و قسمت ضرب، تفریق، جمع، تنصیف،

حسابی عمل درستی بر دلیلی را عمل حاصل میزان و میزان حاصل شدن برابر حسابی رسایل از برخی بود.

نصیرالدین چنان که میزان کرده اند. ذکر عمل بودن اشتباه دلیل را مقدار دو این ناراستی تنها برخی و دانستند

می شود: تعریف صورت بدین است آورده الحساب جوامع خود کتاب در طوسی

محاسبه پس نباشد، درست میزان اگر و است درست میزان باشد، درست محاسبه «اگر

محاسبه اگر یا باشد درست محاسبه شد درست میزان اگر که نیست چنین و نیست، درست

نیاید.» درست میزان پس نباشد، درست

عبدالقاهر ق.)، ۴٢٠ حدود (د. کرجی ق)، ٣– ٢ (سدۀ خوارزمی جمله از ریاضی دانان بسیاری او خلاف بر

(در میزان ها اگر که گرفته اند فرض چنین را میزان ق.) ۴٧٣ حدود (د. نسوی ق.)، ۵ -۴ - (سدۀ بغدادی

فرض درست را محاسبات می شد، مطابق اگر و بود اشتباه محاسبات نمی آمد، به دست مطابق اجزا) و نتیجه

از بسیاری در که می گرفتند محاسبات بودن» «درست با برابر را میزان ها بودن» «مطابق نتیجه در و می کردند
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بودن مطابق منطق، دید از که است ضروری نکته این به توجǯه داده اند. شرح صورت همین به نیز حساب کُتب

اما باشد، اشتباه محاسبه است ممکن بسا چه باشد، محاسبات بودن درست به معنای لزوماً نمی تواند میزان ها

لازم شرط فقط ریاضی محاسبات یک درستی دادن نشان برای میزان ها تطابق پس گردد؛ برابر براتّفاق میزان ها

در نیز ق.) ٨ سدۀ (حدود حنبلی عزالدین بن تقی الدین طوسی، نصیرالدین به جز نیست. کافی شرط ولی است،

([٣۴ –٣۶ صص. ،١۵] ) است. کرده دقت کافی و لازم شرط به میزان تعریف

شده یاد نیز یازده میزان از دیگر برخی در و رفته به کار نُه میزان مبنای بر میزان گیری حساب رسایل عمدۀ در

محاسبه نُه بر را آن باقی ماندۀ سپس و آورده دست به را نُه بر عدد ارقام مجموع که است چنان نُه میزان است.

می یابد ادامه آنجا تا و می شود بیان انداختن» نُه «نُه یا کردن» طرح نُه «نُه چون اصطلاحاتی با ȍمعمولا می شود

نُه پیمانۀ به مذکور عدد هم نهشت واقع در ترتیب این به و شود نُه از کمتر نُه، بر قسمت در عدد باقی ماند ه که

میزان بود، بخش پذیر نُه بر عدد و بود صفر باقی مانده اگر می نامند. میزان را باقی مانده این می گردد. مشخص

عنوان به می گردد. انجام حسابی عملیات اجزای تک تک برای میزان گیری می گیرند. نظر در نُه با معادل را آن

آورده دست به را یک هر میزان کنیم، امتحان را عمل این درستی بخواهیم و کنیم جمع هم با را عدد دو اگر مثال

میزان ها جمع حاصل با را جمع حاصل میزان دیگر بیان به می کنیم؛ مقایسه جمع حاصل میزان با و می کنیم جمع

حسابی عملیات درستی آن برابری ولی است عمل نادرستی گواه میزان دو نابرابری که است واضح می سنجیم.

میزان گیری٩ روش در میزان ها بررسی و ۴۶٧ و ١٧۶ عدد دو جمع حاصل نمونه، برای نمی کند. ضمانت را

:(٩ پیمانۀ به عدد هم نهشت (یافتن

 ٨ :(۴۶٧) میزان  ۵ :(١٧۶) میزان

۴ :(۶۴٣) مجموع میزان  ۴ :((١٣) میزان ها (مجموع میزان

است؛ درست محاسبه بنابراین شده اند، برابر میزان ها مجموع و مجموع میزان است مشخص که همان طور

محاسبه گرچه می شود مطابق میزان ها بازهم شود ثبت ۶٣۴ اشتباه به ،۶۴٣ جای به مجموع حاصل اگر حال

است، محاسبه درستی برای لازم شرط اینکه با میزان ها تطابق شرط می دهد نشان مثال این است. نادرست

نمی کند. تضمین را محاسبه نتیجۀ درستی و نیست آن ساختن برآورده برای کافی شرط اما

این در است. یازده میزان یا عشر احدی میزان شده اشاره بدان حسابی رسایل از برخی در که دیگری میزان

میزان شد، گفته نُه میزان برای چه آن طبق و می آید دست به یازده پیمانۀ به عدد هم نهشت یا باقی مانده میزان

می کنند. مقایسه و مقابله میزان حاصل با را حاصل

از یکی شبکه قسمت و ضرب شیوۀ قسمت و ضرب آموزش برای روشی مجموع: شبکۀ قاعدۀ ٣. ٣

و است شده معرفی ق. ٧ سدۀ فارسی و عربی آثار در نخستین بار که است کاغذ مخصوص محاسبات انواع

در امروزه که مدرنی روش های برخلاف شیوه این دارد. توجهی قابل ویژگی های بودن شبکه ای و جدولی به سبب

عمل انجام حین در مکانی ارزش دهگانی نظام از دانش آموزان بهتر درک برای الگویی می شود، ارائه مدارس

در شبکه ضرب شیوۀ مزایای از یکی است. بالاتر و صدگان دهگان، یکان، مراتب بین انتقال و تمایز و ضرب
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بالا مراتب ضرب دشواری از که بوده بیشتر) و رقم پنج در رقمی چهار ȯمثلا) رقمی چند و بزرگ اعداد ضرب

با شبکه ضرب می سازد. جذاب و آسان بسیار کودکان برای را ضرب عمل و کاسته آن در خطا بروز امکان و

با را ضرب چون ساده مفهومی دیداری، حافظۀ بر مبتنی تصویرسازی و منطقی نظم ذهنی، الگوهای از استفاده

.([١٧] : (نک ـ می دهد شکل نوآموز ذهن در عمیق تری دید

در آن برای کهن متون در شاهدی گرچه می دانند چین یا ژاپن از را شبکه قسمت و ضرب پیشینۀ و منشأ ȍمعمولا

یا هند از اسلامی دورۀ در که روش هایی دیگر خلاف بر قسمت و ضرب روش این می رسد نظر به و نیست دست

نخستین به دست آمده شواهد طبق که روشی باشد. روزگار آن مسلمان دانشمندان ابتکار شده، گرفته وام یونان

برای الحساب في الشمسیة و الحساب في المرشد جمله از قمری هفتم سدۀ عربی و فارسی رساله های در بار

اندلس سرزمین در و اسلام جهان غرب در که رسایلی طریق از پس آن از و شد مطرح کاغذ روی ضرب انجام

ضرب اصلی روش های از یکی به عنوان و یافت راه دنیا نقاط دیگر و اروپا سرتاسر سپس و ایتالیا به شد، کتابت

روزگار آن ریاضیدانان از بسیاری اقبال مورد و رفت کار به میلادی ١۴ و ١٣ قرون حساب رسایل تمامی در
گرفت.١١ قرار

ردیف هایی با و مضروب عدد مراتب تعداد به ستون هایی با جدولی روش، این در روشضربشبکه. ٣. ٣. ١

مربع های به مضروب فیه و مضروب اعداد مراتب تعداد به را آن و می کنند رسم مضروب فیه مراتب تعداد به

مضروب فیه و بالا در را مضروب آن از پس می کنند. ترسیم نیز را مربʨع ها این اقطار و می کنند قسمت کوچکتر

قرار آن در که است ارقامی مکانی ارزش نمایشگر ستون ها این از کدام هر می نگارند. آن وجهین١٢ از یکی در را

مضروبین ردیف و ستون تلاقی از که مرʨبعی در را حاصل ضرب کرده آغاز چپ سمت از را ضرب عمل می گیرد.

ضرب عمل این باشد. زیر در آن یکان و مربʨع قطر بالای در آن دهگان که طوری به می نویسند می آید دست به

خانه های تمام تا می دهند انجام نیز مراتب دیگر برای مضروب فیه در مضروب ارقام تمامی ضرب انجام با را

راست سمت گوشۀ جدول سطر پایین ترین از آن از پس شود. پر حاصل نتایج دهگان و یکان ارقام از جدول

شرط به تا می کنند جمع موʨرب صورت به را اقطار راستای در ثبت شده ارقام و نموده آغاز حاصل ضرب) (یکان

سمت خانۀ به یکی و کرده یادداشت را یکان شد ده از بیشتر جمع حاصل اگر یابند. دست ضرب عمل پایانی

در مکانی ارزش ترتیب به حاصل شده اعداد قرارگیری از که است عددی حاصل ضرب، می گردد. اضافه چپ

باشد: آمده دست به یکدیگر کنار

ag رقم: دو حاصل ضرب یکان

AG رقم: دو حاصل ضرب دهگان

کنید. نگاه [٧] به قمری هفتم سدۀ کهن فارسی منابع در ضرب این مبسوط پیشینۀ از آگاهی ١١برای

سمت در اگر و می کشند پایین چپ به بالا راست از ١ شکل مانند را اقطار بگذارند جدول چپ سمت در را مضروب فیه ١٢اگر

رسایل غربی سنت در بیشتر دوم شیوۀ می کنند. رسم بالا چپ به پایین راست از را اقطار و شده متقارن جدول بنویسند، راست

است. مرسوم حساب
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شبکه ضرب انجام مراحل :۴ شکل

بود: خواهد صورت این به آن مراتب انتقال و به دست آمده ارقام مکانی ارزش رعایت با ضرب حاصل نهایت در

← بیشتر به کمتر مکانی ارزش از ترتیب به ارقام جای گذاری

شبکه حاصل ضرب خواندن طریقۀ :۵ شکل

است. مفردات ضرب به مرکبات ضرب تحلیل برای آمده الحساب في الشمسیة در که همانطور روش این

۶ شکل می شود. استفاده آن برای شبکه» «ضرب از باشد مجرد) غیر (یا مفرد غیر مضروبین، از یکی اگر

است ق.) ٧٢٨ از پس (د. نیشابوری الاعرج نظام الدین الحساب في الشمسیة در شبکه ضرب از مثالی

گ١١ر]). ،١۴] گ١٣ر]؛ ،١٣] (نک ـ

آورده: چنین آن توصیف در نیز الحساب في الشمسیة ناشناس مترجم

این دانستن به عصر افاضل از بعضی چنان که غریب، و نیکوست بغایت طریقه این «و

گ١٢پ]) ،١] ) بالسرایر» Ǯاعلم وهو می نمایند صفت تعلیم در و می کنند مباهات

۵۶٨ در ۴٠٣٢ حاصل ضرب شبکه: ضرب :۶ شکل
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می کنند رسم مقسوم عدد مراتب تعداد به ستون هایی با جدولی روش، این در شبکه. قسمت روش ٣. ٣. ٢

آن در که است ارقامی مکانی ارزش نمایشگر ستون ها این از کدام هر می نگارند. آن بالای در را مقسوم عدد و

بزرگترین رقم که می دهند قرار طوری ممکن ردیف پایین ترین در جدول انتهای در مقسوم علیه عدد می گیرد. قرار

چپ سمت از را قسمت عمل بگیرد. جای چپ) سمت از ستون (اوʨلین جدول درست ستون در آن مکانی ارزش

شود. مقسوم عدد از کمتر یا برابر کنند ضرب مقسوم علیه در را آن اگر که می یابند را عددی بزرگترین کرده آغاز

پایین تر مرتبۀ یک در و مقسوم عدد بالای در قسمت خارج رقم اوʨلین عنوان به را شود پیدا که عددی اوʨلین

مراتب دیگر برای و راست سمت به مقسوم علیه عدد جابه جایی با بار هر را عمل این می دهند. قرار مکانی ارزش

عدد زیر خطی مرحله هر پایان ساختن مشخص برای یابند. دست قسمت عمل پایانی شرط به تا داده انجام

می پردازیم قسمت نمونه یک انجام به موضوع شدن روشن تر برای می کشند. مقسوم علیه عدد بالای و مقسوم

می کنیم: قسمت ١٢ بر را ٢۵۵٧ عدد و

بر را ٢ و می کنیم آغاز چپ سمت از می دهیم. قرار خود جای در را مقسوم علیه و مقسوم کرده رسم را جدول

می دهیم. قرار مکانی ارزش پایین تر مرتبه یک در و مقسوم عدد بالای در است ٢ که را حاصل کرده قسمت ١

می نویسیم. مقسوم عدد زیر را تفاضل حاصل می کنیم. کم مقسوم از کرده ضرب مقسوم علیه در را قسمت خارج

راست سمت به مرتبه یک را آن کشیده مقسوم علیه بالای بر و تفاضل عدد زیر خطی اول مرحلۀ یافتن پایان با

١ در آن حاصل ضرب که قسمتی خارج بار این می کنیم. تکرار قبل مرحله مانند را قسمت عمل و کرده جابه جا

را قسمت خارج می دهیم. قرار قسمت خارج رقم دومین عنوان به جدول بالای در یافته ١ را شود ١ با برابر

ستون در می شود ٣ که را حاصل می کنیم. کم است ١۵ مرحله این در که مقسوم از کرده ضرب مقسوم علیه در

٣ عدد راست، سمت به مقسوم علیه انتقال با می رویم. بعد مرحلۀ به و می کشیم خطی آن زیر نگاشته مربوط

جایگذاری با شود. ٣ با برابر حاصل شود ضرب ١ در اگر که می یابیم قسمت خارج مرتبۀ آخرین عنوان به را

می گیرد. پایان قسمت عمل مقسوم علیه از کمتر باقیماندۀ آمدن دست به و مرتبه آخرین در قسمت خارج عدد

جایگاه نیز کاغذ از استفاده با شبکه طریق به قسمت روش در که بوده آن بر سعی می شود مشاهده که همان طور

این در گرچه شود. حفظ مخرج عنوان به مقسوم علیه و کسر عنوان به باقیمانده صحاح، عنوان به قسمت خارج

و شد خواهد زیاد یکدیگر از عدد سه این فاصلۀ و کنیم دنبال کاغذ روی را مراحل تمامی مجبوریم تقسیم نوع

اعداد نوشتار ترتیب حال این با ولی کند نزدیک ذهن به را آن یونانی نمایش در کسری مواضع نمی رسد نظر به

است. مخلوط کسر نوشتاری ترتیب بر منطبق آن، در (کسر) باقی مانده و (صحیح) قسمت خارج
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١٢ بر ٢۵۵٧ قسمت خارج شبکه: قسمت :٧ شکل

حساب واژگان .۴

ملزومات از آن ها علمی مضامین و محتوا بهتر درک به منظور کهن متون تخصصی اصطلاحات با آشنایی

آن تعاریف همچنین و رفته کار به منظوم قسمت و ضرب رسالۀ در که حساب اصطلاحات برخی است. اولیه

است١٣. آمده (١) جدول در

قسمت و ضرب اثر در حساب واژگان :١ جدول

تعریف واژگان
دارند. را مکانی ارزش کم ترین و می گیرند قرار مرتبه اوʨلین در که ارقامی مکانی؛ ارزش نخستین یکان؛ آحاد

باشد. یک دو بر آن باقیماندۀ که عددی فرد؛ طاق
باشد. صفر دو بر آن باقیماندۀ که عددی زوج؛ جفت

[کسر] صورت (٢) قسمت، عمل باقیماندۀ (١) کسر
کردن نیمه دو؛ بر عدد کردن بخش تنصیف

عدد ششم تا چهارم مکانی ارزش مرتبۀ دربرگیرندۀ دوم دور هزارگان؛ الوف
٨٠٠٠٠ ،٧٠٠ ،۶٠ ،۵ مانند باشد؛ داشته ارزشی مرتبۀ یک در صفر غیر رقم یک تنها که) (عددی مفرد

۶٨٠ ،٣٠٢ ،۴۵ مانند باشد داشته صفر غیر رقم یک از بیش که) (عددی مرکب
مخلوط عدد یک کسری غیر (بخش) می گیرد؛ قرار مخلوط کسر سه گانۀ مواضع از اوʨل جایگاه در که) (عددی صحاح

کردن برابر دو تضعیف
عدد دوم مرتبۀ دهگان؛ عشرات

دیگر مقدار از مقدار یک بیشی اندازۀ زاید
عدد دو اختلاف میزان عدد؛ دو میان فاصلۀ فاضل

عددنویسی برای نشانه ای رقم؛ صورت
عدد سوم مرتبۀ صدگان؛ میات/مئات/مآت

«جفت»، «تنصیف»، «تضعیف»، «الوف»، «آحاد»، ذیل [۶] : نک ـ بیشتر، متنی شواهد و معنایی تفکیک های از آگاهی ١٣(برای

«میات».) و «مفرد» «مرکب»، «کسر»، «فاضل»، «عشرات»، «طاق»، «صورت»، «صحاح»، «زاید»،
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پیشینۀ حساب، منابع در کمک آموزشی وسیله ای به عنوان شعر از بهره مندی و ریاضیات با ادبیات پیوند

بر مبتنی روشی آن که به سبب می شد نوشته هوایی حساب خصوصاً و عملی حساب در که آثاری دارد. دیرین

و سپاردن خاطر به آسان تر برای که است بلندی و کوتاه اشعار و دوبیتی ها از آکنده می گرفت، به کار حافظه

فارسی ابیات به کارگیری سابقۀ نیز هندی حساب در عملی، حساب بر افزون است. شده سروده سریع تر یادآوری

به اسلامی شورای مجلس کتابخانۀ در محفوظ ۶۵۴۵ و ۵٣٧٩ منظوم دست نویس دو در حساب آموزش در

با را ریاضیات قواعد اثر، دو این در ببینید). پیوست ها در را ١٢ و ١١، (شکل های١٠ است مانده یادگار

ابزار شعر، آموزانده اند. نوآموزان به رایج شیوۀ از متفاوت طریقی به و شعر قالب در و ادبی فنون از بهره گیری

با یا نبود ایشان اصلی پیشۀ ریاضیات که مردم از دسته آن برای به خصوص بود، حساب آموختن برای مناسبی

در اما می نمود، مشکل برایشان حسابی اعمال مراحل کردن بر از و یادگیری و بودند بیگانه حسابی روش های

داشتند. نیاز حساب به خود حرفۀ

رساله دو این در بدان مربوط ابیات که است قسمت و ضرب عمل انجام در شیوه یک نیز شبکه روش

در و است تراب و تخت مخصوص قسمت و ضرب روش های جایگزین و شده بیان همانند و مشترک به طور

هفتم سدۀ به موجود مکتوب منابع با مطابق شیوه این راهگشاست. و کارآمد چندرقمی و طولانی ضرب های

دارد. تعلق قمری هجری
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Abstract. The present research has been carried out with the aim of investi-
gating the effect of flipped classroom on the academic motivation of 11th grade
students during the Corona era. The research method is a semi-experimental
type that was implemented in two control and experimental groups. The statis-
tical society was formed by female students at the high school in Hamedan city
in the academic year of 1400-1401. The research sample includes two groups of
20 female students of the 11th grade of the school. Thus, first, a school was se-
lected from the schools of Hamedan city, which had a homogeneous enrollment
of its students, and then two classes of the school were taken into consideration
for testing. One class was designated as the control group and one class as the
experimental group. Harter’s academic motivation questionnaire was used to
test academic motivation. In this research, it was shown that flipped education
has been effective in strengthening the academic motivation of students during
the Corona era.

2020 Mathematics Subject Classification. 97D10
Keywords. flipped education, academic motivation, students, math course
Date: Rceived 21-11-2022 Revised 10-3-2023 Accepted 12-3-2023 Available Online 3-4-2023
*Corresponding author

©Ferdowsi University of Mashhad.
۴۴



۵١ –۴۴ صص. ،١۴٠٢ تابستان و بهار ،١ شماره ،٣ دوره

DOI. 10.22067/tmsj.2023.43690

علمی-ترویجی مقاله

https://tmsj.um.ac.ir

همدان شهر یازدهم پایه دختر دانش آموزان ریاضی درس تحصیلی برانگیزش معکوس آموزش تاثیر
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ریاضی درس تحصیلی انگیزش بر معکوس روش به آموزش تأثیر بررسی هدف با حاضر تحقیق چکیده.

در که است نیمه آزمایشی نوع از پژوهش روش است. گرفته صورت کرونا دوران در یازدهم پایه دانش آموزان

همدان شهرستان دخترانه دبیرستان یک دختر دانش آموزان را جامعه آماری شد. اجرا آزمایش و گواه گروه دو

دانش آموزان از نفری ٢٠ گروه دو شامل پژوهشی نمونه است. داده تشکیل ١۴١- ٠٠۴٠١ تحصیلی سال در

همگن صورت به که همدان شهر مدارس از مدرسه یک ابتدا که بدین صورت می باشد. مدرسه یازدهم پایه دختر

یک شد. گرفته نظر در آزمایش جهت مدرسه از کلاس دو سپس و انتخاب می کردند، ثبت نام آن دانش آموزان

تحصیلی انگیزش آزمایش برای شد. مشخص آزمایش گروه عنوان به کلاس یک و گواه گروه عنوان به کلاس

تقویت بر معکوس آموزش که شد داده نشان تحقیق این در شد. استفاده هارتر تحصیلی انگیزش پرسش نامه از

است. بوده مؤثر کرونا دوران در دانش آموزان تحصیلی انگیزش

2020 Mathematics Subject Classification. 97D10

. ریاضی درس دانش آموزان، تحصیلی، انگیزش معکوس، آموزش کلیدی. واژگان
١۴٠٢/١/١۴ برخط انتشار ١۴٠١/١٢/٢١ پذیرش ١۴٠١/١٢/١٩ بازنگری ١۴٠١/٨/٣٠ دریافت تاریخ:
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دانش آموزان ریاضی درس تحصیلی برانگیزش معکوس آموزش تاثیر ط.لطفی، ا.قنادیان، م.مکاری، مقاله: این به ارجاع نحوه
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پیش گفتار .١

آموزش، حیطه در را مختلف تکنیک های اثربخش، و جدید روش های یافتن برای همواره آموزش متخصصان

اصلی بخش دو از که می باشد آموزش نوین روش های از یکی معکوس روش آموزش می کنند. بررسی و تحقیق

.[۶] کلاس از خارج در رایانه کمک به تعلیم و کلاس داخل ارتباطی و تعاملی یادگیری است: شده تشکیل

یادگیری برای معکوس روش از استفاده به مجبور معلمان غیرحضوری، اجباری آموزش در کرونا، دوران در

استفاده ی برای معلمین و می شد برگزار محدود روزهای تعداد با حضوری کلاس های اغلب شدند. دانش آموزان

بخصوص می دادند. قرار دانش آموزان اختیار در و تهیه قبل از را آموزشی محتوای و فیلم درسی، ساعت از بهینه

محتواهای تهیه به مجبور مطالب، فهم و عمیق یادگیری به نیاز دلیل به ریاضی جمله از تخصصی دروس معلمین

شدند. خود کلاس دانش آموزان نیاز برحسب آموزشی

نبود. کند، تدریس کلاس در را درسی مطالب تمام معلم که سنتی کلاس مانند تدریس فرصت دوران این در

دانش آموز نقش یادگیری، فرآیند در و یافت تغییر کلاس در متصل، یادگیرنده عنوان به دانش آموز، جایگاه بنابراین

بررسی دانش آموزان تحصیلی انگیزش بر معکوس کلاس تأثیر تحقیق، این در .[٧] یافت تغییر تصمیم گیرنده به

نقش جای به معلم معکوس کلاس در است؟ بوده مؤثر تحصیلی انگیزش بر معکوس کلاس آیا است. شده

نیاز مورد مواد فراهم کردن و می کند تعامل دانش آموزان با گروهی یا فردی شکل به هدایت گر، عنوان به سخنران

است. معلم عهده  به آموزش

پژوهشی .[۵] است گرفته قرار استفاده مورد آموزش نوین روش عنوان به معکوس کلاس اخیر سال های در

انجام هشتم پایه فناوری و کار درس̖ یادگیری بر معکوس روش آموزش کارگیری به تأثیر بررسی عنوان تحت

عنوان با پژوهشی همچنین است. سنتی کلاس از مؤثرتر معکوس کلاس که می دهد نشان پژوهش این .[۴] شد

این .[١] است شده انجام مدرسه به دانش آموزان تعلق احساس میزان بر معکوس کلاس روش از استفاده تأثیر

مسائل به نسبت دانش آموزان مسئولیت پذیری و علاقه میزان معکوس کلاس در که است آن بیانگر پژوهش

انگیزش و یادگیری بر معکوس کلاس رویکرد تأثیر عنوان تحت نیز دیگر تحقیقی است. شده بیشتر مدرسه

دانش آموزان انگیزه داد نشان که ،[٢] شد انجام بهشهر هفتم پایه دختر دانش آموزان ریاضی دروس تحصیلی

همیاری، روش های با مقایسه در معکوس روش با تدریس تأثیر همچنین است. یافته افزایش یادگیری بر

حاکی نتایج .[٣] شد بررسی ابتدایی ششم پایه دانش آموزان تجربی علوم یادگیری بر سخنرانی و کاوش گری

روش کاربرد پژوهش این دارد. وجود معناداری تفاوت روش ها سایر و معکوس روش تأثیر بین که بود آن از

علوم دروس مختلف مباحث برای کاوش گری و همیاری همچون دیگر روش های کنار در را معکوس تدریس

را دانش آموز فعال کردن زمینه کرونایی، شرایط در تدریس به مجازی رویکرد معتقدند عده ای . می کند پیشنهاد

تجربه با و گاه آ فرد راهنمایی تحت معکوس روش از استفاده و است کرده فراهم مستقل یادگیرندة عنوان به

تحصیلی انگیزش بر معکوس آموزش تاثیر تحقیق این در .[١٠] شود حاصل عمیق تری یادگیری تا می شود سبب

تاثیر شد سعی شد. بررسی کرونا دوران از بعد مدارس بازگشایی در یازدهم پایه دختر دانش آموزان یادگیری و
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از بعد دانش آموزان صورت هر در ولی شود. کنترل همسان گروه های انتخاب با امکان حد تا کرونایی شرایط

افت باعث شرایط این داشتند. قرار ای ویژه شرایط در آنلاین، امتحان های و مجازی کلاسهای و کرونا دوران

با ریاضی دبیران از شد سعی بنابراین، شد. ریاضی، مخصوصا تخصصی، دروس در دانش آموزان تحصیلی

که تحصیلی، انگیزش که می دهد نشان حاضر تحقیق یافته های شود. گرفته بهره تحقیق این جهت کوشا و تجربه

است. یافته افزایش معکوس روش از استفاده با است، دانش آموزان تلاش و رشد جهت عامل مهمترین

پژوهش روش .٢

و آزمایش و گواه گروه دو با پس آزمون پیش آزمون- طرح و آزمایشی شبه  روش از استفاده با تحقیق این

شروع از پیش آزمون اولین شد. گرفته آزمون دوبار گروه دو هر از است. شده انجام درس در نمونه گیری

و شد برگزار مشتق) یادگیری برای لازم مباحث در دانش آموزان اولیه معلومات میزان بررسی (جهت آزمایش

شد گرفته مدارس بازگشایی دوران در گواه گروه از سنتی صورت به مشتق مبحث تدریس از پس آزمون دومین

جلسه ۵ گروه دو هر برای شد. برگزار معکوس کلاس رویکرد اجرای از پس هم دوم گروه آزمون همزمان و

گروه برای . شد تدریس کلاس در کامل طور به مشتق مباحث سنتی، طور به اول گروه برای شد. برگزار کلاس

منزل در را فیلم ها دانش آموزان و می شد فرستاده کلاس از قبل روز معلم توسط شده تهیه آموزشی فیلم های دوم

تدریس روش های از و می شد پرداخته مبحث متنوع تمرین های و مثال ها حل به کلاس در و می کردند نگاه

تحصیلی سال یازدهم پایه دختر دانش آموزان همه پژوهش مورد جامعه می شد. گرفته بهره مشارکتی و فعال

کلاس دو دسترس، در نمونه گیری از استفاده با بوده اند. همدان شهر ٢ ناحیه دخترانه مدارس ١۴١- ٠٠۴٠١

عنوان به دیگر کلاس و گواه عنوان به کلاس یک که شدند. انتخاب حجه فروش نام به مدرسه ای از نفری ٢٠

شدند. نیز همسان سازی نمونه ها که شد، گرفته درنظر آزمایش

مشتق و حد تابع، به مربوط مباحث بود، محقق ساخته صورت به که آزمون این در یادگیری. آزمون .٢. ١

جلسه ۵ برگزاری از بعد که دوم آزمون و بود حد و تابع به مربوط مباحث از اول آزمون شد. گرفته امتحان

مطابق همچنین و اندازه گیری و سنجش اصول به توجه با سؤالات بود. مشتق مباحث از شد، برگزار آموزش

آزمون هر گرفت. قرار نیز ریاضی همکاران تأیید مورد سؤالات همچنین و شدند طرح آزمایش مورد اهداف با

شد. داده ٢٠ تا ٠ بین ای نمره دانش آموزان به سپس بود. شده تنظیم دشوار به راحت از که بود سؤال ١۵ شامل

تحصیلی انگیزش هارتر، تحصیلی انگیزش پرسش نامه از استفاده با تحصیلی. انگیزش پرسش نامه .٢. ٢

دوقطبی مقیاس از استفاده با که هارتر است سؤال ٣٣ شامل پرسش نامه این شد. بررسی نیز گروه دو این

هارتر است. بیرونی انگیزش آن دیگر قطب یک و درونی انگیزش آن قطب یک می سنجد. را تحصیلی انگیزش

ضرایب و 0.084 تا 0.054 بین کودر-ریچاردسون ٢٠ فرمول از استفاده با را مقیاس ها پاره پایایی ضرایب [٨]

0.058 بین ماه ۵ مدت در دیگر نمونه یک در و 0.063 تا 0.048 از ماهه ٩ دوره طی نمونه یک در را بازآزمایی

پرسش نامه سؤالات از کدام هر به دارد. مطلوبی درونی ثبات پرسش نامه این .[٩] است کرده گزارش 0.076 تا
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می شود. جمع هم با پرسشنامه هر امتیازات سپس می شود. داده نسبت لیکرت مقیاس اساس بر ۵ تا ١ عدد

٩٩ عدد این اگر دارد. قرار ضعیف سطح در تحصیلی انگیزش یعنی باشد آن به نزدیک و ٣٣ حاصل عدد اگر

معنی این به باشد ١۶۵ تا ٩٩ از عدد این اگر ضمن در است. متوسط تحصیلی انگیزش یعنی باشد کمتر یا

است. خوب بسیار حد در تحصیلی انگیزه که است

نام با و شد محاسبه پرسشنامه هر برای دانش آموز هر شده داده امتیازات مجموع شده، انجام پژوهش در

آلفای شاخص اساس بر حاضر تحقیق در پایایی ضرایب همچنین گرفت. قرار بررسی مورد پرسشنامه داده،

مطالعه، ساعات و تحصیلی انگیزش و هوش نظیر متغیرهایی کنترل دلیل به آمد. به دست 0.689 کرونباخ

از متغیرهایی مدرسه، انتخاب با طرفی از باشند. سطح یک در انتخاب شده گروه های ممکن حد در شد سعی

دانش آموزان انتخاب شده، مدرسه کلاس های کنترل با همچنین شد. کنترل تحصیلی پایه و جنسیت مدرسه، نوع

ترغیب دانش آموزان همه و بودند همگن تقریباً مالی و اجتماعی و فرهنگی سطح و سواد سطح نظر از منتخب

دهند. پاسخ سوالات همه به دقت با که شدند

پژوهش یافته های .٣

پرسش نامه امتیازات مجموع و پس آزمون و پیش آزمون معیار انحراف  و میانگین ترتیب به زیر، در ١ جدول

می دهد. نشان را گواه و آزمایش گروه در

گروه دو تفکیک به نمره ها مجموعه و پس آزمون و پیش آزمون نمرات معیار انحراف میانگین، توزیع :١ جدول

گواه و آزمایش

گواه آزمایش شاخص آزمایش

14.4 15.86 میانگین پیش آزمون

3.96 3.53 معیار انحراف

14.51 16.38 میانگین آزمون پس

5.22 3.32 معیار انحراف

102.4 106.65 میانگین تحصیلی انگیزش

12.74 7.8 معیار انحراف

آزمایش و گواه گروه دو برای پیش آزمون نمرات مجموع و پس آزمون و پیش آزمون نمرات برای نرمال بودن نسبت

است. شده آورده تفکیک به ٢ جدول در اسمیرنوف، کلموگرف آزمون معنی داری سطح شد. انجام

گروه برای ولی است، بیشتر 0.05 از آزمایش گروه برای پیش آزمون معنی داری سطح ٢ شماره جدول طبق

دو میانگین مقایسه برای پس است. نرمال غیر گواه گروه و نرمال آزمایش گروه نمرات پس است. کمتر گواه

وابسته متغیر می کنیم. استفاده من-ویتنی ناپارامتری آزمون از پیش آزمون، نمرات برای آزمایش و گواه گروه
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پرسشنامه و آزمون ها به مربوط داده های داری معنی سطح :٢ جدول

گواه گروه معنی داری سطح آزمایش گروه معنی داری سطح آزمون

0.009 0.194 پیش آزمون

0.004 0.002 آزمون پس

0.200 0.200 تحصیلی انگیزش

تا ١٠ از داده ها تعداد چون است. شده تشکیل آزمایش) و (گواه مستقل گروه دو از و است کمی نوع از ما

که است بزرگتر 0.05 از و است 0.194 برابر که می کنیم استفاده مجانبی معنی داری سطح از است، بیشتر

لحاظ از معناداری تفاوت پیش آزمون نمره در گواه و آزمون دوگروه پس نیست. میانگین ها در معناداری تفاوت

است، 0.05 از کمتر گواه و آزمایش گروه دو هر برای پس  آزمون معنی داری سطح اما ندارند. نمرات میانگین

ناپارامتری آزمون از نیز پس آزمون نمرات میانگین مقایسه برای پس نیستند. نرمال داده ها می دهد نتیجه که

است. بیشتر 0.05 از که آمد به دست 0.266 آن برای مجانبی معنی داری سطح است. شده استفاده من-ویتنی

ندارد. وجود آزمایش و گواه گروه آزمون پس نمرات میانگین بین معناداری تفاوت پس

این شد. مقایسه ویلکاکسون آزمون از استفاده با آزمایش، گروه در پس آزمون و پیش آزمون نمرات ادامه در

دقیق معنی داری مقدار شد. انتخاب آزمون پس نمرات نبودن نرمال خاطر به و است ناپارامتری آزمون یک

ندارد. وجود میانگین ها بین معنادار تفاوت که است این نشان دهنده که آمد، به دست 0.470 آن برای دوطرفه

می دهد، نشان را ١٢ عدد مثبت رتبه های تعداد و است علامتدار رتبه آزمون یک ویلکاکسون که آنجا از اما

مقدار دادیم. انجام گواه گروه نمرات برای را مقایسه همین داشته اند. افزایش پس آزمون در نمره ١٢ تعداد پس

بود. ١٠ آن در مثبت رتبه های تعداد اما آمد. به دست 0.211 طرفه دو دقیق معنی داری

نرمال گروه دو هر در ،0.05 از بیشتر معنی داری سطح علت به پرسش نامه داده های که است ذکر به لازم

و شد سنجیده آزمایش و گواه گروه امتیازهای نرمال بودن پرسشنامه به مربوط داده های برای واقع، در بودند.

هر برای اسمیرنوف کلموگروف آزمون از استفاده با 0.2 معنی داری سطح و بودند نرمال جداگانه طور به هرکدام

آمد. به دست گروه دو

سنجیده ٩٩ عدد با گروه هر کسب شده امتیازات میانگین و شد استفاده نمونه ای تک t آزمون از ادامه، در

امتیازات میانگین که است این نشان دهنده که آمد به دست 0.247 عدد گواه، گروه برای معنی داری سطح و شد

گروه برای اما است. متوسط حد در آنها تحصیلی انگیزش و ندارد معنی داری اختلاف ٩٩ عدد با کسب شده

وجود ٩٩ عدد با معنی داری اختلاف که است این نشان دهنده که آمد به دست 0.00 معنی داری سطح آزمایش،

بسیار حد در گروه این تحصیلی انگیزش نتیجه در که بود، مثبت اطمینان فاصله پایین و بالا حد همچنین دارد.

است. آزمایش گروه دانش آموزان تحصیلی انگیزش بر معکوس آموزش تأثیر نشان دهنده و است خوب
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آتی پیشنهادات و نتيجه گيري .۴

استفاده آورد. به دست ویژه ای جایگاه آموزش نظام در ارتباطات و اطلاعات فناوری به کارگیری کرونا دوران در

نبود می توانست نوین تدریس روش های از استفاده فضایی چنین در شد. آموزش لاینفک جزء تلفیقی رویکرد از

کند. جبران را حضوری تدریس کافی زمان

در می شود. فعال یادگیری و پیشرفت حس ایجاد باعث که می شود فعالیت هایی شامل تحصیلی انگیزه

این کرونا دوران در اما می کند. استفاده آموزشی محتوای تدریس جهت درس کلاس از معلم سنتی آموزش

را کمبود این می تواند معکوس آموزش همچون تدریس نوین روش های وضعیتی، چنین در و شد کمتر فرصت

درس کلاس بیرون به است شده ضبط آموزشی سخنرانی های صورت به که را درس معلم کند. جبران تاحدودی

و کنند تماشا را معلم تدریس بارها و بارها و کرده مطالعه را مطالب می توانند دانش آموزان می کند. منتقل

می افتد. دانش آموز به دست یادگیری کنترل

به دسترسی نداشتن به می توان جمله از که بود، محدودیت هایی دارای کرونایی شرایط دلیل به حاضر تحلیل

پیشنهاد برد. نام آن، از حاصل نگرانی های و بیماری و مدرسه در مستمر و مداوم صورت به دانش آموزان

بررسی دانش آموزان نمرات کسب بر اضطراب، جمله از کرونایی شرایط تاثیر بعدی پژوهش های در می شود

بررسی آن از بعد حضوری امتحانات بر آن تاثیر و ویژه شرایط در مجازی امتحانات وجود همچنین شود.

دوران برای تربیت و تعلیم پژوهشگران برای را مهمی اطلاعات می تواند موجود یافته های حال، هر در اما شود.

های روش تأثیر و کیفیت از بتوان آن از پس چه و بیماری دوران در چه که گونه ای به باشد، داشته پساکرونا

و ریاضی معلمان برای فراوانی سختی که ریاضی درس آموزش جمله از برد. بهره دانش آموزان بر آموزش نوین

علاقه و انگیزه و هیجان و شور می توان معکوس روش آموزش از استفاده با داشت. دوران این در دانش آموزان

است. گذار تاثیر دانش آموزان یادگیری بر که کرد تقویت دانش آموزان در را
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معادلات حل در آن کاربرد و تقارن
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که است آن از پس و می شود شروع هنر و طبیعت از اولیه جهان بینی در آن شکست و تقارن مشاهده چکیده.

به تقارن درباب کوتاه گفتاری از پس مقاله این در می شود. تعریف ریاضیات در اساسی ساختارهای عنوان به

حل تقارن وجود عدم که می کنیم مشاهده و پردازیم می دو درجه معادلات ریشه های یافتن در آن از کاربردی

می کند. دشوارتر حد چه تا را سه درجه معادلات

پیش گفتار .١

پیچیدگی های درک برای همواره نیز آن ونتایج بوده مهم انسان  برای همیشه قاعده مندی ها و الگوها جستجوی

گرفته اند. قرار استفاده مورد نظم الگوی عنوان به تقارن ها فرهنگ، و علم تاریخ در است. کرده کمک ما به جهان

باستان، دوران در است. کمال و هماهنگی دهنده نشان و دارد جذابیت گوناگون مذاهب و فرهنگ ها در تقارن

علوم وحدت این معاصر دوران در اما می شد، فهمیده مشترکی تقارنی نظم اساس بر طبیعت و هنر دانش،

مربوط ذوقی و ذهنی قضاوت های به تقارنی محاسبات و تقارن ها هنر، در می پاشد. هم از انسانی و طبیعی

باقی طبیعت توصیف اساسی اصول تقارن عدم و تقارن طبیعی، علوم و ریاضیات در که حالی در می شود.

قوانین و اکتشافات واقع، در می شود. شامل را حیات تکامل تا اولیه ماده شکل گیری از آن کاربرد که می مانند،
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نوحی ف. ۵۴

اساس بر هستند. ارتباط در تقارن عدم و تقارن با شناسی زیست و شیمی فیزیک، شناسی، کیهان در کنونی

تا شیمی و فیزیک از طبیعت، در جدید ساختارهای و پیچیدگی تنوع، کلید تقارن شکستن علمی نظریه های

این ریاضی ساختارهای می ماند. باقی تغییر بدون و ثابت جهان تقارن، شکستن بدون است. شناسی زیست

.[۴ ،٢ ،١] می کند آشکار هنر و طبیعت در را میان رشته ای ارتباطات

یا و معماری هنر، در شکل ها برش های در هماهنگی یا یکسان اندازه های به تقارن قدیم، ریاضیات در

تناوب و چرخش بازتاب، هستند. انطباق قابل که شکل ها در برش هایی وجود عبارتی، به داشت. اشاره کیهان

هستند. تقارنی ویژگی های از نمونه هایی

در کند. کمک ریاضی مساثل حل به تواند می نمودارها و هندسی شکل های در تقارن وجود دیگر، سوی از

است. [٣] از برگرفته بخش این می کنیم. مشاهده را مورد این از ای نمونه بعد بخش

کند می آسان را ریاضی معادلات حل تقارن .٢

یاد را آن حل که معادلاتی ترین اساسی از یکی است. ریاضی کلاس در اصلی مهارت یک معادلات حل

مقادیر که است اعداد از مجموعه ای روی شده تعریف تابع یک f آن در که است f(x) = 0 معادله می گیریم

به می دهد. به دست را 0 خروجی x ورودی کدام که است این دنبال واقع در معادله این است. عددی نیز آن

معادلات، تمام بین در می نامند. تابع ”ریشه“ یا ”صفر“ را معادله این جواب های اوقات گاهی دلیل، همین

دوم درجه معادله شاید

ax2 + bx+ c = 0 (٢. ١)

فرمول ندارند. ساده ای و بدیهی حل راه که باشد معادلاتی با آموزان دانش جدی برخورد اولین

−b±
√
b2 − 4ac

2a

وقتی شاید بسپارند. خاطر به  به راحتی را (٢. ١) دوم درجه معادله حل تا است کرده کمک جبر دانش آموزان به

راز یک عظمت، و ابهت عین در ولی باشد آور دلهره برایش شود رو به رو فرمول این با اول بار برای آموز دانش

در تاثیری چه تقارن که ببینیم حال تقارن. می کند: آسان را دوم درجه معادله هر حل که است پنهان آن در ساده

شکل به سوم درجه معادلات حل تقارن، عدم چگونه و دارد دوم درجه معادله حل فرمول

ax3 + bx2 + cx+ d = 0

خود زندگی ،١۵٠٠ سده در ریاضی دانان، از تعدادی که سخت  تر آنقدر واقع در کند. می دشوارتر بسیار بسیار را

اتفاق راحتی به دوم درجه معادلات برای که چیزی کردند، سپری سوم درجه معادلات حل برای تلخ رقابتی در را

می افتاد.



۵۵ معادلات حل در آن کاربرد و تقارن

تابع ریشه های کنیم: می شروع آسان تابع یک با کنیم، پیدا را دوم درجه تابع یک ریشه اینکه از قبل

کنیم. حل را f(x) = 0 معادله کافیست آنها کردن پیدا برای چیست؟ f(x) = x2 − 9

f(x) = 0 =⇒

x2 − 9 = 0 =⇒

x2 = 9 =⇒

x = ±3.

مقدار که است این دهیم انجام باید که کاری تنها است. آسان معادله این حل زیرا است آسان ریشه ها این یافتن

این 3 منفی و مثبت دوعدد هر زیرا داریم، نیاز آخر خط در ± آن به ما که باشید داشته توجه کنیم. پیدا را x

f(3) = f(−3) = 0 سریع بررسی یک است. 9 حاصل می رسانیم، 2 توان به را آنها وقتی که دارند را ویژگی

همچنین ± این کنند. می صفر را f(x) تابع خروجی که هستند ورودی هایی اینها واقع، در کند. می تأیید را

محور یک روی را ریشه دو اگر و دارد ریشه دو دوم درجه تابع این میکند. اشاره معادله این در ذاتی تقارن به

تابع یک نمودار که جایی آن از هستند. متقارن x = 0 نقطه به نسبت آنها که می بینیم بگیریم، نظر در عددی

دو درجه جمله ای چند در ریشه ها تقارن :١ شکل

که است تقارن محور یک دارای سهمی هر زیرا رسد می نظر به منطقی بسیار این است، سهمی یک دوم درجه

x = 0 خط همان یا y محور تقارن، محور f(x) = x2− 9 مورد در کند. می تقسیم آینه ای نیمه دو به را آن

را معادله ریشه های توانیم می کنیم، می رسم معمول روش به را f(x) = x2 − 9 نمودار که هنگامی است.

ببینید. را ٢ شکل هستند. فاصله یک به y محور از که ببینیم x محور روی

مانند پیچیده تر دوم درجه ی معادله یک برای

f(x) = x2 − 8x − 9

دارد. نیاز بیشتر تلاش اندکی به ریشه ها یافتن

f(x) = 0 =⇒

x2 − 8x − 9 = 0 =⇒

x2 − 8x = 9.



نوحی ف. ۵۶

y محور به نسبت ریشه ها تقارن :٢ شکل

گرفتن با نمی توانیم اما ببریم، معادله راست سمت به را 9 و داده قرار صفر با برابر را f(x) نیزمی توانیم جا این در

این نمودار اما می شود. مانع عبارت چپ سمت در دیگر x یک وجود زیرا کنیم. پیدا را x معادله طرف دو جذر

استفاده مساله مدیریت برای تقارن این از می توانیم ما و است متقارن دوم، درجه جمله ای چند هر مانند نیز تابع

f(x) = x2−8x−9 تابع بیایید ببینیم. شفاف تر را تقارن تا داریم نیاز جبری محاسبات کمی به فقط کنیم.

این کنیم. می تمرکز x(x − 8) قسمت روی اکنون کنیم. بازنویسی f(x) = x(x − 8) − 9 صورت به را

و f(0) که کند می تضمین این .x = 8 یا و x = 0 وقتی بود، خواهد صفر با برابر موقعیت دو در عبارت

محور که آنجایی از و می دهد، سهمی در متقارن نقطه دو ما به این شد. خواهد −9 ی نتیجه به منجر f(8)

تقارن که اکنون باشد. x = 4 خط باید محور این کند، تقسیم وسط از را x = 8 و x = 0 فاصله باید تقارن

محور تا می دهیم انتقال چپ سمت به واحد چهار را سهمی کنیم. استفاده آن از که است آن وقت کردیم، را پیدا

می کنیم. جایگزین x + 4 با را x هر جبری، بیان به کند. حرکت x = 0 خط به x = 4 خط از آن تقارن

.g(x) = f(x+4) دیگر عبارت به بنامیم، g را x+4 با x جایگزینی از حاصل جدید دوم درجه تابع بیایید

افتد: می اتفاقی چه کنیم می ساده را g(x) وقتی ببینیم بیایید حال

g(x) = f(x+ 4)

= (x+ 4)2 − 8(x+ 4)− 9

= x2 − 25.



۵٧ معادلات حل در آن کاربرد و تقارن

ریشه های یافتن امر این و شدند ناپدید آن دوم درجه جمله به جز x حاوی عبارت های همه مراحل این از پس

می کند. آسان را g

x2 − 25 = 0 =⇒

x2 = 25 =⇒

x = ±5.

f(x) = x2 − 8x − 9 ریشه های یافتن برای یعنی هستند، x = ±5 مقادیر g(x) ریشه های بنابراین،

و 9 همان یا 4± 5 مقادیر ،f ریشه های دهیم. انتقال راست سمت به واحد چهار را g ریشه های است کافی

می شوند. تایید f(−1) = f(9) = 0 با که هستند −1

مزاحم عبارت حذف با و لغزاندیم اندکی را آن که معنی این به تربود، سخت کمی دوم درجه معادله این حل

با کرد. خواهد کار دوم درجه تابع هر روی رویکرد این کردیم. تبدیل ساده تر دوم درجه معادله یک به را آن ، x

تقارن محور می توانیم همیشه f(x) = ax2+ bx+ c دلخواه دوم درجه جمله ای چند یک کلی شکل به توجه

کنیم: پیدا محاسبه اندکی با را آن

f(x) = ax2 + bx+ c

= x(ax + b) + c.

x = − b
a

و x = 0 بین راه نیمه در تقارن محور ،یعنی f(0) = f( − b
a
) = c که می بینیم فرم این در

x = − b
2a

خط f(x) = ax2 + bx+ c دوم درجه جمله ای چند هر تقارن محور دیگر، عبارت به است.

است: شده پنهان دو درجه معادله جواب فرمول در عبارت این رسد. می به نظر آشنا خیلی این است.

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
.

است: آسان تر آن دیدن کنیم، بازنویسی زیر شکل به را فرمول این اگر

x =
−b
2a
±
√
b2 − 4ac

2a
.

f(x) = ax2 + bx+ c ی معادله ریشه های که است متکی واقعیت این بر دوم درجه معادله جواب فرمول

آنها یافتن برای تقارن این از می توان دادیم، انجام بالا در که همانطور و هستند متقارن x = −b
2a

خط به نسبت

می شود x ضریب جمله حذف باعث کار این می دهیم. انتقال x = − b
2a

اندازه به را f(x) فقط کرد: استفاده

دوم درجه معادله فرمول به کار، این انجام با کنیم. حل را معادله راحتی به تا می دهد را امکان این ما به که

می رسیم.



نوحی ف. ۵٨

در را مشابه تاکتیک یک تا کند تشویق را ما است ممکن تقارن قدرت از استفاده با دوم درجه معادلات حل

تقارن هستند، تقارن دارای هم سه درجه جمله ای های چند که حالی در اما کنیم. امتحان سوم درجه معادلات حل

نقطه ای“ ”تقارن سه درجه نمودارهای کند. کمک f(x) = 0 مانند معادلاتی حل به که نیست نوعی از آن ها

از خطی اگر که دارد وجود سه درجه جمله ای چند تابع هر نمودار روی خاص نقطه یک که معنی این به دارند،

متقارن نقطه ای در را نمودار دوباره ادامه در باشد، کرده قطع دیگری جای در را نمودار که کند عبور نقطه آن

ریشه یافتن به اما است، تقارن از قوی نوع یک این راببینید. ٣ شکل کرد، خواهد قطع نقطه آن به نسبت

سه درجه چندجمله ای نمودار در نقطه ای تقارن :٣ شکل

خط از تابع نمودار که دارند قرار جایی در سوم درجه تابع یک ریشه های که است این آن دلیل نمی کند. کمک

سه درجه منحنی تقارن نقطه به نسبت عبور نقاط این کلی، طور به و می کند عبور x محور یعنی y = 0 افقی

در است. خم عطف نقطه همان واقع در که است منحنی تقارن نقطه رنگ سبز نقطه (۴ (شکل نیستند متقارن

منحنی تقارن نقطه به نسبت سه درجه چندجمله ای ریشه های تقارن عدم :۴ شکل

شکل ندارد، وجود تقارنی حالت این در و باشد داشته ریشه یک فقط است ممکن سوم درجه معادله یک واقع،

باشد. کننده کمک می تواند که دارد وجود ها دوم درجه با ما قبلی کار از قسمتی حال، این با کنید. ملاحظه را ۵

می آنگاه r2باشند، و r1 آن ریشه های اگر گیریم. می درنظر را f(x) = ax2 + bx + c دوم درجه تابع

بنویسیم: صورت این به f(x)را توانیم

f(x) = a(x − r1)(x − r2). (٢. ٢)



۵٩ معادلات حل در آن کاربرد و تقارن

ریشه یک با سه درجه چندجمله ای :۵ شکل

رسید. خواهیم مفیدی نتیجه به کنیم، ساده را عبارت و دهیم انجام را ضرب این وقتی

f(x) = a(x2 − xr2 − r1x + r1r2)

= a(x2 − (r1 + r2)x + r1r2)

= ax2 − a(r1 + r2)x + ar1r2.

فرمول های از یکی به مربوط این می شود. r2 و r1ریشه دو مجموع شامل x جمله ضریب چگونه که بینم می

است. Vieta

این بود. خواهد − b
a

همیشه ریشه دو مجموع ،f(x) = ax2+ bx+ c دوم درجه تابع گرفتن نظر در با

کرد: بررسی (٢. ٢) با دوم درجه معادله کلی فرم دادن قرار برابر با می توان را مساله

ax2 + bx+ c = ax2 − a(r1 + r2)x + ar1r2.

باشد. یکسان آنها متناظر جملات ضرایب که برابرند جمله ای چند دو وقتی تنها که باشیم داشته خاطر به باید

بنابراین، باشند. برابر باید معادله طرف دو در x متناظر جمله های ضرایب که معناست بدان این حالت، این در

بنویسیم: می توانیم

b = −a(r1 + r2)

یا و

r1 + r2 = − b

a
.

که است این آن و می دهد، نشان را جالب واقعیت یک 2 بر معادله این طرف دو تقسیم که کنید توجه

است: مبدأ از تقارن محور فاصله با برابر دوم درجه تابع ریشه دو میانگین

r1 + r2
2

= − b

2a
.

آنها وسط در دقیقاً عدد دو هر میانگین و باشد ریشه دو وسط در باید تقارن محور زیرا است، منطقی این

از تقارن محور دادن حرکت با سهمی انتقال بگیرید. نظر در قبل بحث درحوزه را جدید رابطه این حال است.



نوحی ف. ۶٠

باشد، 0 ریشه ها میانگین اگر اما می دهد. تغییر 0 به b
2a

نیزاز را ریشه دو میانگین x = 0 به x = − b
2a

ظاهر دوم درجه معادله در فاکتور صورت به ریشه دو مجموع طرفی از و باشد 0 باید نیز ریشه ها مجموع

می شود:

f(x) = ax2 − a(r1 + r2)x + ar1r2.

شود، 0 ریشه ها مجموع تا کنیم تبدیل نحوی به را دوم درجه جمله ای چند تابع اگر که است معنی بدان این

کنیم. حل را خود قبلی دوم درجه معادله کرد کمک ما به که است چیزی همان این و می شود ناپدید نیز x جمله

دارد. وجود سوم درجه توابع ریشه های مورد در مشابهی تقریبا نتیجه

همان می توانیم f(x) = ax3 + bx2 + cx + dسوم درجه معادله یک کلی شکل گرفتن نظر در با

r3 و ، r2 ،r1 ریشه های دارای سه درجه ی اگرمعادله کنیم. تکرار دادیم انجام دو درجه معادله با که را کاری

کنیم. تبدیل زیر شکل به را سوم درجه تابع می توانیم باشد،

f(x) = a(x − r1)(x − r2)(x − r3)

= ax3 − a(r1 + r2 + r3)x
2 + a(r1r2 + r1r3 + r2r3)x − ar1r2r3.

(٢. ٣)

متناظر ضرایب دهیم، قرار f(x) = ax3+ bx2+ cx+d یعنی معادله، کلی فرم برابر را مقدار این اگر

درجه معادله یک ریشه های مجموع برای ویتا فرمول به ریشه مجموع محاسبه برای نهایت در و باشند برابر باید

می رسیم: سه

r1 + r2 + r3 = − b

a

کنیم: تقسیم 3 بر را معادله طرف دو هر می توانیم که کنید توجه

r1 + r2 + r3
3

= − b

3a

مقدار این به را تابع اگر حال، .− b
3a

با است برابر سه درجه معادله ریشه های مینگین که می گوید ما به این

در x2 عامل نتیجه در و می کند 0 نیز را ریشه ها مجموع که شد خواهد صفر ریشه ها میانگین دهیم، انتقال

فرم نام به که می کند حاصل را چیزی g(x) = f(x − b
3a
) تبدیل خلاصه، طور به می شود. ناپدید معادله

ندارد. وجود آن در x2 عامل هیچ که است معنی این به به سادگی که می شود، شناخته یافته” “تحویل سه درجه

بود: خواهد زیر به صورت یافته تحویل سه درجه جمله ای چند

g(x) = ax3 + mx + n,

آورد. به دست سه، درجه اصلی فرم در d و c ،b ،a کمک با می توان را n و m ضرایب که

سادگی اما کند. می حل را سوم درجه معادله هر دوم درجه فرمول مانند که است سومی درجه فرمول این

سه دارای سه درجه جمله ای چند هر که کنیم می توجه ندارد. وجود اینجا در دوم درجه معادله حل هارمونی و
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استفاده و ریشه سه این از یکی یافتن با دارد. حقیقی ریشه است. حقیقی آنها از یکی حداقل که است ریشه

دست به را دیگر ریشه دو حاصلضرب و مجموع می توان معادله، اصلی شکل با آن قراردادن برابر و (٢. ٣) از

ریشه یک که را زیر فرمول جزئیات به شدن وارد بدون بود. خواهند محاسبه قابل ریشه دو این آنجا از و آورد

کنیم: می بیان دهد می دست به را سه درجه معادله

x =
3

√( −b3
27a3

+
b3

6a2
− d

2a

)
+

√( −b3
27a3

+
b3

6a2
− d

2a

)2

+
( c

3a
− b2

9a2

)3

+
3

√( −b3
27a3

+
b3

6a2
− d

2a

)
−

√( −b3
27a3

+
b3

6a2
− d

2a

)2

+
( c

3a
− b2

9a2

)3

− b

3a

شد. منتشر کاردانو توسط ١۵۴۵ سال در که است کاردانو١ فرمول به معروف فرمول این
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بیماری ها کنترل و شناخت در آن تاثیر و ریاضی مدلسازی
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ریاضی مدلسازی دارند. قرار متعددی عوامل تأثیر تحت که هستند ای پیچیده های پدیده بیماری ها چکیده.

کند کمک ما به مدلسازی واقع در است. بیماری روند بر آنها تأثیر و عوامل این مطالعه برای قدرتمند ابزاری

معمولا˗ بیماری ها ریاضی مدل های کنیم. پیدا آنها کنترل برای موثرتری های راه و بفهمیم بهتر را بیماری ها تا

می کنند. توصیف زمان طول در را بیماری به مبتلا افراد جمعیت رفتار که هستند ریاضی معادلات اساس بر

عوامل تأثیر بررسی و درمانی روش های اثربخشی ارزیابی بیماری، روند بینی پیش برای می توانند مدل ها این

مدل این است. SIR مدل بیماری ها، ریاضی مدل های ترین ساده از یکی شوند. استفاده بیماری بر مختلف

اثربخشی ارزیابی اپیدمی ها، روند بینی پیش برای و دارد عفونی بیماری های مطالعه در ای گسترده کاربردهای

می شود. استفاده بیماری روند بر انسان رفتار مانند مختلف عوامل تأثیر بررسی و واکسیناسیون

مقدمه .١

قدرتمندی ابزارهای از یکی آیند. می پیش متعددی عوامل از متاثر که هستند ای پیچیده های پدیده بیماری ها

است. ریاضی مدلسازی برد، بکار آنها شیوع و رشد عوامل و بیماری ها شناخت و مطالعه برای می توان که

دقیق تر نگاهی تا گرفته اند قرار استفاده مورد حال و گذشته همه گیری های طول در گسترده به طور ریاضی مدل های

در می شود. مهار بیماری قیمتی چه به و زمانی چه که کنند پیش بینی و باشند داشته بیماری انتشار پویایی به

2020 Mathematics Subject Classification. 34B15, 35C10
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بوده ١٩ کوید بیماری با مبارزه در مهم ابزارهای از یکی علم این که شویم متذکر دارد جا مدلسازی اهمیت باب

را تحقیقاتی شکاف های و چالش ها زمینه، این در موجود تحقیقات تجمیع با تا می کند کمک ما به و هست و

معمولا ریاضی مدلسازی دهیم. انجام اپیدمی کنترل برای را لازم اقدامات بتوانبم و کنیم شناسایی بهتر چه هر

ایجاد بیماری یک بر تأثیرگذار و مختلف عوامل بین تعاملات توصیف برای ریاضی معادلات از استفاده با

سیستم های واقع، در می گیریم. نظر در دینامیکی سیستم یک عنوان به عموما را معادلات این که می شوند

این می کنند. توصیف زمان طول در را سیستم یک رفتار که هستند ریاضی معادلات از ای مجموعه دینامیکی

های راه بررسی و بیماری بر مختلف عوامل تأثیر بیماری، روند بینی پیش برای می توانند دینامیکی سیستم های

شوند. استفاده آینده در بیماری روند بینی پیش برای می توانند ریاضی مدل های شوند. استفاده درمانی مختلف

استفاده کنترلی اقدامات و بهداشتی مراقبت های برای بهتر چه هر ریزی برنامه برای می توانند بینی ها پیش این

می توانند عوامل این شوند. استفاده بیماری بر مختلف عوامل تأثیر بررسی برای می توانند همچنین، شوند.

دینامیکی سیستم های این که اطلاعاتی تمام به توجه با سرانجام باشند. رفتاری و محیطی ژنتیکی، عوامل شامل

مداخلات این شوند. استفاده درمانی مداخلات اثربخشی ارزیابی برای می توانند می دهند، قرار اختیارمان در

باشند. کنترلی اقدامات و دارویی درمان واکسیناسیون، شامل می توانند

بیماری های رفتارهای توصیف برای که هستند ای محفظه چند مدل های ریاضی، مدل های این از یکی

اوایل از محفظه ای چند مدل های .[١٧] می روند بکار ... و کرونا مالاریا، ایدز، آبله، مانند عفونی و واگیردار

توصیف برای گسترده طور به مدل ها این کرده اند. ایفا عفونی بیماری های مدل سازی در را اصلی نقش بیستم قرن

برده بکار مدت کوتاه اپیدمی های برای مدل این معمولا می شوند. استفاده گسترش حال در اپیدمی یک فرآیند

کوتاه نسبتاً آنها زمان مدت عمر، طول با مقایسه در که هستند اپیدمی هایی مدت کوتاه اپیدمی های می شود.

منطقه یک جمعیت از توجهی قابل بخش که هستند بیماری ناگهانی شیوع شکل به معمولا˗ اپیدمی ها این است.

این است. زیاد معمولا˗ انتقال نرخ مدت، کوتاه اپیدمی های در کلی طور به می کشند. احتمالا˗ و می کنند مبتلا را

میر و مرگ یا بهبودی نرخ همچنین، می شوند. تبدیل آلوده افراد به سرعت به مستعد افراد که معناست بدان

محفظه چند مدل های می میرند. یا می یابند بهبود سرعت به آلوده افراد که معناست بدان این است. زیاد معمولا˗

در چگونه و می یابد گسترش چگونه اپیدمی که دهد نشان اپیدمی، روند بینی پیش بر علاوه SIR مدل مانند ای

می کند. فروکش نهایت

عفونی بیماری مدل ساخت .٢

مورد [٩] و [١١] توسط بار نخستین که هستند ١ SIR مدل های دسته، این مدل های ترین ساده از یکی

مجزا گروه سه به را مفروض جمعیت که است بیماری انتشار از ساده مدل یک مدل این گرفتند. قرار بررسی

Susceptible Infectious Removed١
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بیماری به آلوده افراد با تماس طریق از می توانند که بیماری به ابتلا مستعد و سالم افراد جمعیت می کند. تقسیم

می توانند افراد این که می دهند نشان ٣ I با را بیماری به آلوده افراد جمعیت دهند. می نشان ٢ S با را شوند مبتلا

معادلات با SIR مدل می دهند. نشان ۴ R با را یافته بهبود افراد جمعیت و کنند منتقل دیگران به را بیماری

می شود: توصیف زیر
dS

dt
= −βSI

dI

dt
= βSI − γI

dR

dt
= γI

(٢. ١)

این واقع، در است. بیماری از بهبودی نرخ دهنده نشان γ و بیماری انتقال نرخ دهنده نشان β معادلات این در

است. جمعیت سطح در زمان طول در عفونی بیماری های تکامل چگونگی مطالعه برای بخشی سه مدل یک

ببینید. را ١ شکل

یافته مستعد-آلوده-بهبود ای محفظه سه مدل دینامیکی سیستم :١ شکل

طریق از عفونی محفظه به مستعد افراد انتقال (i) با را جامعه در عفونت وضعیت مدل این خلاصه، طور به

توصیف حذف فرآیند طریق از یافته) بهبود چه و مرده (چه R محفظه به عفونی افراد انتقال (ii) و انتقال فرآیند

تقسیم بخش سه به مطالعه یک تحت N جمعیت کل معین، زمان یک در کردیم، اشاره قبلا که همانطور می کند.

می کند. صدق S + I +R = N تساوی در آن ها اندازه های و می شوند، داده نشان R و I ، S با که می شود

حال، این با است. نهفته زمان طول در تابع مقادیر در سیستمی، چنین به علاقه اصلی علت اوقات، اغلب

این به پاسخ برای مثال، عنوان به باشد. نداشته وجود توابعی چنین برای مناسبی تحلیلی حل راه است ممکن

حسابی ماشین به نیاز شد، خواهند مبتلا کووید- ١٩ به نفر چند آینده) زمان هر (یا ٢٠٢٠ سال پایان تا که سوال

کند. محاسبه آینده تا گذشته از را یافته بهبود و شده حذف و آلوده مستعد، موارد تجمعی تعداد بتواند که داریم

سختی به را آنها دقیق فرم و هستند غیرخطی معمولا˗ حساب ماشین این با مرتبط توابع واقعیت، در متأسفانه،

درک به (ODE) معمولی دیفرانسیل معادلات از مجموعه ای مقابل، در کرد. مشخص مستقیم طور به می توان

Susceptible٢

Infectious٣

Recovered۴
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را آنها کلیدی ویژگی های و می کند کمک عفونی) بیماری های ویژگی های (یعنی بیماری انتقال دینامیک بهتر

ممکن معمولی دینامیکی دستگاه مدل یک با بیماری نوع هر حالتی، چنین در می کند. پدیدار راحت تری به طور

چند یا یک بین رابطه که است ریاضی معادله یک معمولی، دیفرانسیل معادله زیرا باشد داشته مطابقت است

شناسی زیست و مهندسی فیزیک، در گسترده طور به معادلات این می کند. توصیف را آنها تغییر نرخ و متغیر

می شوند. استفاده پیچیده سیستم های مدلسازی برای

روش مانند عددی روش های از می توان معین، مرزی شرایط با معمولی دیفرانسیل معادلات عددی حل برای

با دیفرانسیل معادلات حل زیرا ، [١۵] و [٢] کرد، استفاده رانگ-کوتا تقریب روش یا اویلر سازی گسسته

عددی های روش باشند. غیرخطی معادلات که زمانی خصوص به باشد، دشوار می تواند معین مرزی شرایط

شوند. استفاده تقریبی طور به معادلات این حل برای می توانند

تعداد این از که بگیرید، نظر در N = 100 ثابت تعداد با فرضی جمعیت یک برای را SIR مدل .٢. ١ مثال

دستگاه در که ها، محفظه بین انتقال نداریم. ای شده حذف یا یافته بهبود هیچ و آلوده نفر ١ مستعد، نفر ٩٩

مقادیر اگر است. دیگر محفظه به محفظه یک از جمعیت حرکت دهنده نشان است، شده نوشته ٢. ١ معادلات

کردیم، اشاره قبلا که عددی های روش از یکی از استفاده با بگیریم، نظر در γ = 0.2 و β = 0.5 را پارامترها

کرد. توصیف خوبی به نمودار با ٢ شکل طبق را مختلف های محفظه های جمعیت رفتار می توان

کوتا رانگ چهارم مرتبه تقریب روش از استفاده با ای محفظه سه مدل معمولی دیفرانسیل معادله جواب :٢ شکل

عدد عنوان به R0 = β
γ

نسبت ، SIR مدل یک در γ و β پارامتر دو اساس بر بازتولید. عدد .٢. ١

یک از را ویروس مستقیم طور به که است افرادی تعداد دهنده نشان واقع در که می شود نامیده ای پایه بازتولید

و است جمعیت در بیماری یک گسترش چگونگی ارزیابی برای مهم پارامتر یک R0 می کنند. دریافت آلوده فرد

برای دارد. بستگی مستعد جمعیت و افراد بودن آلوده زمان مدت ویروس، انتقال نرخ مانند مختلفی عوامل به
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متوسط طور به سرخک به مبتلا فرد یک که معنی این به است، ١٢- ١٨ حدود سرخک ویروس برای R0 مثال،

یک که معنی این به است، ۴ حدود HIV ویروس برای R0 مقابل، در می کند. آلوده را دیگر نفر ١٨ تا ١٢

برای کلیدی ویژگی یک بازتولید عدد بنابراین، می کند. آلوده را دیگر نفر ۴ متوسط طور به HIV به مبتلا فرد

توجه با کنید. ملاحظه را [١٠] و [٨] ، [۵] ، [۴] مراجع می دهد، ارائه عفونی بیماری های مقایسه و توصیف

به بیماری آن که می رود انتظار باشد، ١ از بیشتر بیماری یک در R0 اگر که کرد ادعا می توان اطلاعات این به

از بیماری آن که می رود انتظار باشد، ١ از کمتر بیماری یک R0 اگر مقابل، در یابد. گسترش اپیدمی صورت

نفر یک از بیش متوسط طور به آلوده فرد هر که است معنی این به R0 عدد بودن ١ از بیشتر واقع در برود. بین

ایجاد اپیدمی یک و یابد گسترش جمعیت در سرعت به می تواند بیماری صورت، این در می کند. آلوده را دیگر

کمتر متوسط طور به آلوده فرد هر که است معنی این به باشد، ١ از کمتر بیماری یک در R0 اگر مقابل، در کند.

از نهایت در و یابد می گسترش جمعیت در کندی به بیماری صورت، این در می کند. آلوده را دیگر نفر یک از

می رود. بین

SIR مدل در محدودیت ها و فرض ها .٣

است مرزی شرایط مانند محدودیت ها و فرض ها برخی دارای نیز SIR مدل دیگری، ریاضی مدل هر مانند

قابل عمل در است ممکن SIR مدل آن در که می کنند تعریف را شرایطی محدودیت ها این کند. برآورده باید که

از: عبارتند کلیدی فرض های تمام باشد. استفاده

از فردی هیچ و نمی شود اضافه جمعیت به جدیدی فرد هیچ که معنی این به است، بسته جمعیت •

در ایم. گرفته نظر در N ثابت مقدار با برابر را جمعیت اینجا در ما مثلا نمی شود. خارج جمعیت

می یاشد: برقرار زیر بصورت ای محفظه سه مدل برای فرض این تکنیکی نظر از واقع

dS(t)

dt
+

dI(t)

dt
+

dR(t)

dt
= 0

در یکدیگر با تعامل درجه و احتمال زیرا می کنند، ملاقات یکدیگر با تصادفی طور به جمعیت در افراد •

توسط که است SIR دینامیکی سیستم برای همگنی از قوی فرض یک این می ماند. ثابت زمان طول

و محاسبه قابل SIR مدل که می شود باعث همگنی فرض می شود. کنترل γ و β پارامترهای همان

باشد. تحلیل

به می شود. ایجاد مصونیت واکسیناسیون) بدون (یعنی عفونت طریق از فقط مستعد، فرد یک در •

محفظه خروجی تنها عفونی محفظه است، شده داده نشان ١ شکل در که همانطور دیگر، عبارت

شود. منتقل دیگری محفظه به خطر معرض در فرد که ندارد وجود دیگری حالت هیچ و است مستعد

و می شود مصون ویروس به نسبت دوره، باقیمانده برای بیماری، از ناشی عفونت از بهبودی از پس

نمایش منظر از است. SIR مدل از دقیق تعریف یک این واقع، در و شد نخواهد مبتلا مستعد دیگر
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محفظه به یافته بهبود محفظه از ارتباطی هیچ می شود، داده نشان ١ شکل در که همانگونه گرافیکی

است. بیماری دینامیک پایانی حالت شده حذف محفظه دیگر عبارت به یا ندارد، وجود مستعد

معرض در گرفتن قرار از پس فرد که می شود موجب این و است صفر نهفته دوره دارای بیماری این •

بیماری های از بسیاری مانند است. SEIR مدل از SIR مدل کلیدی تمایز یک این شود. مبتلا بیماری،

پیچیدگی بر موضوع این که [١٢] شده گزارش ٧ تا ۴ بین نهفتگی دوره میانگین کووید- ١٩ در عفونی،

مراحل در ١٩ کوید ناقلین که اند داده نشان مطالعات از برخی می افزاید. عفونی بیماری های مدلسازی

. [٧] و [۶] می شوند، دیگران به بیماری سرایت موجب بالینی، علائم بروز از قبل بیماری اولیه

عفونت که می شود فرض اند، شده گرفته نظر در ثابت γ و β پارامترهای SIR مدل در که آنجایی از •

SIR مدل مهم محدودیت یک این می یابد. تکامل خارجی مداخله بدون محیط های در زمینه ای

برای را مختلفی دارویی غیر کنترل اقدامات کشورها از بسیاری است. متفاوت واقعیت با زیرا است

مدل واقعی غیر فرض این اصلاح برای هایی حل راه علاوه به و اند داده انجام ١٩ کوید شیوع کاهش

است. شده پیشنهاد ١٩ کوید های داده تحلیل و تجزیه در SIR

آلوده، افراد تعداد جمله از مواردی تعداد که طوری به است بزرگ کافی اندازه به N جمعیت اندازه •

را SIR مدل در پارامترها ترتیب این به دارد، بر در را یافته بهبود موارد تعداد و میرها و مرگ تعداد

محسوب مدل برای فرض یک این تکنیکی، نظر از زد. تخمین بالا دقت با پایدار طور به می توان

برای نهایت در مدل این که آنجایی از بنابراین است. آماری جامعه اندازه برای شرطی بلکه نمی شود،

تعریف اعتماد قابل های داده با مناسب مدل یک که است لازم شد، خواهد استفاده ریسک بینی پیش

کند. ارزیابی نیز را بینی پیش قطعیت عدم کافی اندازه به ، بینی پیش بر علاوه تا کنیم

SIR مدل ویژگی های .۴

ویژگی های از فهرستی می شوند، مدلسازی SIR مدل توسط که عفونی بیماری های مکانیسم بهتر درک برای

مدل در آماری روش های و مدل ها ساختن برای را مفیدی دستورالعمل های که می کنیم ارائه مدل این تحلیلی

می کند. ارائه SIR

مهمتر می باشد. صحیح عددی مدل این در R(t) و I(t) ، S(t) محفظه هر اندازه دقیق، بیان به •

تعریف زمان در پیوسته صورت به SIR مدل توسط شده تعریف دینامیکی سیستم اینکه با آن، از

این می شوند. گزارش گسسته زمانی فواصل در و گسسته زمانی نقاط در موجود های داده می شود،

توصیف زمان در پیوسته صورت به را بیماری انتشار دینامیک SIR مدل اگرچه که معناست بدان

یافته) بهبود افراد تعداد یا روز در جدید موارد تعداد (مانند بیماری مورد در نظارتی های داده می کند،

داده و مدل بین اختلاف این می شوند. گزارش مشخص زمانی فواصل در و مشخص زمانی نقاط در

اگر مثال، برای شود. گرفته نظر در ها داده تحلیل و تجزیه برای SIR مدل از استفاده هنگام باید ها

را ها داده باید کنیم، استفاده آینده در بیماری یک شیوع روند بینی پیش برای SIR مدل از بخواهیم
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مانند هایی روش از استفاده با می توان را کار این باشند. سازگار مدل با که کنیم اصلاح ای گونه به

مدل های از استفاده هنگام که است مهم موضوع یک این بنابراین، داد. انجام تخمین یا کردن فیلتر

کمک ما به کار این بگیریم. نظر در را داده و مدل بین اختلاف عفونی، بیماری های برای ریاضی

کنیم. استفاده مؤثرتری و تر دقیق طور به مدل ها از تا می کند

یک هر در جمعیت مقادیر یعنی نیست، احتمالی مولفه هیچ شامل و است قطعی مدل یک SIR مدل •

می شوند. تعیین اولیه شرایط و مدل پارامترهای توسط دقیق طور به مشخص زمان هر در گروه ها از

این است. همراه قطعیت عدم با گروهی هر در جمعیت مقادیر واقعی، دنیای در که است حالی در این

انسان رفتار در تغییرات اندازه گیری، خطاهای مانند مختلفی عوامل از ناشی می تواند قطعیت عدم

ویژگی دو تصادفی فرآیند یک و دینامیکی سیستم یک که است توجه قابل باشند. محیطی عوامل و

نیست، تصادفی لزوماً ( SIR مدل مثال عنوان (به دینامیکی سیستم یک هستند. متفاوت ریاضی

است، شده داده نشان ٢ شکل در که همانطور نیست. پویا لزوماً تصادفی سیستم یک که حالی در

تصادفی نوسانات بدون و زمان متغیر توابع ، R(t) و I(t) ، S(t) محفظه های از کدام هر اندازه

بنابراین، شوند. می تعیین SIR مدل اولیه شرایط و مدل پارامترهای توسط کامل طور به که هستند

بر نیز تحلیل و تجزیه و است همراه تصادفی خطاهای و قطعیت عدم با داده ها جمع آوری که زمانی

می شود. محسوب SIR مدل برای محدودیت یک این گیرد، می صورت داده ها همین اساس

به ، S(t) یعنی سیستم) ورودی (در خطر معرض در افراد تعداد که داد نشان می توان راحتی به •

طور به R(t) یعنی سیستم) خروجی (در شده حذف موارد تعداد و است افزایشی غیر یکنواخت طور

افرادی کل تعداد رو، این از است. مشهود کاملا ٢ شکل در واقعیت این است. کاهشی غیر یکنواخت

یکنواخت طور به و بوده N − S(t) = I(t) +R(t) با برابر اند گرفته قرار ویروس معرض در که

و خطر معرض در گروه دو بین اختلاف یا شده، مبتلا افراد تعداد یعنی I(t) می باشد. کاهشی غیر

را سیری خط چنین خوبی به ٢ شکل نمودار باشد. کاهشی یا افزایشی می تواند یافتگان، بهبود دسته

پاندمی در مهم عطف نقطه دو عنوان به I(t) صفر به کاهش زمان و رسیدن اوج به زمان آن در که

می دهد. نشان می باشند،

با رفت. خواهد بین از نهایت در بیماری که است معنی این به I(∞) = 0 که داد نشان می توان •

فرضیات نقض شد. ذکر قبلا که است مفروضاتی به مشروط صفر به کاهش ویژگی این حال، این

قبلی استدلال در شده بیان S(t) یکنواختی زیرا می شود بیماری تداوم باعث زیاد احتمال به مذکور،

طولانی در آن در مصونیت که است فصلی آنفولانزای بیماری هایی چنین بارز نمونه نیست. معتبر دیگر

نیست. میسر وجه هیچ به مدت

مقادیر به فقط بیماری پیشرفت معین، زمان هر در یعنی است. بازگشتی ویژگی دارای SIR مدل •

افراد تعداد بینی پیش برای مثال، عنوان به گذشته. از دیگر اطلاعات به نه و دارد بستگی آنها فعلی
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نیازی داریم. نیاز SIR مدل پارامترهای و جاری روز در آلوده افراد تعداد به فقط آینده، روز در آلوده

مارکوف ویژگی با نباید بازگشتی ویژگی این نیست. گذشته روزهای در آلوده افراد تعداد دانستن به

شود. گرفته اشتباه است، شده استفاده شرطی احتمال قانون تحت تصادفی فرآیندهای در منحصراً که

حالت به فقط سیستم یک آینده حالت که است معنی این به تصادفی فرآیندهای در مارکوف خاصیت

انداختن، سکه مارکوف فرآیند یک در مثال، عنوان به آن. گذشته حالات به نه و دارد بستگی آن فعلی

گذشته های پرتاب نتایج به نه و دارد بستگی سکه فعلی پرتاب نتیجه به فقط سکه بعدی پرتاب نتیجه

اگر که معنی این به نیست. دخیل بازگشتی عملیات در احتمالی قانون هیچ SIR، مدل در سکه.

با بیماری پیشرفت بدانیم، را SIR مدل پارامترهای و گروه سه از یک هر در جمعیت اولیه مقادیر

تصادفی، فرآیند یک و دینامیکی سیستم یک بین مفهومی تمایز است. بینی پیش قابل کامل قطعیت

در تغییر معنای به دینامیک می کند. کمک مارکوف فرآیندهای و SIR مدل بین تفاوت های درک به

SIR مدل است. بودن بینی پیش غیرقابل معنای به بودن تصادفی که حالی در است، زمان طول

نیست. تصادفی مدل یک اما است، دینامیکی مدل یک

SIR مدل از توسیعی .۵

گسترش مهار یا کاهش برای ها دولت توسط مختلفی کنترلی اقدامات معمولا˗ گیر، همه بیماری یک طول در

طول در بازیابی، و انتقال نرخ دو هر که است این خارجی مداخلات این مستقیم تأثیر می شود. انجام بیماری

سیاست های مختلف فعالیت های دادن تطبیق ، SIR مدل از مهم تعمیم یک بنابراین، نیستند. ثابت زمان

شهری قرنطینه و ماسک اجباری پوشیدن نقل، و حمل کردن محدود اجتماعی، گذاری فاصله جمله از کاهش،

تغییر حال در زمان طول در کاهش های سیاست شد، مشاهده ١٩ کوید مداوم گیری همه در که همانطور است.

کاهش را ویروس به ابتلا میزان جمعیت، در مبتلا افراد جداسازی و مستعد افراد جابجایی کردن محدود هستند.

در بهتر دانش آوردن دست به حال، عین در می شود. β(t) یعنی بیماری انتقال نرخ کاهش به منجر و می دهد

یک طول در را γ نرخ یعنی بهبودی میزان است ممکن پزشکی منابع بهبود و علائم مدیریتی خود و درمان مورد

این مهم گسترش به منجر SIR مدل یک در زمان با متغیر پارامترهای گنجاندن بنابریان دهد. افزایش اپیدمی

می شود. مدل

یک β(t) دهید اجازه که است این یکی است. تعریف قابل صورت دو به عمدتا β(t) پارامتر ماهیت

دو هر در که ،[١۶] و [١۴] باشد پارامتری غیر تابع یک یا و نزولی) نمایی تابع (مثلا˹ باشد پارامتری تابع

پارامتری تابع از استفاده برای مفید های ویژگی از یکی شوند. زده تخمین موجود های داده است ممکن نوع

برای می تواند ویژگی این واقع در کنیم. صحبت انتقال نرخ در بودن فصلی از می خواهیم که است زمانی β

تنفسی عفونی بیماری های مثال، عنوان به باشد. مفید دارند، فصلی رفتارهای که عفونی بیماری های مدلسازی

می یابند. گسترش سرعت بیشترین با زمستان های ماه از برخی در ،١٩ کوید مانند ها ویروس از برخی از ناشی

زنده به می تواند که است زمستان در بیشتر رطوبت و تر پایین دمای جمله از مختلفی عوامل دلیل به امر این
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مدل های به می تواند می شود، گنجانده انتقال نرخ در بودن فصلی که هنگامی کند. کمک ویروس تکثیر و ماندن

بینی پیش برای می تواند امر این کنند. سازی شبیه بهتر را بیماری واقعی رفتار تا کند کمک عفونی بیماری

می تواند سینوسی تابع یک نمونه، عنوان به باشد. مفید کنترلی اقدامات برای ریزی برنامه و بیماری شیوع

یک با سال طول در انتقال نرخ حالت، این در شود. استفاده انتقال نرخ در فصلی تغییرات مدلسازی برای

بلندمدت پیش بینی مدل، در فصلی تناوب چنین گرفتن نظر در . [١٣] و [١] می کند، نوسان مشخص دوره

از تدریج به ١٩ کوید گیری همه بینی پیش به عمومی توجه که آنجایی از می کند. ایجاد اپیدمی یک از بهتری

یک نویسنده [٣] در می کند. پیدا بیشتری اهمیت بودن فصلی به توجه می کند، تغییر بلندمدت به مدت کوتاه

به سال یک طول در β انتقال نرخ کنیم فرض که است این آن و است ارائه بودن فصلی معرفی برای ساده راه

شود: معرفی زیر صورت

β(t) = β0{1 + σ cos(
2π(t− ε)

365
)}, t = 1, . . . , 365,

پایه SIR مدل به σ = 0 با که است بودن فصلی درجه σ ∈ [0, 1] و برخورد نرخ متوسط β0 اینجا در که

ذکر به لازم . t = ε که افتد می اتفاق زمانی انتقال اوج نتیجه در و ε ∈ [0, 365) علاوه، به می شود. تبدیل

شوند. استفاده فصلی مدلسازی برای می توانند نیز آنها ترکیب یا تناوبی توابع سایر که است

حیاتی دینامیک با SIR مدل .۶

که است کننده محدود حال عین در ولی کننده ساده فرض یک SIR مدل در ثابت جمعیت اندازه فرض

گروه سه از یک هر در افراد تعداد که است معنی این به فرض این می گیرد. قرار استفاده مورد گسترده ای به طور

ثابت همیشه جمعیت اندازه واقعیت، در می ماند. ثابت زمان طول در یافته) بهبود و آلوده، (مستعد، جمعیتی

افراد است ممکن اپیدمی، یک طول در این، بر علاوه می میرند. و می شوند متولد طبیعی طور به افراد نیست.

اندازه فرض اگرچه شوند. حذف جمعیت از بیماری، از ناشی مرگ یا مهاجرت مانند مختلفی عوامل دلیل به

زمان، طول در اپیدمی رفتار دقیق توصیف برای اما باشد مفید اپیدمی ها از اولیه درک در می تواند ثابت جمعیت

تغییرات طولانی مدت، اپیدمی یک در حال هر به زیرا گرفت. نظر در هم را طبیعی مرگ و تولد دینامیک باید

اپیدمی بالا، تولد نرخ با جامعه یک در مثال، عنوان به بگذارد. تأثیر اپیدمی روند بر می تواند جمعیت اندازه در

دارد وجود شدن آلوده برای بیشتری افراد تعداد که است دلیل این به این یابد. گسترش سریع تر است ممکن

که است دلیل این به این کند. فروکش سریع تر است ممکن اپیدمی بالا، میر و مرگ نرخ با جامعه یک در ولی

کنندگان مهاجرت آمار جامعه یک در اگر علاوه به دارند. وجود بیماری گسترش و شدن آلوده برای کمتری افراد

SIR مدل در جمعیت دینامیک گنجاندن بنابراین شود. منتقل جدید مناطق به است ممکن اپیدمی باشد، بالا

این به توجه با دهیم. ارائه دقیق تری پیش بینی های و کنیم درک بهتر را اپیدمی ها تا کند کمک ما به می تواند

جمعیت اندازه بنابراین باشد. طبیعی مرگ نرخ ν و طبیعی تولد نرخ µ که کنیم می فرض ابتدا در ما توضیحات

سه مورد، این در کرد. خواهد تغییر dN(t)
dt

= µN(t) − νN(t) معمولی دیفرانسیل معادله یک صورت به
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را SIR پایه مدل نتیجه در دهد. می رخ محفظه یک در کدام هر که دارد وجود طبیعی های مرگ برای خروجی

داد: توسیع زیر شرح به می توان

dS(t)

dt
= µN(t)− β

S(t)I(t)

N(t)
− νS(t)

dI(t)

dt
= β

S(t)I(t)

N(t)
− γI(t)− νI(t)

dR

dt
= γI(t)− νR(t),

(١ .۶)

آوریم می بدست و S(t) + I(t) +R(t) = N(t) اینجا در که کنید توجه

dS(t)

dt
+

dI(t)

dt
+

dR

dt
= µN(t)− νN(t) =

dN(t)

dt
.
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