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دانشگاهی  با هدف عمومی سازی ریاضیات، کمک به آشنایی جامعه به طور عام و جامعه    مجله به سوی علوم ریاضی

های مختلف و کاربردهای ریاضی، آمار، و کامپیوتر و ارتباط آنها با سایر علوم در قالب چاپ  به طور خاص با جنبه 

 .باشد ترویجی مرتبط می -مقالات علمی

های ریاضی محض، ریاضی کاربردی، آمار و احتمال، علوم کامپیوتر، آموزش ریاضی،  مقالات در زمینه   این مجله

فه ریاضی، کاربردهای ریاضی، آمار و علوم کامپیوتر در سایر علوم، و نقدهای علمی را برای بررسی  تاریخ و فلس

 .گیردپذیرد. همچنین ترجمه مقالاتی در موضوعات گفته شده نیز با شرایط خاص مورد بررسی قرار می می 

ای ریاضی در سطح کارشناسی یا  ای نوشته شوند که قابل فهم برای افرادی با اطلاعات پایه مقالات باید به گونه 

 دانشجویان تحصیلات تکمیلی باشند.

ارسال مقاله به این مجله به این معنی است که کلیه نویسندگان مقاله از این ارسال آگاه بوده، اصالت محتوای   

  مقاله  تند کهاند و به علاوه متعهد هسبه سوی علوم ریاضی موافق بوده  یعلمی آن را تأیید و با ارسال آن به مجله 

طور همزمان در مراحل بررسی و یا چاپ در هیچ نشریه دیگری نیست. با ارسال مقاله به  ارسالی به این مجله به 

اند و کلیه  این مجله، همه نویسندگان متعهد می شوند که حقوق مالکیت فکری و اخلاق پژوهشی را رعایت نموده 

 .اند ... را به ناشر واگذار کرده حقوق استفاده از محتوا، جداول، تصاویر و 

پذیر است.  همچنین  و به صورت الکترونیک امکان  https://tmsj.um.ac.irارسال مقاله تنها از طریق لینک  

 .در این لینک قابل مشاهده است فایل فشرده فرمت مجلهنویسندگان و  راهنمای 
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Abstract. In the present article, we examine continuous phases using an-
alytical structures. Based on our analysis of the concepts of continuity and
differentiability in the continuous phase, we study the behavior of systems and
their applications. Mathematical analysis structures such as continuity, se-
quences, differentiability, uniformly continuous sequences of functions, and so
forth, are not only extensively used in the examination and analysis of the prop-
erties of phase function structures, but they also have led to the development
of new perspectives in the theory of classical phase models. We demonstrate
how differentiable phases introduce systems. Additionally, we study uniformly
continuous phases and trace the behavior of systems by examining the behavior
of sequences of other systems.
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ریاضی آنالیز در فازی ساختارهای پیرامون

کیا3 شهیدی علی و کیا3، یوسفی امید صنعتی2، بخش گنج علی شهامت∗1، منوچهر

ایران دزفول، دزفول، واحد اسلامی آزاد دانشگاه ریاضی، گروه 1,3,4

1m.shahamat@iaud.ac.ir
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ایران قوچان، قوچان، صنعتی دانشگاه ریاضی، گروه 2

a.ganjbakhsh@qiet.ac.ir

تحليلی به توجه با می پردازیم. آنالیزی ساختارهای به کمک پيوسته فازهای بررسی به حاضر مقاله در چکیده.

می کنیم. بررسی را آن ها کاربرد و سیستم ها رفتار داريم، پيوسته فاز در مشتق پذیری و پيوستگی مفهوم از که

پیوسته یکنواخت به طور توابع دنباله مشتق پذیری، دنباله، پیوستگی، مانند رياضی آناليز مباحث ساختارهای

وجود به باعث بلکه دارد، فراوانی کاربردهای فاز توابع ساختارهای خواص تحليل و بررسی در نه تنها غیره و

چگونه مشتق پذیر فازهای می دهیم نشان است. شده نيز کلاسيک فاز مدل نظريه در جديدی نگرش های آمدن

را سیستم ها رفتار و می کنیم مطالعه را پیوسته یکنواخت به طور فازهای همچنین می کنند. معرفی را سیستم ها

می کنیم. پیگیری دیگر سیستم های از دنباله ای رفتار بررسی با

2010 Mathematics Subject Classification. 37B10.

مشتق پذیر. پیوسته، فاز، کلیدی. واژگان
۱۴۰۲/۷/۵ برخط انتشار ۱۴۰۳/۳/۸ پذیرش ۱۴۰۳/۲/۲۱ بازنگری ۱۴۰۲/۷/۱ دریافت تاریخ:
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۳ ریاضی آنالیز در فازی ساختارهای پیرامون

پیش گفتار .۱

کارایی نیز مدل سازی ها این درنتیجه نیستند. دقیق غالباً واقعی، دنیای پدیده های ریاضی مدل سازی فرآیند

ندارند. را واقعی دنیای مسائل راه حل برای لازم

ریاضیات ناتوانی به لطفی زاده شد. معرفی لطفی زاده۲ توسط ۱۹۶۵ سال در بار اولین برای فازی۱ سیستم

.[۴] کرد برنامه ریزی را فازی نظریه منظور بدین و کرد اشاره نادقیق مسائل به برخورد در کلاسیک

آن توسط که است طراحی شده فازی سیستم یک کنید فرض کلاسیک، منطق و فازی منطق مقایسه برای

نیز کلاسیک منطق یا دیجیتال سیستم یک اساس بر مقابل در کرد. مشخص را افراد امانت داری میزان می توان

کنید. توجه سیستم دو این از حاصل نتایج تفاوت و ۱ شکل به می شود. تعیین و اندازه گیری افراد امانت داری

کلاسیک منطق در درحالی که داد نظر به طورقطع فازی منطق در امانت داری مورد در نمی توان که است مشخص

است. امکان پذیر به راحتی این کار

ماشین های کرد. اشاره لباس شستشوی ماشین های در فازی منطق کاربرد به می توان دیگر مثالی به عنوان

را دما تغییرات مداوم به طور که دارند حس گرهایی آن ها می کنند. استفاده فازی منطق از مدرن لباس شویی

منطق دارند. خوبی عملکرد سیستم ها این می کنند. تنظیم را عملیات و کنترل ها اساس این بر می کنند. ردیابی

می کند. کنترل را آبکشی عملکرد و آب مصرف شستشو، زمان چرخش، سرعت آب، دمای شستشو، فرآیند فازی

فازی منطق نمی توان که است مشخص .[۵] هستند ناتوان موارد بعضی در نیز فازی سیستم های بااین وجود

فازی منطق از نباید مواقعی چه در بدانیم که است مهم بنابراین دانست؛ مسائل همه برای جامع راه حلی را

صورت فازی منطق مبنای بر تصمیم سازی فرآیند تعیین شده، پیش از قوانین مبنای بر ازآنجایی که کرد. استفاده

طرفی از نباشند. قابل قبول اصلا نتایج است ممکن باشند، اشکال یا نقص دچار قوانین این اگر می گیرد،

معرفی به زیر در دارد. زمان بر و متعدد آزمایش های به احتیاج رایج سخت افزارهای در فازی منطق پیاده سازی

نشوند: استفاده فازی منطق از است بهتر که می پردازیم زمینه هایی

نیست. کارساز فازی منطق می شود، استفاده پنج گانه حواس از که زمانی (۱)

که نیست احتیاجی پس می کنند، کار به خوبی فازی منطق بدون تصمیم گیری و کنترل روش های اگر (۲)

کنیم. تبدیل فازی منطق به را آن ها

دارند. گسترده تأیید و اعتبارسنجی به نیاز فازی الگوریتم های (۳)

هستند. وابسته انسان دانش و تخصص به فازی کنترل سیستم های (۴)

پيوسته فاز به کلاسيک، فاز نتايج از بسياری است. نامتناهی دامنه با کلاسيک فاز از تعميمی پيوسته فاز

کرد. استفاده دقیق جملات از نیست لازم مواقع بعضی اما دارد وجود ابهام واقعی دنیای در داده شده اند. تعميم

مشخص آن مفهوم اما نیست، دقیق که باوجودی جمله این بگیرید. نظر در را است.» گرم «هوا جمله مثال برای

1Fuzzy System
2Lotfizadeh



کیا شهیدی ع. و کیا، یوسفی ا. صنعتی، بخش گنج ع. شهامت، م. ۴

کلاسیک. و فازی ریاضی مقایسه :۱ شکل

می کردیم، استفاده است.» درجه ۳۰ هوا «دمای دقیق ازجمله منظورمان رساندن برای اگر درصورتی که است

از بود قرار زیرا شد آشکارتر کنترل سیستم های برای ضعف این بیستم قرن اواسط در داشت. کمتری کارایی

«مبهم» واژه های به می توان جمله آن از که دارد مختلفی معانی فازی واژه شود. استفاده انسان به جای ماشین

دارد را زیاد» و متوسط «کم، مانند روزمره کمیت های مدل سازی امکان فازی نظریه در کرد. اشاره «گنگ» و

مدل بین فاصله است ممکن که هراندازه می کند سعی فازی نظریه نیستند. قابل بیان کلاسیک ریاضیات در که

آن ها از و تعریف را زیاد و متوسط کم، مانند مبهمی مفاهیم می توان فازی سیستم در کند. کمتر را واقعیت و

آنالیز از مقدماتی ،۳ بخش در می پردازیم. فازی توابع مقدمات بررسی به ،۲ بخش در کرد. استفاده به خوبی

کرده بیان را مشتق پذیر فازهای مفهوم ،۴ بخش در می شویم. پیوسته فازهای مبحث وارد و کرده بیان را ریاضی

می کنیم. بررسی شهودی ازنظر را فازی توابع و

قضایا و تعاریف اولیه، مفاهیم .۲

است متعلق مجموعه به یا عضو یک می دهد. رخ حالت دو فقط عضو یک برای کلاسیک مجموعه های در

به صورت که 10 از بزرگ تر طبیعی اعداد مانند است؛ مشخص مرز مجموعه ها این در زیرا نیست، متعلق یا

چنانچه اما است؛ خوش تعریف و دقیق 10 از بزرگ تر طبیعی اعداد می شود. داده نشان {x ∈ N : x > 10}

در است. غیردقیق و مبهم مفهوم یک بزرگ خیلی عبارت آنگاه ده» از بزرگ تر خیلی طبیعی «اعداد شود گفته

1234 عدد تعلق و دارد تعلق مجموعه به کمی 16 عدد اما ندارد تعلق مجموعه به اصلا 9 عدد مثال برای اینجا



۵ ریاضی آنالیز در فازی ساختارهای پیرامون

µ اگر داد. نسبت را عددی عنصر، یک عضویت میزان به می توان است. 16 عدد تعلق از بیشتر مجموعه به

آنگاه شود، گرفته نظر در A کلاسیک مجموعه از عضوی تعلق میزان به عنوان

µ(x) =

 1, x ∈ A,

0, x ̸∈ A.

آنگاه بگیریم، نظر در Ã فازی مجموعه برای تعلق میزان به عنوان را µ چنانچه اما

µ(x) =

 0 < µ(x) ≤ 1, x ∈ Ã,

0, x ̸∈ Ã.

بیشتر بشر فکر طرز با و دارد هموار نموداری که می شود مشخص آن عضویت تابع طریق از فازی مجموعه یک

فکر طرز نمی تواند و بوده 1 و 0 پله ای کلاسیک مجموعه یک عضویت تابع منحنی درصورتی که است. تطابق در

باشد. مشخص عضویت میزان و عضوها باید فازی مجموعه های در نماید. مشخص را فرد دقیق

است عبارت X روی تعریف شده Ã فازی مجموعه باشد. مرجع۳ مجموعه X کنیم فرض .([۲]) ۱ .۲ تعریف

عضویت میزان و هست [0, 1] به X از عضویت تابع µA آن در که ،µA(x) عضویت میزان و X اعضای از

درواقع می کند. مشخص را A عناصر

Ã = {(x, µA(x)) : µA : X → [0, 1]}.

گسسته۴ مرجع مجموعه درصورتی که می شوند. نوشته مرتب زوج به صورت فازی مجموعه های کلی حالت در

می شود. نوشته پرانتز یک در آن عضویت میزان و عضو هر آنگاه باشد،

علت همین به می کنیم. استفاده µA(x) نماد به جای Ã(x) نماد از سهولت برای مقاله این در .۲ .۲ یادآوری

کرد. استفاده می توان نیز فاز تابع از فاز مجموعه به جای

اعداد برای فازی مجموعه یک آنگاه بگیریم، نظر در {3, 4, 5, 6, 9, 10} را مرجع مجموعه اگر .۳ .۲ مثال

است: زیر به صورت 3 از بزرگ تر

{(3, 0), (4, 0.1), (5, 0.4), (6, 0.6), (9, 0.9), (10, 1)}.

نوشته تابع یک به صورت آن عضویت تابع و فازی مجموعه آنگاه باشد، پیوسته۵ مرجع مجموعه درصورتی که

می شوند.

3Reference Set
4Discrete
5Continuous
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.۴ به نزدیک عدد برای فاز توابع :۲ شکل

اعداد برای فازی مجموعه یک آنگاه بگیریم، نظر در نامنفی حقیقی اعداد را مرجع مجموعه اگر .۴ .۲ مثال

می شود: پیشنهاد زیر به صورت صفر به نزدیک طبیعی

{(x, e−x) : x > 0}.

داده نشان supp(Ã) نماد با را Ã تکیه گاه باشد. E از فازی مجموعه یک Ã کنیم فرض .([۳]) ۵ .۲ تعریف

می شود: تعریف زیر به صورت و

supp(Ã) = {e ∈ E : Ã(e) > 0}.

،۴ .۲ مثال برای و supp(Ã) = {4, 5, 6, 9, 10} داریم ۳ .۲ مثال در نمونه برای

supp(Ã) = (0,∞).

برای فازی تابع دو نمایش ۲ شکل نیستند. یکتا مرجع، مجموعه یک بر تعریف شده فازی توابع که است واضح

است. 4 به نزدیک اعداد

که باشد داشته وجود e مانند E از عضوی هرگاه گوییم، نرمال۶ را E از Ã فازی مجموعه .([۶]) ۶ .۲ تعریف

.Ã(e) = 1

قطعی۷ عضویت همیشه نرمال فازهای در نیست. چنین ۴ .۲ مثال برای اما است نرمال ۳ .۲ مثال فازی تابع

ببینید. را ۳ شکل نرمال، فازهای نمودار دیدن برای دارند. وجود

6Normal
7Certainty
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نرمال. فاز :۳ شکل

α‑برش. :۴ شکل

و می دهند نشان Ãα نماد با را Ã α‑برش مجموعه باشد. حقیقی عددی α کنید فرض .([۷]) ۷ .۲ تعریف

می شود: تعریف زیر به صورت

Ãα = {e ∈ E : Ã(e) > α}.

ببینید. را ۴ شکل نباشد. فاز تابع است ممکن پس نکند، اثر E عناصر همه روی Ãα است ممکن چون

هر و e1, e2 ∈ E عضو دو هر ازای به هرگاه گوییم، محدب۸ را E از Ã فازی مجموعه .۸ .۲ تعریف

باشیم داشته t ∈ [0, 1]

Ã(te1 + (1− t)e2) ≤ min{Ã(e1), Ã(e2)}.

نمودار نقطه دو هر اگر آنگاه باشد، محدب فازی تابع چنانچه هستند. محدب ۴ .۲ و ۳ .۲ مثال های دو هر

دارای نباید به عبارت دیگر گیرد. قرار نقطه دو آن از گذرا خط زیر مینیمم نقطه بایستی کنیم، وصل هم به را آن

8Convex
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نامحدب. و محدب فاز :۵ شکل

می دهد. رخ بازه انتهای یا ابتدا در تنها نیز آن که باشد مطلق مینیمم دارای می تواند تنها و باشد نسبی مینیمم

اگر همچنین هستند. برآمدگی یک دارای حداکثر و باشند داشته فرورفتگی نمی توانند محدب فاز توابع نمودار

گنبدی ساختار با محدب فازی سیستم های باشند. نزولی هم دامنه کل در بایستی باشند، نزولی بازه ای در

این لذا است، پایین سمت به آن ها تقعر ازآنجاکه دارند. نرمال سیستم سمت به حرکت به تمایل دارند که شکلی

است امکان پذیر سیستم ها دیگر برخلاف سیستم هایی چنین رفتار پیش بینی می دهد. رخ به کندی سیستم تمایل

داده شده اند. ۵ شکل در نامحدب و محدب فازهای نمودار است. قابل دسترسی آن ها اطلاعات درنتیجه و

را Ãn فازهای اشتراک و اجتماع باشند. E مجموعه بر تعریف شده فازهای از دنباله ای {Ãn} کنیم فرض

می کنیم: تعریف زیر به صورت

⋃
n≥1

Ãn(e) = max{Ãn(e) : n ∈ N}.

⋂
n≥1

Ãn(e) = min{Ãn(e) : n ∈ N}.

عضویت بیشترین همیشه اجتماع فاز ازآنجاکه هستند. فاز توابع فازها، اشتراک و اجتماع که است واضح

می شوند. نامیده کمینه و بیشینه فاز ترتیب به را آن ها پس می دهد، نشان را عضویت کمترین اشتراک فاز و

معرفی دنبال کمینه فاز درصورتی که کند معرفی را قطعیت یا رضایتمندی بیشترین تا می کند تلاش بیشینه فاز

می دهند. نشان متناهی حالت در را کمینه و بیشینه فازهای ترتیب به ۷ و ۶ شکل های است. قطعیت کمترین

تکیه گاه بین روابط همچنین کمینه و بیشینه فازهای با فازها بودن نرمال بین روابط به بعدی قضیه ی در حال

می پردازیم. آن ها

صورت، این در باشند. E مجموعه بر تعریف شده فازهای از دنباله ای {Ãn} کنیم فرض .۹ .۲ قضیه

باشد. نرمال آن ها بیشینه فاز اگر تنها و اگر است نرمال {Ãn} فازهای از یکی دست کم (۱)

هستند. نرمال {Ãn} فازهای آنگاه باشد، نرمال کمینه فاز اگر (۲)
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بیشینه. فاز :۶ شکل

کمینه. فاز :۷ شکل

که دارد وجود e0 ∈ E یعنی باشد. نرمال {Ãi} فاز ،i ∈ N ازای به کنیم فرض نخست (۱) اثبات.

پس .Ãi(e0) = 1

max{Ãn(e) : n ∈ N} = 1.

کنیم فرض بالعکس، است. نرمال
⋃

n≥1 Ãn(e) بنابراین .
⋃

n≥1 Ãn(e0) = 1 درنتیجه

که دارد وجود e0 ∈ E پس باشد. نرمال
⋃

n≥1 Ãn(e)⋃
n≥1

Ãn(e0) = 1.

است. نرمال Ãi درنتیجه Ãi(e0) = 1 که دارد وجود i ∈ N پس

که دارد وجود e0 ∈ E پس باشد. نرمال کمینه فاز کنیم فرض (۲)⋂
n≥1

Ãn(e0) = 1.

درنتیجه

min{Ãn(e) : n ∈ N}.

است. نرمال Ãn درنتیجه .Ãi(e0) = 1 داریم n ∈ N هر ازای به پس

□
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نباشد. برقرار است ممکن ۹ .۲ قضیه ی از (۲) قسمت عکس که می دهد نشان بعد مثال

هستند: نرمال زیر به صورت Ã2 و Ã1 فازهای .۱۰ .۲ مثال

Ã1 := {(x, 1), (y, 0.5}, Ã2 := {(x, 0.5), (y, 1)}.

که است واضح اما

Ã1 ∩ Ã2 = {(x, 0.5), (y, 05)}

نیست. نرمال

صورت: این  در باشند. E فضای بر تعریف شده فازهای از دنباله ای {Ãn} کنیم فرض .۱۱ .۲ قضیه

supp
(⋃

n≥1 Ãn

)
=
⋃
{supp(Ãn) : n ∈ N} (۱)

supp
(⋂

n≥1 Ãn

)
=
⋂
{supp(Ãn) : n ∈ N} (۲)

□ است. بدیهی اثبات کمینه، و بیشینه فاز تعریف به توجه با اثبات.

افراد برای را Ã2 و Ã1 فازی توابع آنگاه بگیریم، درنظر مثبت حقیقی اعداد را مرجع مجموعه اگر .۱۲ .۲ مثال

می کنیم: تعریف زیر بصورت بلند قد

Ã1(x) =


0, 0 ≤ x ≤ 1,

−0.5 + x, 1 ≤ x ≤ 1.5,

1, 1.5 ≤ x,

Ã2(x) =



0.5x, 0 ≤ x ≤ 1,

1
2
, 1 ≤ x < 1.5,

x− 1, 1.5 ≤ x < 2,

1, 2 ≤ x.

هستند: زیر به صورت کمینه و بیشینه فاز صورت این  در

Ã1(x) ∩ Ã2(x) =



0, 0 ≤ x ≤ 1,

1
2
, 1 ≤ x < 1.5,

x− 1, 1.5 ≤ x < 2,

1, 2 ≤ x,
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Ã1(x) ∪ Ã2(x) =



0.5x, 0 ≤ x ≤ 1,

1
2
, 1 ≤ x < 1.5,

−0.5 + x, 1.5 ≤ x < 2,

1, 2 ≤ x.

برای تا دارد تمایل کمینه فاز اما نماید معرفی قدبلند را افراد امکان تاحد دارد تمایل بیشینه فاز مثال این در

نمی کند. لحاظ قدبلند را افراد امکان تاحد و بگیرد نظر در سخت تری شرایط قدبلند افراد

بیان را مطلبی چنین بعد مثال است. فازی تصمیم گیری های به کمک کمینه فازهای کاربردهای از یکی

می کند.

مترمربع 1200 ،750 ،350 ،280 ،200 ،150 مساحت با زمین هایی ساختمانی شرکت یک .۱۳ .۲ مثال

فازی توابع کنید فرض کند. انتخاب واحدی 8 مجتمع ساختن برای مناسبی زمین آن ها بین از می خواهد دارد.

باشند: زیر به صورت بزرگ زمین و مناسب زمین

L̃ = {(0, 150), (0.1, 300), (0.3, 280), (0.6, 350), (0.8, 500), (1, 750)},

S̃ = {(0.8, 150), (1, 300), (1, 280), (0.7, 350), (0.3, 500), (0, 750)}.

پس باشد، داشته را بودن بزرگ و مناسب خاصیت دو هر باید موردنظر زمین چون بیابیم. را بهینه زمین مایلیم

بگیریم. نظر در را آن ها اشتراک باید

L̃ ∩ S̃ = {(0, 150), (0.1, 300), (0.3, 280), (0.6, 350), (0.3, 500), (0, 750)}.

مساحت با زمین بهینه انتخاب پس باشد. داشته را عضویت مقدار بیشترین که کنیم انتخاب را زمینی باید حال

است. مترمربع 350

پیوسته یکنواخت به طور توابع .۳

گرفته شده اند. [۷] مرجع از بخش این نمادهای و تعاریف

مانند حقیقی عدد X از b و a نقطه دو هر به که است متری فضای یک صورتی در E مجموعه .۱ .۳ تعریف

که باشد شده مربوط طوری b تا a از فاصله۹ نام به d(a, b)

.d(a, a) = 0 و d(a, b) > 0 آنگاه ،a ̸= b هرگاه (۱)

.d(a, b) = d(b, a) (۲)

9Distance



کیا شهیدی ع. و کیا، یوسفی ا. صنعتی، بخش گنج ع. شهامت، م. ۱۲

سه این از برخوردار تابع هر .d(a, b) ≤ d(a, e) + d(e, b) باشیم داشته e ∈ E هر ازای به (۳)

نامند. متر یک را خاصیت

نامند. اقلیدسی متر را آن و است متر یک مطلق قدر حقیقی، اعداد مجموعه در

باشد. متری۱۰ فضای یک E کنیم فرض .۲ .۳ تعریف

Nr(p) = {e ∈ به صورت که است Nr(p) مانند مجموعه ای r شعاع به p نقطه همسایگی۱۱ یک (۱)

هستند. باز بازه های همسایگی ها اقلیدسی فضای در می شود. تعریف E : d(p, e) < r}

که باشد داشته وجود N مانند p از همسایگی یک هرگاه است، Ã درونی۱۲ نقطه یک p نقطه (۲)

.N ⊂ Ã

باشد. درونی نقطه آن از نقطه هر هرگاه است، باز۱۳ A مجموعه (۳)

صحیحی عدد ϵ > 0 هر ازای به هرگاه گوییم، e به ۱۴ همگرا را E متری فضای در en دنباله .۳ .۳ تعریف

.d(en, e) < ϵ آنگاه ،n > N اگر که باشد داشته وجود N مانند

X در باز مجموعه یک Y در باز مجموعه هر معکوس تصویر هرگاه گوییم، پیوسته را f نگاشت .۴ .۳ تعریف

باشد.

بیشتری امنیت دارای پیوسته فازهای نمی دهد. رخ ناگهانی عضویت تغییر باشد، پیوسته فاز تابع که زمانی

دشواری میزان که Ã2 و Ã1 فازی توابع باشد. [0, 20] بازه مرجع مجموعه کنیم فرض مثال برای هستند.

می کنیم: تعریف زیر به صورت می کنند، مشخص را 20 ارتفاع با قله به صعود

Ã1(x) =

 1
100

x, 0 ≤ x ≤ 10,

1, 10 ≤ x ≤ 20,

Ã2(x) =
1

20
x.

تابع از استفاده با اما نیست. پیش بینی قابل و می دهد ناگهانی تغییر می رسیم، 10 ارتفاع به وقتی Ã1 فاز تابع

کرد. پیش بینی را صعود آینده می توان Ã2 فازی

10Metric space
11Neighborhood
12Internal
13Open
14Converge
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ϵ > 0 هر ازای به هرگاه همگراست، f تابع به یکنواخت۱۵ به طور A بر fn مانند توابع از دنباله ای .۵ .۳ تعریف

.|fn(x) − f(x)| < ϵ باشیم داشته ،n > N و x ∈ A هر برای که باشد موجود N مانند صحیحی عدد

fn
u

=⇒ f می نویسیم صورت این در

زد. تقریب Ã(x) کمک به را {Ãn(x)} دنباله عضویت میزان می توان آنگاه ،Ãn
u

=⇒ Ã اگر

را Ãn فازی تابع طبیعی عدد هر ازای به باشد. [0, 4] بازه مرجع مجموعه کنیم فرض (۱) .۶ .۳ مثال

می کنیم: تعریف زیر به صورت چهارساله بازه در دولت عملکرد از شهروندان رضایت مندی میزان

Ãn(x) =
1

8
(1 +

1

n
)x.

صورت این  در

Ãn
u

=⇒ Ã(x) =
1

8
x.

کم شهروندان رضایت می شویم، نزدیک چهارساله دوره پایان به هرچقدر که می دهد نشان فوق رابطه

می شود. نزدیک عملکرد آغاز از درصد 12.5 به آن ها رضایت میزان و شده

خاک بازدهی میزان فازی تابع n ∈ N هر ازای به باشد. [0, 1000] بازه مرجع مجموعه کنیم فرض (۲)

می گیریم: نظر در زیر به صورت ام n سال پایان در را منطقه یک

Ãn(x) =

 x, 0 ≤ x ≤ 1
2
,

1
2n
, 1

2
≤ x ≤ 1000.

صورت این  در

Ãn
u

=⇒ 0̃,

می شود. نزدیک صفر به خاک بازدهی میزان زمان گذشت با یعنی

داریم n > N هر ازای به به طوری که دارد وجود N طبیعی عدد آنگاه ،Ãn
u

=⇒ Ã اگر .۷ .۳ قضیه

supp(Ã) ⊆ supp(Ãn).

طبیعی عدد پس .ⅼiⅿn→∞Ãn(e0) = Ã(e0) چون .Ã(e0) > 0 بنابراین .e0 ∈ Ã کنیم فرض اثبات.

داریم n ≥ N هر ازای به که دارد وجود N

|Ãn(e0)− Ã(e0)| <
1

2
Ã(e0).

□ است. برقرار n ≥ N هر ازای به e0 ∈ Ãn پس .Ãn(e0) >
1
2
Ã(e0) > 0 درنتیجه

15Uniformly
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داریم. قبل قضیه ی از نتیجه ای به عنوان

.۸ .۳ نتیجه

(۱)

supp(Ã) ⊆
⋃
n∈N

supp(Ãn).

(۲)

supp(Ã) ⊆
⋂
n≥N

supp(Ãn).

باشد، یکنواخت همگرا به طور Ã به که باشند E فشرده فضای بر نرمال فازهای از دنباله ای Ãn اگر .۹ .۳ قضیه

است. نرمال Ã آنگاه

{en}n∈N درنتیجه .Ãn(en) = 1 که دارد وجود en عنصر n ∈ N هر ازای به فرض، به توجه با اثبات.

همچنین همگراست. e به که دارد وجود {ein}n∈N زیردنباله ی۱۶ پس است. E فشرده متری فضای از دنباله ای

پس Ãn
u

=⇒ Ã,

ⅼiⅿn→∞Ãin(ein) = ⅼiⅿn→∞Ãin(e) = Ã(e).

□ .Ã(e) = 1 پس .ⅼiⅿn→∞Ãin(e) = Ã(e) طرفی از

نیست. برقرار ۹ .۳ قضیه عکس که می دهد نشان بعد مثال

صورت این در می کنیم. تعریف [0, 1] بازه بر را Ãn(x) = 1− 1
n

فاز توابع .۱۰ .۳ مثال

Ãn
u

=⇒ 1.

نیستند. چنین Ãn فازهای اما است نرمال Ã := 1 اینجا در

.Ãn
u

=⇒ Ã و باشند E بر تعریف شده فازهای از دنباله ای {Ãn} کنید فرض .۱۱ .۳ قضیه

هستند. محدب Ãn فازهای بعد به مرتبه ای از آنگاه باشد، محدب و یک به یک۱۷ Ã اگر (۱)

است. محدب Ã فاز آنگاه باشند، یک به یک آن ها از نامتناهی تعداد و محدب Ãn فازهای اگر (۲)

بدون باشند. دلخواه e1, e2 ∈ E و t ∈ [0, 1] گیریم باشد. محدب Ã فاز تابع کنیم فرض (۱) اثبات.

.e = te1+(1−t)e2 می دهیم قرار .Ã(e1) ≤ Ã(e2) کنیم فرض شود، کاسته اثبات کلیت از آنکه

درنتیجه .e ̸= e1 کنیم فرض پس است. تمام اثبات آنگاه ،e = e1 اگر .Ã(e) ≥ Ã(e1) پس

16Sub-sequence
17One to one
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دارد وجود N ∈ N تعریف به توجه با .ϵ := Ã(e)−Ã(e1)
2

می دهیم قرار .Ã(e) − Ã(e1) > 0

داریم n ≥ N هر ازای به که

∣∣Ã(e)− Ãn(e)
∣∣ < ϵ,

∣∣Ã(e1)− Ãn(e1)
∣∣ < ϵ.

درنتیجه

Ãn(e) > Ã(e)− Ã(e)− Ã(e1)

2
=

Ã(e) + Ã(e1)

2
> Ã(e1) + ϵ.

است. محدب Ãn درنتیجه و Ãn(e) > Ãn(e1) پس .Ã(e1) + ϵ > Ãn(e1) طرفی از

است. (۱) مشابه قسمت این اثبات (۲)

□

پیوسته Ã آنگاه، .Ãn
u

=⇒ Ã که باشند E بر پیوسته فازهای از دنباله ای {Ãn} اگر .([۷]) ۱۲ .۳ قضیه

است.

نیست. برقرار ۱۲ .۳ قضیه عکس که می دهد نشان بعد مثال

داریم x ∈ [0, 1] هر ازای به صورت این  در .Ãn(x) = n2x(1 − x2)n کنیم فرض .۱۳ .۳ مثال

برقرار Ãn
u

=⇒ Ã اما پیوسته اند یکنواخت به طور Ãn و Ã(x) = 0 اینجا در .ⅼiⅿn→∞Ãn(x) = 0

.[۷] نیست

فاز تابع مشتق .۴

مثبت مشتق که زمانی می دهد. نشان را مرجع مجموعه عناصر عضویت تغییرات آهنگ فاز، تابع مشتق۱۸

باشد، بزرگ تر مشتق مقدار هراندازه همچنین دارند. بیشتری قطعیت مرجع مجموعه عضوهای یعنی باشد،

است. افزایش حال در عضوها قطعیت یا رضایتمندی به افراد میل یعنی

باشد، مشتق پذیر e0 در فازی تابع چنانچه است. قابل تشخیص تقریباً مشتق پذیر فازهای قطعیت میزان

مشتق پذیر چنانچه اما است. e0 نقطه در قطعیت میزان مشابه فاز تابع رفتار نقطه آن از همسایگی یک در آنگاه

نقطه در قطعیت با متفاوت نیز e0 نقطه به نزدیک بسیار نقاطی در است ممکن قطعیت میزان آنگاه نباشد،

باشند. e0

18Derivative
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Ã2(x) و Ã1(x) فازی توابع می گیریم. نظر در [0, 20] بازه را مرجع مجموعه خوب نمرات برای .۱ .۴ مثال

می کنیم: تعریف زیر به صورت را

Ã1(x) =


0, 0 < x ≤ 10,

10x− 100, 10 < x < 10.1,

1, 10.1 ≤ x ≤ 20,

و

Ã2(x) =

 0, 0 < x ≤ 10,

1
100

(x− 10)2, 10 ≤ x ≤ 20.

دوم خانواده برای 10.05 نمره درصورتی که است ضعیف بسیار 10 نمره خانواده ها ازنظر فوق توابع به توجه با

که است این از ناشی اختلاف این می شود. لحاظ خوب نمره ای اولی خانواده برای درحالی که ضعیف همچنان

هم، به نزدیک نقاط در سیستم رفتار و بوده هموار فاز تابع بنابراین است مشتق پذیر 10 در Ã2(x) فاز تابع

بیشتر نباشد، هم پیوسته فاز که حالتی برای اختلاف این نیست. چنین Ã1(x) در فاز تابع اما هستند هم مشابه

می شود.

حرارت کم، حرارت مجموعه های مدل سازی به نیاز حرارتی سیستم کنترل برای حرارتی کوره یک در .۲ .۴ مثال

را کم حرارت برای فازی تابع آنگاه باشد، [0, 400] بازه مرجع مجموعه اگر داریم. زیاد حرارت و متوسط

می کنیم: تعریف زیر به صورت

Ãl(x) =


1, x ≤ 240,

400−x
160

, 240 < x < 400,

0, 400 ≤ x.

حرارت با فاز تابع مقدار پس است صفر برابر مشتق مقدار 400 از بیشتر یا 240 از کمتر دمای برای اینجا در

حرارت 400 از بیشتر دمای و پایین حرارت درجه 240 از کمتر دمای یعنی است. ثابت دمایی بازه این برای کم

کم حرارت فاز تابع پس است. ثابت و منفی [240, 400] بازه در مشتق مقدار همچنین می شود. محسوب زیاد

زیاد خطی تابع یک اساس بر حرارت میزان می شود، نزدیک 400 به 240 از دما که زمانی پس است. نزولی

می شود.

صورت این  در بگیرید. نظر در را خوب نمرات از ۱ .۴ مثال به مربوط دوم خانواده .۳ .۴ مثال

Ã2
′
(11) =

1

50
<

1

10
= Ã2

′
(15).
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وقتی مثال برای است. 11 نمره از بیشتر بسیار 15 نمره بودن خوب قطعیت آهنگ دوم خانواده ازنظر پس

بیشتر به مراتب خانواده رضایت کند، کسب را 16 نمره سپس باشد، کرده اخذ 15 نمره ابتدا خانواده این از فردی

باشد. 13 به 11 نمره از فرد پیشرفت که است زمانی از

اما نباشد. فاز یک خود است ممکن فاز یک مشتق پس باشد، منفی است ممکن مشتق مقدار ازآنجاکه

فاز را آن ها ما که هستند فاز تابع نتیجه و ندارد را مشکلی چنین Ã′ ≤ 1 شرط با صعودی فازهای مشتق

می کنیم. نام گذاری مشتق

(مثبت) منفی Ã′′(e) چنانچه است. فاز تابع بحرانی نقطه یک e آنگاه باشد، صفر برابر Ã′(e) = 0 اگر

یک نبودن یا بودن نرمال کلی حالت در می رسد. خود قطعیت (کمترین) بیشترین به e در فاز تابع آنگاه شود،

یا نرمال مشتق فاز دارای است ممکن بودن، نرمال عین در فاز یک یعنی نیست. وابسته فاز آن مشتق به فاز

باشد. غیرنرمال

هستند. محدب همواره مشتق فازهای (۱) .۴ .۴ قضیه

نباشد. ثابت فاز، تابع اگر تنها و اگر است ناتهی مشتق فاز تکیه گاه (۲)

فاز تابع پس .Ã′ ≥ 0 بایستی فاز، تعریف توجه با باشد. مشتق فاز یک Ã کنیم فرض (۱) اثبات.

صورت این  در e1 ≤ e2 ∈ E کنیم فرض حال است. صعودی تابعی

e1 ≤ te1 + (1− t)e2 ≤ e2.

پس

Ã(e1) ≤ Ã(te1 + (1− t)e2) ≤ Ã(e2).

طرفی از

Ã(e2) ≤ Ã(te1 + (1− t)e2).

درنتیجه

Ã(te1 + (1− t)e2) ≥ Ã(e1) = min{Ã(e1), Ã(e2)}

است. تمام اثبات و

.Ã′(e) > 0 که دارد وجود e ∈ E عنصر پس .suppÃ′ ̸= ∅ و باشد فاز تابع Ã′ کنیم فرض (۲)

e1 < e2 ∈ E پس نباشد. ثابت Ã فاز تابع کنیم فرض بالعکس، نیست. ثابت فاز تابع پس

دارد وجود e ∈ [e1, e2] عدد میانگین مقدار قضیه به توجه با .Ã(e1) ̸= Ã(e2) که دارند وجود

.supp(Ã′) ̸= ∅ پس .Ã′(e) > 0 درنتیجه .Ã′(e) = Ã(e2)−Ã(e1)
e2−e1

> 0 که

□
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چندجمله ای های از دنباله ای صورت این  در باشد. [a, b] بازه ی بر پیوسته ای فاز تابع Ã کنیم فرض .۵ .۴ قضیه

.An
u

=⇒ Ã که دارد وجود An(X) =
∫ 1

0
cnÃ(1− (t− x)2)ndt

نتیجه گیری .۵

آنالیزی ساختارهای است. امکان پذیر آنالیزی ساختارهای به کمک فازی توابع خواص تحلیل و بررسی

ارتباط می شوند. فازی منطق در جدیدی نگرش های آمدن وجود به باعث غیره و مشتق پذیری پیوستگی، مانند

قطعیت های عدم تا می شود باعث و بوده امکان پذیر ساختارها این به کمک کلاسیک منطق و فازی منطق بین

ساختارهای به کمک فازی پیچیده مسائل به طورکلی نمایند. توصیف را انسانی تصمیم گیری های در موجود

را سیستم یک رفتار می توان زیرا باشند. نادقیق یا نامشخص ما پارامترهای اگر حتی می شوند. ساده تر آنالیزی

کرد. پیش بینی و بررسی دارند، شناخته شده پارامترهایی که دیگر سیستمی به کمک
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Abstract. The study of the relation between data science as an emergent
phenomenon in 21st century and statistics, an original and applicable science, is
one the most challenged topics by different researchers. Data science is depen-
dent to some theoretical basics such as linear models, clustering and etc, which
are from statistics. Some of the scientists believe that data science is begot-
ten from statistics and consider it as statistics’ offspring. Some others consider
data science as a branch of statistics using modern computational techniques.
Also, there is an uncommon idea that considers data science as a separated
scientific field from statistics. In this paper, we recall theoretical basics of data
science and bring up comments and interpretations of some well-known scien-
tists about the fact that data science is not separate from statistics. Finally, we
consider Statistics+ as another name of data science. Additionally, this study
aims to explore the practical implications of this relationship by examining
how advancements in data science continue to reshape and augment statistical
methodologies. Through a comprehensive review of contemporary applications,
we aim to illustrate the dynamic interplay between data science and statistics,
illuminating their evolving synergy.
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داده ها علم و آمار بین ارتباط بر تطبیقی مطالعه ای
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همواره آمار کاربردی و ریشه دار دانش با ۲۱ قرن در نوظهور پدیده ای به عنوان داده ها علم میان ارتباط چکیده.

نظری مبانی به متکی عمل، میدان در داده ها  علم است. مختلف پژوهشگران میان نظر تبادل و بحث مورد

و... خوشه بندی بازنمونه گیری، روش های رده بندی، غیرخطی، و خطی مدل ها ی احتمالات، جمله از مختلفی

برخاسته داده ها علم که باورند این بر دانشمندان از برخی هستند. آمار علم نظری مبانی از جملگی که است

تکنیک های که می دانند آمار از شاخه ای را داده ها علم برخی است. سنتی دانش این مولود و بوده آمار از

فارغ داده ها علم که است این نیز نامرسوم نظر یک همچنین، است. بسته به کار را نوین افزاری نرم محاسباتی

بررسی داده ها، علم نظری پایه های بررسی ضمن نوشتگان، این در است. نشده استوار آمار بر و بوده آمار از

«علم که را گزاره این حاضر عصر صاحب نظران از برخی نظرات بررسی و نقد و آمار با آن نظری مبانی شباهت

کرده  مطرح پژوهش این خروجی به عنوان نوین» ابزارهای با است آمار همان و نیست جدا آمار از عملا داده ها

می گیریم. درنظر داده ها علم برای را آمار+۱ لقب و

2010 Mathematics Subject Classification. 97K70, 97D10.

ماشین. یادگیری داده ها، علم آمار+، آمار، کلیدی. واژگان
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به داده ها، علم و آمار بین ارتباط بر تطبیقی مطالعه ای سامانی، بهرامی ا. تبریزی، ا. قطاری، ا.ح. مقاله: این به ارجاع نحوه

.۳۱ –۱۹ ،۱ شماره ،(۱۴۰۳) ۴ ریاضی، علوم سوی

مشهد. فردوسی ©دانشگاه
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۲۱ آمار+ همان یا داده ها علم

مقدمه .۱

علم حوزه ی      از داده تحلیل روش های از بسیاری و دارد وجود تنگاتنگی ارتباط داده ها۱ علم و آمار علم میان

شده ۲۱ قرن در پژوهشگران برخی موردبحث آمار علم و داده ها علم ارتباط که جایی تا است؛ اخذشده آمار

استفاده آمار از تنها و ندارد آمار به بستگی این که یا است؟ آمار علم از شاخه ای داده ها علم آیا این که است.

در که هستند سؤالاتی ازجمله آمار؟ تا است نزدیک کامپیوتر علوم به بیشتر داده ها علم آیا همچنین، می کند؟

بهترین است. مطرح شده فوق سؤالات به پاسخ مورد در مختلفی نظرات همواره مطرح شده اند. مسئله این ضمن

و داده ها علم تعاریف به اشاره قبیل، این از سؤالاتی البته و فوق سؤالات به پاسخ و مسئله بررسی برای آغاز

به کاررفته اند: [۱۲] دیگل۲ مقاله در و انگلستان سلطنتی آمار انجمن نشریه در که است آمار

آن هاست. سازمان دهی و نمایش تفسیر، تحلیل، داده ها، مجموعه مطالعه ی دانش علم، این آمار: •

مختلف زمینه های در مطرح شده نظریه های و فن ها است. داده ها از اطلاعات استخراج داده ها: علم •

می بندد. کار به هدف این به رسیدن برای را اطلاعات۳ فناوری همچنین و آمار ریاضی، علوم

ظاهری با آمار که تفاوت این با است مقصد یک دو هر هدف تقریباً که درمی یابیم علم دو این تعریف از به وضوح

فیشر۵، رونالد گالتون۴، فرانسیس چون دانشمندانی مشارکت با و بیستم قرن آغاز در می کنیم مشاهده امروزه که

داشته کاربردی و نظری رشدی متمادی سالیان طی در و است گرفته خود به نظام مند شکلی و.... پیرسون۶ کارل

به بیان دیگر، است. نهاده علوم عرصه به پای ۲۱ قرن در آمار، مشابه اهدافی با داده ها علم درحالی که است؛

تولید و داده ها از مفاهیم استخراج به و داشته ارتباط پیشرفته و نوین فن آوری های با مستقیم به طور داده ها علم

می پردازد. محور داده محصولات

نظر، این با هم راستا پژوهش های ازجمله  خوانده اند. آمار زیرمجموعه ی را داده ها علم دانشمندان، از برخی

که معتقدند [۷] همکاران و کسلا۹ همچنین برد. نام [۲۸] سینگپروالا۸ و [۱۷] همکاران و گودمن۷ از می توان

در می شود. شناخته داده تحلیل و طبقه بندی ساختاردهی، علم به عنوان که است دانشی پیدایش ریشه ی آمار
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و داده ها علم تفاوت های بررسی به [۲] بهاردواج۱۱ اکونومیکس۱۰، پرایس نشریه ی برای اینترنتی گزارش یک

است. پرداخته مختلف دیدگاه های از آمار

فن های تعمیم و گسترش به مبرم نیاز می شود؛ محسوب داده ها علم پیدایش علل از که دیگری موارد ازجمله

نیاز درباره ی بررسی و تحقیق در قُدما از [۸] چمبرز۱۲ است. امروز دنیای در داده ها تحلیل در آماری محاسباتی

علم که است گزاره این موافقین زمره ی در ۲۱ام قرن در که است پژوهشگرانی ازجمله وی بود. مسئله این به

و داده ها علم میان ارتباط مورد در به ر    وز تر پژوهشی در دارند. آماری ریشه ی آن در مورداستفاده مفاهیم و داده ها

که معتقدند آن ها پرداخته اند. داده ها علم پیدایش در آمار تأثیرات بررسی به ،[۳۰] ایکشتات۱۴ و وایز۱۳ آمار،
کارمیشل۱۵ توسط پژوهش دیگر دارد. آن اولیه ی مفاهیم آوردن فراهم و داده ها علم تشکیل در حیاتی نقشی آمار

مختلف ابعاد در را خیر یا دارد آماری ریشه ی داده ها علم که را سؤال این آن ها است. انجام شده [۶] مارون۱۶ و

متعددی پژوهشگران قراردادند. موردبررسی کاربردی، مسائل در عملکرد حتی و دانشمندان سایر نظرات ازجمله

کرده اند. بررسی و تحقیق است؛ آمده  وجود به آمار تکامل و به روزرسانی مسیر در داده ها علم این که درباره ی

شود. مراجعه [۲۶ ،۲۰ ،۱۸ ،۱۰ ،۲۳] به دراین باره بیشتر اطلاعات برای

و مفاهیم با آن مقایسه ی و علم این در مورداستفاده ابزار داده ها، علم اهداف جزئی تر واکاوی به مقاله این در

علم از گرایش دو این ارتباط درباره ی را حاضر حال دانشمندان از برخی نظرات و پرداخته آماری ابزارهای

جدای چیزی داده ها علم آیا که دهیم پاسخ سؤال این به می خواهیم درنهایت داد. خواهیم قرار بررسی و موردنقد

است؟ حاضر عصر نیاز با متناسب و آمار ضمن در پیشرفته پدیده ی یک تنها یا و است آمار علم از

در فعالان و مشاهیر از برخی همراه به علم داده ها و آمار از عمومی معرفی یک ارائه ی مقاله این ثانویه ی هدف

اطلاعات و کرده خود همراه نیز را حوزه دو این از خارج پژوهشی علمی فعالان که است نحوی به زمینه ها این

دهد. قرار مقاله خوانندگان از طیف این اختیار در داده ها علم و آمار درباره ی سودمندی منابع و

ابزارها و اهداف ظهور، داده ها، علم .۲

گزارش به استناد با دارد. موجودیت که است دهه دو از بیش داده ها علم عبارت داده ها. علم ظهور .۱ .۲

سال در را داده ها علم اصطلاح که است کسی اولین کلیولند۱۸ ویلیام ،[۲۵] پرس۱۷ جیل توسط منتشرشده
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آمار» رشته در فنی جنبه های گسترش برای برنامه ای داده ها: «علم [۹] مقاله در وی کرده است. مطرح ۲۰۰۱

علوم با مرتبط را جدید رشته ی این کلیولند . شود شناخته مستقل به عنوان رشته ای داده ها علم که کرد پیشنهاد

چون است. محدود داده تحلیلگر یک از استفاده منافع که بود باور این بر وی می دانست. داده کاوی و کامپیوتر

محدود هم آمار متخصصین محاسباتی دانش و دارند داده با کار روش های از کمی شناخت کامپیوتر مهندسین

استادانی باید داده ها علم گروه های شود. زیادی نوآوری های به منجر می تواند گروه دو این تلفیق بنابراین است؛

کنند. تلفیق محاسبات دانش با را داده ها دانش بتوانند که باشد داشته

پیدایش به منجر حاضر، عصر در داده ها ذخیره سازی روش های در فنّاوری پیشرفت داده ها. علم اهداف .۲ .۲

داده های نظیر حجیم۲۰ داده های تحلیل و پردازش دیگر، طرف از است. شده ۱۹ بزرگ داده های پایگاه های

نیست. ساده ای امر بالا، بعد معمولا و حجم دلیل به مالی یا زیستی هواشناسی،

از درواقع .[۲۴] است اجتماعی علوم همچنین و تجارت دنیای در حیاتی نیاز یک حجیم داده های تحلیل

داده های تحلیل مسئله ی همین کرد؛ عنوان داده ها علم پیدایش علل از یکی را آن  می توان که اساسی نیازهای

به نیز فنّاوری و می کند فراهم را داده ها  علم برای نظری بنای سنگ آمار کلیولند، نظر اساس بر است. حجیم

می توان نیز نظر همین اساس بر می آورد. فراهم را روز نیاز با متناسب و دقیق تر تحلیل های و آمده آمار کمک

است. کامپیوتر مهندسی دنیای در مدرن فن های آن اجرایی بازوان که است آمار درواقع داده ها علم که گفت

پرداخته داده ها علم در مرسوم فن های و ابزارها بر مروری به زیربخش این در داده ها. علم ابزارهای .۳ .۲

طرف از و تهیه کرده منبعی چه از را خود نظری خاستگاه داده ها علم که می شود مشخص یک سو، از  می شود.

از استفاده با که است آمار درواقع و نیست علمی رشته ی چند تلفیق عملا داده ها علم که می دهد نشان دیگر

از: عبارت اند ابزارها این می زند. نتایج ارائه  ی به دست حاضر عصر در پیشرفته محاسباتی ابزارهای

بدان میلادی ۱۹ قرن اواخر در بار نخستین گالتون تحقیقاتی گروه که مبحثی خطی۲۱، رگرسیون •

پرداخته اند.

تحلیل بار نخستین که بوده داده ها کلاس بندی مبحث ذیل در مقوله این تعمیم یافته۲۲، خطی مدل های •

فصل [۱] (اگرستی۲۳ گشت مطرح میلادی ۲۰ قرن آغاز در پیرسون کارل توسط داده ها از نوع این

اول). بخش ،۱۶
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و رده بندی مسائل در که است آمار علم در نظری شاخه ی یک نیز مبحث این تصمیم۲۴، درخت •

و ۲۵ بریمن به تصمیم درخت مورد در بیشتر اطلاعات برای کرد. استفاده آن از می توان رگرسیونی

شود. مراجعه [۲۹] ۲۷ ادواردز و ۲۶ وینترفلت ون و [۴] همکاران

روش سه تقویتی۳۰، روش و کیسه بندی۲۹ تصادفی۲۸، جنگل تصمیم، درخت از پیشرفته تر نوعی در •

تصمیم درخت های از پیشگویی کننده مدل های ساختن برای که هستند گروهی۳۱ یادگیری بر مبتنی

كمتر توضیحی متغیرهای تعداد که می شود فرض آمار سنتی روش های اکثر در می کنند . استفاده

تعداد آن ها در كه بالا۳۲ بعد با داده های مجموعه ظهور بنابراین، است. مستقل نمونه های تعداد از

بسیاری اصلی جریان قابل توجهی به طور است، مستقل نمونه های تعداد از بیشتر توضیحی متغیرهای

روش های جدیدترین از یكی تصادفی جنگل های است. داده اختصاص خود به را آماری تحقیقات از

عملکرد بهبود برای روش این پیرامون را زیادی مطالعات محققین، که است ناظر۳۳ با یادگیری

در اطلاعات مجموعه داده اند. انجام بالا، بعد با داده های با مواجهه هنگام پاسخ، متغیر پیش بینی

است. دسترس در [۱۹] همکاران هستی۳۴و در آماری یادگیری از نوع این مورد

آمار در نظری مباحثی عملا که داده هاست کلاس بندی در مبحث یک نیز این پشتیبان۳۵، بردار ماشین •

همکاران و هستی۳۶ در آن معرف و منشأ کلاس بندی، از نوع این مورد در اطلاعات مجموعه دارد.

است. دسترس در [۱۹]
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بسیار گونه های با مجزا بحثی ،[۱۴] کروبر۳۹ و دریور۳۸ توسط ارائه شده بار نخستین خوشه بندی۳۷، •

طبقات برچسب کلاس بندی در که است این آمار کلاس بندی با آن تفاوت است. آمار علم در متنوع

دسته بندی به اقدام داده ها در موجود خصوصیات به اتکا با خوشه بندی در و است مشخص داده ها

است مطالعاتی تمام شامل که است ناظر۴۰ بدون یادگیری مجموعه ی از عضوی خوشه بندی می کنیم.

مورد در کامل اطلاعات برای نیست. برقرار داده ها طبقات برچسب مورد در قبلی فرض آن ها در که

شود. مراجعه [۲۱] کاسامبرا۴۱ به ناظر بدون یادگیری و خوشه بندی انواع

خواص در نقایصی ایجاد بالا، بعد داده های برخی داده هاست. تلخیص درزمینه ی مبحثی بعد۴۲، کاهش •

است جبرخطی و آمار در مشترک مبحث یک بعد کاهش داشت. خواهند بر در را مدل ها ریاضیاتی

دارد. داده ها تلخیص در کاربرد که

ارائه ی با که می شود محسوب داده ها علم در محور کامپیوتر محاسباتی ابزار اساساً ماشین۴۳، یادگیری •

یادگیری درواقع، می شود. خروجی دریافت تسهیل موجب پرسرعت و دقیق محاسباتی الگوریتم های

را تجربه بهبود و خودکار یادگیری توانایی سیستم، به که است مصنوعی هوش از کاربردی ماشین

شود. مراجعه [۳] ۴۴ بیشاپ به ماشین یادگیری فن های مورد در بیشتر اطلاعات جهت می دهد.

نگاه ابزارها این به آماری دیدگاه از ادامه در بود. داده ها علم در مورداستفاده ابزارهای شد مطرح بالا در آنچه

کرد. خواهیم

داده ها علم در آن نظری مبانی نقش و آمار .۳

و بعد کاهش خوشه بندی، آماری، کلاس بندی رگرسیون، از داده ها  علم ،۲ بخش در ذکرشده موارد اساس بر

زیربخش در که همان طور می کند. استفاده داده ها مورد در خروجی ارائه و پیش بینی تحلیل، برای ماشین یادگیری

در ریشه ای مباحثی اساساً ماشین) یادگیری در رایانه ای الگوریتم های از (غیر فوق موارد تمامی شد، ذکر ۳ .۲

تا می کنند استفاده ماشین یادگیری از داده ها علم در که می شود استنتاج این چنین درواقع هستند. آمار علم

که می کنیم مطرح دیگری سؤال اکنون نرسیده اید، پاسخ به تاکنون اگر کنند. پیاده سازی را آماری نظری مباحث

37Clustering
38Driver
39Kroeber
40Unsupervised Learning
41Kassambara
42Dimension Reduction
43Machine Learning
44Bishop



سامانی بهرامی ا. و تبریزی، ا. قطاری، ا.ح. ۲۶

کرد. خواهد کمک پاسخ دریافتن

مطرح بهتر خلبان؟ یا است رسانده مقصد به هواپیما را مسافران آیا شوند، هواپیما سوار مسافرانی کنید فرض

است؟ رسانده مقصد به را آن ها خود یا بوده مسافران جابجایی برای خلبان دست در ابزاری هواپیما آیا کنیم:

به را داده ها آمار، که است هواپیمایی همان داده ها علم و آماری نظریات همان خلبان داده ها، همان مسافران

می رساند. است نتایج و تحلیل همان که مقصد به آن کمک

و گودفلوو۴۵ می شود. شناخته داده ها علم مورداستفاده ی پیشرفته ی ابزارهای از یکی به عنوان مصنوعی هوش

تحلیل با مرتبط فن های که، می کنند تعبیر این گونه داده ها علم در مصنوعی هوش نقش مورد در [۱۶] همکاران

هستند. داده تشنه ی شدیداً و طراحی شده اند عمیق۴۶ یادگیری پایه ی بر معمولا مصنوعی هوش در محاسبات و

انجام را آمار کارشناس یک وظایف که کرد رایانه یک به تشبیه می توان را داده ها علم در مصنوعی هوش نقش

پیاده سازی حاضر عصر در تولیدشده حجیم داده های روی داده ها علم به وسیله آمار نظری مباحث درواقع می دهد.

موضوع ماهیت از یعنی هواپیماست. در خودکار خلبان به شبیه نکته ای مصنوعی هوش گفت می توان می شوند.

رابطه ی مورد در ارائه شده پاسخ های بیشتر بررسی به ادامه، در نمی شود. کاسته چیزی است، آمار اصلی فاعل که

کرده ایم، مطرح ابتدا از که سؤالی برای تجمیعی پاسخی به می خواهیم درنهایت می پردازیم. داده ها علم و آمار بین

برسیم.

می باشد؟ آمار پیشرفته ی نسخه ی تنها یا است آمار از بیش چیزی داده ها علم آیا .۴

ارتباط درباره ی داده ها علم و آمار دنیای در صاحب نظر افراد از برخی نظرات نقد و بررسی به بخش، این در

می پردازیم: رشته دو این

که: داشته بیان این گونه فناوری پیشرفت به آماردان ها واکنش به انتقاد در ،۱۹۹۳ در [۸] چمبرز •

دارد کید تأ تئوری بر رشته این است. نداشته قابل توجهی تغییرات جدید فناوری های به پاسخ در آمار

آماری. محاسبات تا دارد آماری آزمون های بر تمرکز بیشتر مقدماتی آمار دروس و

نوعی و قابل پذیرش نقدی است؛ بوده ۱۹۹۰ دهه در نظرات این این که به توجه با بررسی: و نقد

و غیرمستقیم به صورت است. فنّاوری پیشرفت با آمار رشته ی فعالان شدن همسو جهت در هشدار

علمی حجیم، داده های تحلیل به نیاز احساس شرایط در که بود این نیز داد رخ حقیقت در آنچه البته

کرد. ظهور آمار دانش نظری بستر در داده ها علم اسم به

که: می کند بیان این گونه داده ها علم ظهور مورد در [۹] کیلیولند •

ابزارهایی کرد. قضاوت داده ها تفسیر در تحلیلگر یک توانمندسازی میزانِ اساس بر باید را داده ها علم
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مبنایی به عنوان که نظریه هایی دارند. مستقیم اثربخشی می شود، استفاده داده ها تحلیلگر توسط که

دارند. غیرمستقیم فواید می کنند، عمل ابزارها توسعه برای

گسترش به نیاز بستر در داده ها علم که است نکته این تبیین کننده ی [۹] کیلیولند نظر بررسی: و نقد

دانسته داده ها علم بر مؤثر مستقیماً را تحلیل ابزارهای وی است. آمده وجود به داده ها تحلیل روش های

این که با منافاتی نظر این است. دیده سودمند علم این برای غیرمستقیم به صورت را نظری مبانی و

ندارد. است، جدید مسائل حل جهت در آن نظری مبانی و آماری روش های گسترش درواقع داده ها علم

از داده ها علم که است این داده ها علم و آمار میان تفاوت تنها که است معتقد [۲۲] لوکیدز۴۷ •

می کند. استفاده کلی نگرتری رویکردهای

از تئوری مبانی دیدگاه از داده ها علم که است عقیده این با همسو [۲۲] لوکیدز نظر بررسی: و نقد

می داند. متفاوت را رشته دو این میان مسئله حل روش های تنها وی درواقع نیست. جدا آمار

می کند بیان این گونه آمار با داده ها علم ارتباط درباره آمریکایی مشهور ژورنالیست و آماردان سیلور۴۸ •

.[۲۷] جداگانه علمی رشته ی نه باشد آمار دیگر نام می تواند تنها داده ها علم که

مورداستفاده ی نظری مبانی همان از داده ها علم که است اساس این بر [۲۷] سیلور نظر بررسی: و نقد

علم از جدا چیزی داریم نیاز آمار از آنچه که است معتقد او می کند. استفاده نتایج تحلیل برای آمار

نیست. داده ها

وقتی که است کرده بیان این گونه است آمار همان داده ها علم عنوان تحت مقاله ای در [۵] برومن۴۹ •

هستند، اعداد علم انجام حال در بگویند نمی توانند فیزیکدانان می کنیم استفاده ریاضی از فیزیک در

بهره حال در دهیم، انجام تجزیه وتحلیل ما هرگاه بنابراین، می کنند. استفاده ریاضی از دارند آن ها

بنامید، دیگری چیز هر یا تحلیل یا انفورماتیک یا داده ها علم را آن می توانید شما هستیم. آمار بردن

بگذارید. کنار را «آمار» اصطلاح شود باعث نباید این و هست آمار هم هنوز اما

که باورند این بر دو هر درواقع است. [۲۷] سیلور نظر با هم راستا [۵] برومن دیدگاه بررسی: و نقد

استفاده درواقع می پردازد بدان داده ها علم که داده ای تحلیل و نیست آمار از جدای چیزی داده ها علم

است. آمار از
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علم غیراساسی بخش یک را آمار و دارد را نقش کمترین آمار که است باور این بر [۱۵] گلمان۵۰ •

است. برشمارده داده ها

ساختن در آمار نظری مباحث سزای به نقش ،۲ بخش در قیدشده موارد اساس بر بررسی: و نقد

درواقع است. غیرقابل انکار داده ها علم در داده تحلیل برای مورداستفاده فن های و ابزارها پیکره ی

ماشین حساب یک از بیشتر چیزی خوشه بندی و کلاس بندی زمانی، سری رگرسیون، بدون داده ها علم

هستند. آمار علم شده ی شناخته ی سرفصل های از تماماً مذکور فن های این و بود نخواهد پرسرعت

رایانه ای فناوری های نقطه نظر و محاسباتی توان دیدگاه از [۱۵] گلمان که است آن بر نگارنده نظر

پیشرفته ی و پیچیده الگوریتم های از استفاده داده ها علم قوت نقطه ی کل در پرداخته اند. مسئله به

بدون هستند. کاغذ روی آماری فن های از کدنویسی درواقع نیز الگوریتم ها همین که است کامپیوتری

ندارند. خارجی وجود الگوریتم ها این کاغذ روی آمار نظری مباحث

آن ها تفسیر و توصیف و کمی داده های بر کید تأ آمار که است معتقد هندی، دانشمند دهار۵۱[۱۱] •

داده ها این پیش بینی و تحلیل بر کید تأ و سعی کیفی و کمی داده های با تعامل در داده ها علم و دارد

دارد.

اساس بر می کند. مطرح آمار دانش  از نادرست تعابیری عملا دهار آقای نظرات بررسی: و نقد

آماری روش های کمک به داده ها مدل بندی اساس بر پیش بینی و پیش گویی ،[۱۹] همکاران و هستی

پیش بینی و مدل بندی عملا رگرسیون مسئله ی است. امکان پذیر کیفی چه و کمی داده های برای چه

در هدف این مناسب مدل تعیین و موجود ویژگی های اساس بر که است هدف متغیر از داده هایی

یک و کند طبقه بندی گوناگون کلاس های به را داده ها که مدلی ارائه ی همچنین می گیرد. قرار دسترس

که است کیفی داده های تحلیل برای رویه ای عملا دهد نسبت خاص طبقه ی یک به را جدید ورودی

آن، در موجود الگوریتم های و ماشین یادگیری فن های می شود. انجام آماری کلاس بندی مسئله ی در

همچنین دهند. انجام بهتر سرعت با را تحلیل ها و نتایج که می دهد مذکور روش های به را امکان این

آمار روش های بستن کار به و پایتون برنامه نویسی زبان از استفاده با حجیم داده های تحلیل امکان

یک در آماری علمی رویکرد یک بستن کار به امروز دنیای در که است شایان ذکر دارد. وجود مذکور

آنچه اساس بر حال آنکه می دانند. داده ها علم وظایف از را نهایی خروجی گرفتن و یادگیری ماشین

داریم. آمار نظری مفاهیم و روش ها خدمت در قوی محاسباتی ابزار یک تنها شد گفته
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داشته اذعان داده ها، علم از سال ۵۰ عنوان تحت متنی در تخصصی کارگاه یک در [۱۳] دونوهو۵۲ •

تحلیل مورد داده های حجم و پیشرفته محاسباتی فن های از جستن بهره به واسطه ی داده ها علم که است

زمینه ی یک تنها داده ها علم که است باور این بر او نمی شود. متمایز آمار از است؛ حجیم تر آمار از آن که

است. کرده رشد سنتی آمار بستر در که است کاربردی

آمار دانش اساس بر که است پدیده ای داده ها علم ،[۱۳] دونوهو نظر اساس بر بررسی: و نقد

این می گیرد. نشأت آمار دانش از که می داند کاربردی زمینه ی یک را داده ها علم و طرح ریزی شده

که است پدیده ای عملا و است آمار فرزند داده ها علم که نیست جمله این از دور چیزی دونوهو تعبیر

از جستن بهره و حجیم داده های تحلیل یعنی زمانه با متناسب نیازهای به پاسخ د   هی آماده ی را آمار

است. کرده رایانه ای الگوریتم های

پیشرفته ی ابزارهای با است آمار از جدید نسخه ای تنها داده ها علم بگوییم، اگر نیست ارزش از خالی درواقع

را آمار از جدید نسخه ی این می کند. عمل کاربردی علوم در پژوهشگران روز نیازهای با متناسب که محاسباتی

گرفت. نظر در Statistics+ همان یا آمار+ می توان

نتیجه گیری .۵

هدف داده ها تفسیر و تحلیل و پیش بینی دارند. مقصد یک دو هر آمار و داده ها علم گفته شده، موارد اساس بر

آن ها مدل بندی و تحلیل برای پیشرفته محاسباتی فن های به مبرم نیاز و حجیم داده های است. دو هر اصلی

مبانی و مفاهیم همان از داده ها علم است. داده ها علم نام به علمی گرایشی ظهور انگیزه های اصلی ترین ازجمله

و تحلیل در نرم افزاری نوین ابزارهای داده ها علم و آمار تمایز وجه بزرگ ترین می برد. بهره آمار در موجود نظری

می پردازد داده هایی تحلیل به مدرن نرم افزاری ابزار و آمار مبانی به اتکا با داده ها علم است. داده ها مدل بندی

همان داده ها علم که کنیم مطرح این گونه اگر تولیدشده اند. فنّاوری و صنعت پیشرفت به واسطه ۲۱ قرن در که

که گرفت نتیجه می توان درواقع است؛ شده پیاده سازی پیشرفته نرم افزارهای در را آن نظری مبانی که است آمار

است. آمار+ همان یا آمار علم پیشرفته ی نسخه ی درواقع داده ها علم

قدردانی و تشكر .۶

همچنین و مفیدشان و سازنده نظرات با مقاله کیفی سطح ارتقاء بابت محترم داوران از مقاله، این نویسندگان

می دارند. ابراز را خود تشکر و قدردانی کمال مقاله دادن قرار نظر مد بابت نشریه محترم سردبیر و رابط دبیر از
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است. رومی ویلیام تکنیک اساس بر دوازدهم، حسابان کتاب محتوای تحلیل حاضر پژوهش هدف چکیده.

که هست؛ رومی ویلیام روش به محتوا تحلیل نوع از پیمایشی توصیفی‑ نوع از پژوهش، این در تحقیق روش

آماری جامعه هست. متوسطه، دوم دوره دوازدهم ۲ حسابان کتاب بودن فعال  میزان بررسی پژوهش، هدف

کردن درگیر و بودن فعال میزان ازنظر درسی کتاب محتوای است. (۱۳۹۷) دوازدهم حسابان کتاب پژوهش،

انجام شده، بررسی های به توجه با گرفت. قرار موردبررسی تصاویر و تمارین متن، بخش سه در دانش آموز

تصاویر، درگیری ضریب همچنین می دهد؛ نشان را متن بودن فعال که هست 1.6 کتاب، متن درگیری ضریب

و دهد پاسخ مربوطه سؤال های به تا کند تحلیل را تصاویر باید دانش آموز می دهد نشان که آمد دست به 1.1

و نوشته شده فعال کاملا به صورت کتاب سؤالات که است این از حاکی که هست ۴ سؤال ها، درگیری ضریب

پیشنهادهای با همراه پژوهش این نتایج می باشند. دانش آموز ذهنی فعالیت و عملکرد نیازمند سؤالات اکثر

کنند. کمک مذکور درسی کتاب یادگیری و یاددهی فرآیند بهبود به می توانند مطرح شده،

2010 Mathematics Subject Classification. 47A55, 39B52, 34K20, 39B82.

رومی. ویلیام تکنیک ،۲ حسابان محتوا، تحلیل کلیدی. واژگان
۱۴۰۲/۷/۵ برخط انتشار ۱۴۰۳/۳/۸ پذیرش ۱۴۰۳/۴/۳ بازنگری ۱۴۰۲/۱۱/۲۹ دریافت تاریخ:

روش اساس بر فیزیک و ریاضی رشته دوازدهم پایه ۲ حسابان محتوای تحلیل فرجی، ح. عزتی، م. مقاله: این به ارجاع نحوه

.۴۱ –۳۲ ،۱ شماره ،(۱۴۰۳) ۴ ریاضی، علوم سوی به ، رومی ویلیام

مشهد. فردوسی ©دانشگاه
۳۳
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پیش گفتار .۱

ایران آموزشی نظام مانند متمرکز آموزشی نظام های در دانش آموزان یادگیری منبع اصلی ترین درسی کتاب

تدوین و تنظیم ضرورت و شده آشکارتر آن ها ضعف نقاط درسی، کتاب های محتوای تحلیل با لذا است.

و آموزش با فعال به طور بتوانند دانش آموزان کار این با تا می شود احساس بیشتر آموزشی، استاندارد برنامه ی

تدوین درزمینۀ که بوده اند موفق بین المللی آزمون های در کشورهایی که است توضیح به لازم شوند. درگیر یادگیری

اوقات اغلب ایران درسی برنامه در .[۱] بوده اند پیشگام درسی، برنامه چارچوب یا آموزشی استانداردهای

کتاب اساس بر دانش آموزان آموخته های همه ی و می کند پیدا اختصاص درسی کتاب به دانش آموزان کلاسی

ویژه ای اهمیت از درسی کتاب محتوای مورد در تحقیق و پژوهش دلیل همین به [۸]؛ می شود سنجیده درسی

یا آموزشی استانداردهای تدوین درزمینۀ که بوده اند کشورهایی تیمز، آزمون در موفق کشورهای است. برخوردار

.[۱] بوده اند پیشگام درسی، برنامه چارچوب

محتوا های کردن مطرح و دانش آموز تفکر قوه پرورش عدم کنار در نمره به بیش ازحد توجه و بودن محور حافظه

آموزش ها، بودن محور حافظه .[۶] است آموزش وپرورش نظام چالش های از مهم، مطالب به جای کم اهمیت

در درازمدت در و شد نخواهد یادگیری تعمیق باعث به هیچ وجه اما دارد، مثبت تأثیر آزمون ها نتایج در گرچه

داشت. خواهد منفی تأثیر دانش آموزان، یادگیری سطح

متفاوت کیفی ازنظر پیشرفت نمی سازد؛ پیشرفته تر را کودک تفکر بیشتر، اطلاعات دانستن ، ۱ پیاژه «ازنظر

به دهید؛ قرار موردتوجه را نوآوری و اکتشاف حافظه، تکیه بر به جای که، است بیان شده [۶] در است»[۲].

کنید. ارزیابی را عملکرد نوع طوطی وار، یادگیری به جای و باشید داشته بیشتری توجه درسی برنامه های

تبدیل نظام مند تکنیک از است عبارت محتوا «تحلیل می کنند: بیان [۷] ۳ وبر و ۲ کریپندورف کلوس

و گروه ها افراد، کیدات تأ تعیین به منظور کدگذاری صریح قوانین اساس بر خاص، طبقات به متن عبارات

متن.» در مندرج پیام های

محتوای در را ضعف ها و برد پی درسی کتاب یک ویژگی های به می توان که است محتوا تحلیل طریق از

نوع از ایران آموزش وپرورش نظام که این به توجه با دیگر، سوی از نمود. معرفی و شناسایی درسی، کتاب های

اساس بر دانش آموزان آموخته های همه و می کند پیدا اختصاص درسی کتاب به کلاس وقت اغلب است، متمرکز

ضرورت محتوا تحلیل درسی، کتاب جایگاه و اهمیت لحاظ به ما کشور در پس می شود؛ سنجیده درسی کتاب

.[۴] می کند پیدا بیشتری

کمتری توجه موجب و...) حل مسئله تصمیم گیری، تفکر، (مهارت مهارت ها بر کید تأ که باورند این بر برخی

همان به دست آمده دانش اما شود مطالعه کمتری مطالب و صفحات شاید نیست، این طور اما می شود؛ محتوا به
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حاصل خلاق رویکرد طریق از آنچه البته می شود. حاصل عمیق تر و بهتر و است بوده موردنظر که است دانش

.[۱۰] می آید دست به مرسوم روش های طریق از که است آن از بیشتر خیلی می شود

می رسد نظر می گوید:«به کرده، انتقاد درسی کتاب های تجزیه وتحلیل به معلمان جدی توجه عدم از ،[۹] ۴ گود

تجزیه وتحلیل به اقدام به ندرت ولی می دهد، اختصاص درسی کتاب با کار به را کلاسش وقت بیشترین معلم

است». ضروری کاری این درحالی که می نماید، درسی مواد

نمایند؛ مطرح اکتشافی شیوه به را موضوعات باید درسی، کتاب های محتوای که است معتقد ۵ «رومی»

در را کشف روحیه که شود ارائه به گونه ای محتوا چنانچه است. یادگیرنده فعالیت نتیجه حقیقی یادگیری زیرا

را او فعالیت دست می آورد، به که را نتایجی باشد؛ سؤالاتش پاسخ دنبال به خود او تا آورد وجود به فراگیر

با صرفاً که محتوایی مقابل در و می نامد «فعال» را محتوایی چنین وی می کند. تقویت بیشتر یادگیری برای

«محتوای می سازد، مطرح را کلی اصول و نتایج سپس و معرفی را مفاهیم و حقایق اطلاعات، و دانش ارائه

.[۳] می کند معرفی غیرفعال»

۲ حسابان کتاب آیا که بسنجیم رومی ویلیام محتوای تحلیل روش با که است این مقاله این در اصلی هدف

درسی برنامه محتوای زیرا خیر؟ یا است تنظیم شده و تدوین و ارائه فعالی شیوه به متوسطه دوم دوره دوازدهم

و پژوهش و اکتشاف مقدمات و برانگیزد یادگیری به نسبت را فراگیران که شود ارائه و طراحی به گونه ای باید

کند. ایجاد را آنان فعالانه عمل

است. نیافته رومی ویلیام تکنیک به توجه با محتوایی کنکاش فرصت ،۱۳۹۷ چاپ دوازدهم حسابان کتاب

توجه با را ۱۳۸۹ چاپ متوسطه دوره فیزیک ریاضی سوم حسابان کتاب ۱۳۹۰ سال در موحدنیا پیش ازاین

بود. کرده تحلیل بلوم شناختی حیطه به

کرده بررسی کاربردها و مدل سازی رویکرد با را فیزیک ریاضی دوازدهم حسابان کتاب موسی پور همچنین

است.

تکنیک اساس بر فیزیک) و ریاضی (رشته دوم متوسطه یازدهم پایه (۱) حسابان کتاب محتوای تحلیل

است. انجام گرفته موسی پور توسط بلوم شناختی حیطه و رومی ویلیام

رومی ویلیام تکنیک با ۱۳۹۷ چاپ فیزیک ریاضی دوازدهم ۲ حسابان کتاب بار اولین حاضر مقاله در

است. تحلیل شده

واحد پژوهش این در است. استفاده شده رومی، ویلیام تکنیک با محتوا تحلیل روش از حاضر پژوهش در

و نمودار و «تصاویر تحلیل واحد نیز، تصاویر تحلیل بخش در هست. «جمله» ثبت واحد «متن»، تحلیل

فصل» هر تمارین و کلاس ها در کار و فعالیت ها «سؤالات تحلیل واحد نیز، سؤالات بخش در هستند. جداول»

دوازدهم ۲ حسابان کتاب کل از تصادفی به صورت صفحه ۳۰ کتاب، متن تحلیل برای است. گرفته شده نظر در
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تمرین ۱۵ و کتاب تصاویر تحلیل برای نمودار و جدول و تصویر ۱۵ و شد انتخاب کتاب) حجم درصد ۲۱)

شدند. انتخاب تحلیل برای کتاب تمارین کل از تصادفی به صورت

چهار و فعال مقوله چهار شامل که بررسی شده، مقوله ده به توجه با متن، بخش تحلیل رومی، تکنیک در

غیرفعال مقوله دو و فعال مقوله دو شامل که مقوله چهار با سؤالات است. خنثی مقوله دو و غیرفعال مقوله

مقوله دو و غیرفعال مقوله یک و فعال مقوله یک شامل که رومی، روش مقوله چهار به توجه با تصاویر و هست

کد با غیرفعال مقوله های و m کد با فعال مقوله های مجموع مقاله، این در است. بررسی شده هست، خنثی

بر فعال مقوله های مجموع تقسیم از که است درگیری ضریب نشانگر I همچنین است. گرفته شده نظر در n

می شود. حاصل غیرفعال

دیگر کدگذار توسط دوباره تحلیل شده تصاویر و سؤالات و متن تحلیل، نتایج پایانی سنجش به منظور

شد. مطرح ارزیابی ها در کدگذار دو توافق درصد و گرفتند قرار موردبررسی

کتاب متن ‑کدگذاری

دانش آموز از غیر مشاهدات یا مفروضات : A

کلی اصول یا نتایج بیان : B

تعاریف : C

پاسخ داده شده اند. مؤلف به وسیله بلافاصله و شده آورده متن در که سؤالاتی : D

کند. تجزیه وتحلیل را بالا مفروضات به داده شده پاسخ های دانش آموز تا می کند ایجاب که سؤالاتی : E

آن تحلیل و آزمایش به مربوط مسائل : F

مطرح شده اند. جلب توجه برای و نیامده متن در آن ها پاسخ که سؤالاتی : G

به دست آمده نتایج بیان : H

بیان معنی به مربوط سؤالات : I

نگیرند. قرار فوق مقوله های از هیچ کدام در که جملاتی : J

برای هستند. خنثی آخر مقوله دو و فعال بعدی مقوله چهار و غیرفعال اول مقوله چهار فوق، مقوله های از

کتابی رومی ویلیام عقیده به می کنیم. تقسیم غیرفعال بر را فعال مقوله های مجموع درگیری ضریب محاسبه

0.4 از بزرگ تر کتاب، آن محتوای با دانش آموز درگیری شاخص که است تدوین شده فعال به صورت و مناسب

باشد. 1.5 از کوچک تر و

کتاب تصاویر ‑کدگذاری

است. استفاده شده خاصی موضوع تشریح برای آن ها از که تصاویری : A

انجام را آزمایشی یا فعالیت داده شده، موضوعات از استفاده با تا می خواهد دانش آموز از که تصاویری : B

دهد.
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است. آمده آزمایش یک وسایل جمع آوری شیوه ی تشریح برای که تصاویری : C

نگنجد. فوق مقوله های از هیچ کدام در که تصاویری : D

هستند. خنثی آخر مقوله دو و فعال دوم مقوله غیرفعال، اول مقوله فوق، مقوله های بین در

کتاب تمارین ‑کدگذاری

است. مطرح شده کتاب در مستقیم آن ها جواب که سؤالاتی : A

است. تعاریف استناد به مربوط آن ها جواب که سؤالاتی : B

کند. استفاده جدید درس در خود آموخته های از باید آن ها به پاسخگویی برای دانش آموز که سؤالاتی : C

کند. حل را به خصوص مسئله تا خواسته شده دانش آموز از آن ها در که سؤالاتی : D

هستند. فعال آخر مقوله دو و غیرفعال اول مقوله دو فوق، مقوله های از

می پردازیم: تصاویر) تمارین، (متن، مؤلفه سه این بررسی به زیر در مطرح شده سؤالات از استفاده با حال

هست؟ محور فعالیت دوازدهم ۲ حسابان کتاب متن رومی، ویلیام تکنیک به توجه با آیا .۱

موردبررسی صفحات جملات تمام و انتخاب شده تصادفی به صورت کتاب از صفحاتی سؤال، این به پاسخ برای

محاسبه شده، درگیری ضریب به توجه با آمد. دست به 1.6 درگیری ضریب ،۱ جدول به توجه با گرفت. قرار

بنابراین هست. 1.5 از بیشتر اندکی عدد این است. نوشته شده فعال به صورت دوازدهم ۲ حسابان کتاب متن

می خواهد. فعالیت و تحلیل جمله هر برای دانش آموز از که است به گونه ای کتاب متن گفت می توان

می کند؟ درگیر را دانش آموز دوازدهم ۲ حسابان کتاب تصاویر آیا .۲

هر به مربوط صفحات ۲ جدول در است. انتخاب شده تصادفی به صورت تصویر ۱۵ سؤال این به پاسخ برای

،(1.1) درگیری ضریب به توجه با است. به دست آمده مربوطه درگیری ضریب جدول انتهای در و درج شده تصویر

است. نوشته شده فعال به صورت و می کند درگیر را دانش آموز دوازدهم حسابان کتاب تصاویر

نوشته شده اند؟ فعال شیوه به دوازدهم حسابان کتاب تمارین آیا .۳

به صورت ۲ حسابان کتاب کاردرکلاس های و فعالیت ها و تمارین از سؤال ۱۵ پرسش، این به پاسخگویی جهت

ضریب کد، هر فراوانی آمدن دست به از بعد است. درج شده ۳ جدول در صفحه شماره با همراه و انتخاب تصادفی

به دست آمده(۴)، درگیری ضریب به توجه با شد. محاسبه غیرفعال بر فعال مقوله های مجموع تقسیم از درگیری

سؤالات اکثر به طوری که است، نوشته شده فعال بسیار به صورت ،۲ حسابان کتاب سؤالات که می شود مشخص

دارند. نیاز دانش آموز تحلیل به کتاب در مطرح شده

اصلی نتایج .۲

از یکی و است یادگیری جریان در یادگیری اصول از یکی آموزش امر در یادگیرنده فعال شرکت ازآنجاکه

رومی ویلیام روش کند، مشخص یادگیری جریان در را یادگیرنده فعال مشارکت میزان می تواند که روش هایی
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رومی ویلیام الگوی اساس بر کتاب متن تحلیل :۱ جدول

J I H G F E D C B A

۱ ۰ ۰ ۹ ۰ ۱ ۰ ۴ ۳ ۴ ۱۴ ،۹ ،۸ صفحات

۱ ۰ ۰ ۷ ۰ ۴ ۰ ۲ ۵ ۷ ۲۵ ،۲۴ ،۲۰ صفحات

۲ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۵ ۱ ۷ ۳ ۳۹ ،۳۵ صفحات

۱ ۰ ۰ ۲ ۰ ۷ ۰ ۴ ۱۰ ۰ ۴۹ ،۴۷ صفحات

۱ ۰ ۰ ۳ ۰ ۱ ۱ ۰ ۶ ۰ ۵۷ ،۵۵ ،۵۱ صفحات

۰ ۰ ۱ ۲ ۰ ۰ ۰ ۴ ۱ ۰ ۶۶ ،۶۱ صفحات

۲ ۰ ۰ ۳ ۰ ۰ ۰ ۱ ۷ ۲ ۷۳ ،۷۲ صفحات

۲ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۳ ۱۱ ۰ ۸۹ ،۸۶ صفحات

۱ ۲ ۰ ۲ ۰ ۰ ۴ ۲ ۷ ۰ ۹۷ ،۹۶ صفحات

۰ ۰ ۲ ۶ ۰ ۱ ۴ ۰ ۱ ۹ ۱۰۹ ،۱۰۵ ،۱۰۳ صفحات

۱ ۰ ۰ ۷ ۰ ۲ ۰ ۲ ۱۲ ۱ ۱۱۶ ،۱۱۴ ،۱۱۲ صفحات

۸ ۰ ۴ ۱۸ ۰ ۰ ۰ ۰ ۶ ۰ ۱۳۶ ،۱۲۸ ،۱۲۱ صفحات

۲۰ ۲ ۷ ۶۰ ۰ ۱۶ ۱۵ ۲۳ ۷۰ ۲۶ مجموع
۱۳۴ فعال: مقوله های مجموع

۸۳ غیرفعال: مقوله های مجموع

۲۲ خنثی: مقوله های مجموع

I =
m

n
=

134

83
= 1.6

در پرداختیم. رومی ویلیام تکنیک اساس بر دوازدهم حسابان کتاب محتوای تحلیل به پژوهش این در است؛

حسابان کتاب متن بودن فعال نشانه که هست 1.6 کتاب، متن درگیری ضریب شد مشخص پژوهش، این

دست به 1.1 تصویرها، درگیری ضریب می دهد. تحلیل و دقت و تفکر توانایی فراگیران به که است دوازدهم

ابتدا دانش آموز تصاویر غالب در به طوری که است؛ دوازدهم حسابان کتاب تصویرهای بودن فعال بیانگر که آمد

در به دست آمده نتایج طبق دهد. پاسخ مربوطه سؤالات به سپس کند، تحلیل را داده شده نمودار یا تصویر باید

بیانگر رومی ویلیام تکنیک طبق که آمد دست به ۴ دوازدهم حسابان کتاب سؤالات درگیری ضریب ،۳ جدول

توجه با و آموزشی رویکرد تغییرات به توجه با نوشته شده اند. فعال بسیار شیوه به کتاب سؤالات که است این

باید فعال روش به مطالب ارائه که شود توجه باید آموزشی کتاب های بودن فعال و مشارکتی فرایندهای به

را یادگیری سطح کاهش پایین، درگیری میزان که همان گونه زیرا باشد؛ به جا و درست و هوشمندانه به صورت

راستا این در داشت. خواهد پی در را دانش آموز خستگی نیز، معمول بیش ازحد درگیری میزان دارد؛ پی در



۳۹ رومی ویلیام روش اساس بر ۲ حسابان محتوای تحلیل

رومی ویلیام الگوی اساس بر کتاب تصاویر تحلیل :۲ جدول

D C B A

* ۱۱ صفحه

* ۳۷ صفحه

* ۴۳ صفحه

* ۶۰ صفحه

* ۷۵ صفحه

* ۸۱ صفحه

* ۱۰۲ صفحه

* ۱۰۵ صفحه

* ۱۰۶ صفحه

* ۱۱۲ صفحه

* ۱۱۶ صفحه

* ۱۲۰ صفحه

* ۱۲۴ صفحه

* ۱۲۸ صفحه

* ۱۳۴ صفحه
۷ فعال: مقوله های مجموع

۶ غیرفعال: مقوله های مجموع

۲ خنثی: مقوله های مجموع

I =
m

n
=

7

6
= 1.1

می شود: ارائه زیر پیشنهاد های

نتایج از و دارند کتاب ها آن آموزش با کامل درگیری که باشد معلمانی مشارکت با درسی کتاب های ‑تألیف

شود. استفاده درسی کتاب های محتوای تحلیل

خودداری دانش آموز توانایی از خارج و زیاد اطلاعات حجم با سؤال هایی ارائه از درسی کتاب تدوین ‑در

شود.

را وی ذهنی ظرفیت های و بکشند چالش به را دانش آموزان تدریس درروند می شود پیشنهاد معلمان ‑به



فرجی ح. و عزتی م. ۴۰

رومی ویلیام الگوی اساس بر کتاب تمارین تحلیل :۳ جدول

۱۲ فعال: مقوله های مجموع

D C B A

* ۱ سؤال ۴ صفحه

* ۳ سؤال ۱۰ صفحه

* ۱ فعالیت ۲۶ صفحه

* کلاس در کار ۳۷ صفحه

* ۲ سؤال ۴۴ صفحه

* ۱ فعالیت ۵۴ صفحه

* ۲ سؤال ۵۶ صفحه

* ۵ سؤال ۶۹ صفحه

* ۹ سؤال ۸۳ صفحه

* کلاس در کار ۹۶ صفحه

* ۳ سؤال ۱۰۹ صفحه

* ۵ سؤال ۱۲۸ صفحه

* ۱ سؤال ۱۳۵ صفحه

* ۲ سؤال ۱۳۹ صفحه

* سؤال۱ ۱۴۴ صفحه
۳ غیرفعال: مقوله های مجموع

I =
m

n
=

12

3
= 4

به آماده به صورت مطالب صرفاً و یابند دست نوآوری به سؤالات تحلیل و حل در دانش آموزان تا کنند فعال

نشود. ارائه دانش آموزان

طراحی در می شود پیشنهاد است. شده کم توجهی H گروه سؤالات به کتاب این در ،۱ جدول به توجه ‑با

شود. ویژه ای توجه بخش این به کتاب، سؤالات

مراجع

آزمون در موفق کشورهای و ایران عمومی آموزش دوره علوم آموزش استانداردهای تطبیقی مطالعه رستگار، ط. و بدریان ع. .۱

.(۱۳۸۵) ابتدایی، دوره درسی برنامه در نوآوری همایش در شده ارائه تیمز،

.۱۳۸۸ ویرایش، نشر یادگیری)، و تربیتی(آموزش روانشناسی بیابانگرد، ا. .۲

.(۱۳۹۹) آییژ، انتشارات درسی، کتب محتوای تحلیل مرادی، حسن ن. .۳



۴۱ رومی ویلیام روش اساس بر ۲ حسابان محتوای تحلیل

حیطه و رومی ویلیام تکنیک اساس بر متوسطه اول پایه ۱ ریاضی کتاب محتوای تحلیل کرمی، م. و اسد بیگی پ. کرمی، ز. .۴

.۱۷۹ –۱۶۷ ،(۱۰)۲ ،۳۷ پیاپی دهم، سال ،(۱۳۹۲) درسی، ریزی برنامه در پژوهش فصلنامه بلوم، شناختی

تکنیک اساس بر ۱۳۹۶ چاپ دوم متوسطه دوره یازدهم پایه ی فیزیک) و (ریاضی ۱ حسابان کتاب محتوای تحلیل کمالی، ط. .۵

.(۱۳۹۸) چهلم، شماره بهار، تربیتی، علوم و روانشناسی مطالعات فصلنامه بلوم، شناختی حیطه و رومی ویلیام

،(۱۳۸۷ آموزشی، کمک انتشارات دفتر متون ترجمه گزینش شورای (ترجمه علوم آموزش در کاذب بحران فاکس، د. و گیبس و. .۶

.(۱۹۹۹) جوانه، نشریه

.(۱۳۸۹) دانش، سپهر انتشارات دوم)، انسانی(ویرایش علوم در محتوا تحلیل یوسف زاده، م. و معروفی ی. .۷

حوزه و رومی ویلیام فن اساس بر فیزیک) و (ریاضی دوم متوسطه یازدهم پایه (۱) حسابان کتاب محتوای تحلیل موسی پور، م. .۸

.۷۱ –۸۲ ،(۷)۳ ،(۱۳۹۶) پایه، علوم آموزش در پویش بلوم، شناختی
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10. Ackerman, D. B. & Perkins, D. N. Integrating Thinking and Learning Skills across the
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طبیعی اعداد در گاما تابع برای جدید مدلی

محمدیان∗ رستم

اهواز چمران شهید دانشگاه کامپیوتر، و ریاضی علوم دانشکده ریاضی، گروه
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تبدیلات از قضیه چند و گاما تابع درباره شناخته شده فرمول یک ساده، تکنیکی با ابتدا مقاله این در چکیده.

انتگرال های از برخی می توان آن کمک به که می کنیم اشاره فرمولی به پس ازآن می آوریم. دست  به را لاپلاس

در جدیدی همگرایی نتیجه گوس، انتگرال و آن کمک به هم چنین و کرد محاسبه را راحت نه چندان ناسره

تابع برای جدیدی مدل فرمول، همان کمک به سپس می آوریم. دست به هرمیت چندجمله ای های خصوص

می آوریم. دست به طبیعی اعداد در گاما

پیش گفتار .۱

مبحث و لاپلاس تبدیلات بتا، گاما، تابع اهمیت مهندسی و فیزیک ازجمله علوم شاخه های دیگر و ریاضی در

سری های کمک با ما مقاله این در نیست. پوشیده هیچ کس بر ناسره انتگرال های و سری ها واگرایی یا همگرایی

بخش بندی صورت این به مقاله می  کنیم. بیان مفاهیم این خصوص در را مطالبی نشده، دیده فرمولی و مکلورن

مکلورن سری های هندسی، سری و لاپلاس تبدیل کمک با است مقدماتی اندکی که دوم بخش در که است شده

بخش در می کنیم. ثابت را گاما تابع به مربوط فرمولی دوجمله ای سری کمک با و آورده دست به را معروف

از بهره گیری با چهارم، بخش در می کنیم. ثابت سری ها کمک به فقط را لاپلاس تبدیلات مهم قضایای سوم،

2010 Mathematics Subject Classification. 00A05, 33B15.
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بتا تابع از تعمیمی جمله آن از می یابیم. را آسان نه چندان ناسره انتگرال های از برخی عددی مقدار فرمولی،

می آوریم. دست به گوس انتگرال کمک به البته هرمیت چندجمله ای های خصوص در مهمی همگرایی نتیجه و

درباره بحث به اندکی درنهایت می آوریم. دست به طبیعی اعداد ازای به گاما تابع برای جدیدی نمایش پس ازآن

تمام به جزئیات دیدن برای می توانید دارند عمومی حالت مطالب ازآنجاکه می پردازیم. خاص عددی سری یک

کنید. نگاه مراجع

لاپلاس و دوجمله ای و هندسی سری های .۲

می آوریم. دست به را معروف مکلورن سری های لاپلاس، تبدیلات و هندسی سری کمک با بخش این در

آن بر فرض جمله آن از اشاره کنیم. آن ها به آن که بدون هستند برقرار موردنیاز شرایط تمام که است آن بر فرض

میان به لاپلاس تبدیل از سخن جا هر و بوده برابر معلوم بازه در خود مکلورن بسط با موردبحث توابع که است

برابر سری، یک معکوس لاپلاس و لاپلاس هم چنین است. نمایی مرتبه از و پیوسته تکه تکه به طور تابع می آید

است. آن جملات تک تک معکوس لاپلاس یا لاپلاس با

که x = 1
p

کنیم فرض می گیریم. نظر در را 1
1−x

=
∑∞

n=0 x
n سری 0 < x < 1 فرض با .۱ .۲ مثال

صورت این  در p > 1

1

p− 1
=

∞∑
n=0

1

pn+1

بنابراین

L−1(
1

p− 1
) =

∞∑
n=0

L−1(
1

pn+1
).

درنتیجه

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
.

این  در .p > 0 و x = 1
p

کنیم فرض می گیریم. نظر در را 1
1+x2 =

∑∞
n=0(−1)nx2n سری .۲ .۲ مثال

صورت
p2

p2 + 1
=

∞∑
n=0

(−1)n
1

p2n
.

درنتیجه
1

p2 + 1
=

∞∑
n=0

(−1)n
1

p2n+2
.

بنابراین

L−1(
1

p2 + 1
) =

∞∑
n=0

(−1)nL−1(
1

p2n+2
).



۴۵ گاما تابع

درنتیجه

sin(x) =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
.

آورد. دست به را cosh(x) و sinh(x) و cos(x) توابع مکلورن سری های می توان مشابه کاملا به طور

بیابید. را f(x) آنگاه ،L(f(x)) = p
p2+4

اگر .۳ .۲ مثال

کنیم حل:فرض

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

a2nx
2n +

∞∑
n=0

a2n+1x
2n+1.

بنابراین

L(f(x)) =
∞∑
n=0

a2n
(2n)!

p2n+1
+

∞∑
n=0

a2n+1
(2n+ 1)!

p2n+2
. (۱ .۲)

داریم p > 2 شرط با و هندسی سری داشتن با دیگر طرف از

L(f(x)) =
1

p(1 + 4
p2
)
=

∞∑
n=0

(−1)n
4n

p2n+1
. (۲ .۲)

داشت خواهیم ازآنجا که .a2n+1 = 0 و (2n)! · a2n = (−1)n4n می شود نتیجه (۲ .۲) و (۱ .۲) از

نوشت: می توان بنابراین .a2n = (−1)n4n

(2n)!

f(x) =
∞∑
n=0

a2nx
2n =

∞∑
n=0

(−1)n4n

(2n)!
x2n =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
(2x)2n = cos(2x).

به را گاما تابع به مربوط معروف فرمول یک دوجمله ای سری کمک با و گفته شده تکنیک همان با ادامه در

دوجمله ای سری 0 < x < 1 فرض با می آوریم. دست

(1 + x)m =
∞∑
n=0

(
m

n

)
xn

می گیریم. نظر در را

این صورت در .m = −1
2

کنیم فرض

1√
1 + x

=
∞∑
n=0

(−1
2

n

)
xn.

این صورت در .x = 1
p2

می دهیم قرار

p√
p2 + 1

=
∞∑
n=0

(−1
2

n

)
1

p2n
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درنتیجه و
1√

p2 + 1
=

∞∑
n=0

(−1
2

n

)
1

p2n+1
.

حال

L−1(
1√

p2 + 1
) =

∞∑
n=0

(−1
2

n

)
L−1(

1

p2n+1
)

پس
∞∑
n=0

(−1
2

n

)
x2n

(2n)!
=

∞∑
n=0

(−1)n

22n(n!)2
x2n.

1−)درنتیجه
2

n

)
=

(−1)n(2n)!

22n(n!)2
.

داریم درنهایت و

Γ(
1

2
− n) =

(−1)n22nn!

(2n)!
Γ(

1

2
).

لاپلاس قضایای از برخی .۳

و کنولوسیون قضیه جمله آن از لاپلاس تبدیل به مربوط شناخته شده قضایای تکنیک، همان با بخش این در

f(x) تابع که است آن بر فرض می آوریم. دست به مکلورن سری های کمک با را بتا تابع به مربوط فرمولی

و L(f(x)) = F (p) داریم به علاوه است. موجود f(x) تابع لاپلاس تبدیل هم چنین و مکلورن سری دارای

است. فراهم سیگما و لاپلاس جابجایی شرایط هم چنین

.L(xf(x)) = −F ′(p) آنگاه ،L(f(x)) = F (p) اگر لاپلاس). تبدیل (مشتق ۱ .۳ قضیه

داشت: خواهیم طرفین از گرفتن لاپلاس تبدیل با f(x) =
∑∞

n=0
f (n)(0)

n!
xn کنیم فرض اثبات.

L(f(x)) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!

n!

pn+1
= F (p).

که: است واضح دیگر طرف از

xf(x) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn+1,

و

F ′(p) = −
∞∑
n=0

f (n)(0)
n+ 1

pn+2
.



۴۷ گاما تابع

داشت: خواهیم طرفین از گرفتن لاپلاس تبدیل با دوباره

L(xf(x)) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!

(n+ 1)!

pn+2
=

∞∑
n=0

f (n)(0)
n+ 1

pn+2
= −F ′(p),

است. مطلوب نتیجه همان که

□

آنگاه ،L(f(x)) = F (p) باشیم داشته اگر مشتق). لاپلاس (تبدیل ۲ .۳ قضیه

.L(f ′(x)) = pF (p)− f(0).

داشت: خواهیم طرفین از گرفتن لاپلاس تبدیل با f ′(x) =
∑∞

n=1
f (n)(0)
(n−1)!

xn−1 که است واضح اثبات.

L(f ′(x)) =
∞∑
n=1

f (n)(0)

pn
= p

∞∑
n=1

f (n)(0)

pn+1
.

نوشت: می توان درنتیجه

L(f ′(x)) = p(
∞∑
n=0

f (n)(0)

pn+1
− f(0)

p
) = pF (p)− f(0),

□ است. مطلوب نتیجه همان که

آورد. دست به را f (n)(x) یعنی تابع، ام −n مرتبه مشتق لاپلاس تبدیل می توان فوق روال با مشابه به طور

داد نشان می توان نمونه به عنوان

L(f ′′(x)) = p2L(f(x))− pf(0)− f ′(0).

.L(
∫ x

0
f(x)dx) = F (p)

p
آنگاه ،L(f(x)) = F (p) اگر انتگرال). لاپلاس (تبدیل ۳ .۳ قضیه

که است واضح ∫اثبات. x

0

f(x)dx =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!

xn+1

n+ 1
=

∞∑
n=0

f (n)(0)

(n+ 1)!
xn+1.

داشت: خواهیم طرفین از گرفتن لاپلاس تبدیل با

L(

∫ x

0

f(x)dx) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

pn+2
=

1

p

∞∑
n=0

f (n)(0)

pn+1
=

F (p)

p
,

است. مطلوب نتیجه همان که

□
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داریم f(0) = 0 فرض با آنگاه L(f(x)) = F (p) اگر لاپلاس). تبدیل (انتگرال ۴ .۳ قضیه

.

∫ ∞

p

F (p)dp = L(
f(x)

x
).

بنابراین F (p) =
∑∞

n=1
f (n)(0)
pn+1 داریم دیگر طرف از .L(f(x)

x
) =

∑∞
n=1

f (n)(0)
npn

که است واضح ∫اثبات. b

p

F (p)dp =
∞∑
n=1

f (n)(0)

npn
−

∞∑
n=1

f (n)(0)

nbn

∫درنتیجه ∞

p

F (p)dp = lim
b→∞

∫ b

p

F (p)dp =
∞∑
n=1

f (n)(0)

npn
= L(

f(x)

x
)

□ است. تمام کار و

.L(eaxf(x)) = F (p− a) آنگاه ،L(f(x)) = F (p) اگر (انتقال). ۵ .۳ قضیه

اثبات.

L(eaxf(x)) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
L(eaxxn) =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!

n!

(p− a)n+1
= F (p− a).

□

باشیم. داشته را L(eaxxn) است کافی L(eaxf(x)) دانستن برای به عبارت دیگر

این صورت در باشند. لازم شرایط با تابع دو g(x) و f(x) کنیم فرض (کنولوسیون). ۶ .۳ قضیه

L(f ∗ g) =
∞∑
n=0

n∑
k=0

1

pn+2
f (k)(0)g(n−k)(0).

که است آشکار اثبات.

L(f(x)) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

pn+1
= F (p),

L(g(x)) =
∞∑
n=0

g(n)(0)

pn+1
= G(p).

بنابراین

L(f ∗ g) = F (p)G(p) =
∞∑
n=0

n∑
k=0

1

pn+2
f (k)(0)g(n−k)(0).

□



۴۹ گاما تابع

یک آزمایی، راستی برای آورد. دست به را پیچیده سری های از برخی مجموع می توان فوق فرمول کمک به

می کنیم. ارائه زیر در ساده نمونه

می دانیم کنولوسیون فرمول بر بنا صورت این در g(x) = sin(x) و f(x) = x کنیم فرض .۷ .۳ مثال

L(f ∗ g) = 1

p2(p2 + 1)
.

که دید می توان محاسبات انجام با اکنون

∞∑
n=0

n∑
k=0

1

pn+2
f (k)(0)g(n−k)(0) =

1

p4

∞∑
n=0

(−1)n

p2n
=

1

p4
p2

p2 + 1
=

1

p2(p2 + 1)
.

می گیریم. نظر در را زیر تابع می آوریم. دست به را بتا تابع از ساده تعمیمی ادامه در

Ba(m,n) =

∫ a

0

xm−1(a− x)n−1dx

که دید می توان به راحتی x = at متغیر تغییر با

Ba(m,n) = B(m,n)am+n−1 =
Γ(m)Γ(n)

Γ(m+ n)
am+n−1

این فرمول های کمک به اکنون بتاست. معروف تابع B(m,n) =
∫ 1

0
xm−1(1 − x)n−1dx آن در که

می دهیم. نشان را گزاره این بخش

داشت خواهیم بگیریم معکوس لاپلاس کنولوسیون قضیه طرفین از اگر بتا). تابع (تعمیم ۸ .۳ مثال

f ∗ g =
∞∑
n=0

n∑
k=0

1

(n+ 1)!
f (k)(0)g(n−k)(0)xn+1. (۱ .۳)

داریم دیگر طرف از

f ∗ g =

∫ x

0

f(t)g(x− t)dt =

∫ x

0

[( ∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
tn
)( ∞∑

n=0

g(n)(0)

n!
(x− t)n

)]
dt

=

∫ x

0

( ∞∑
n=0

n∑
k=0

f (k)(0)

k!
tk
g(n−k)(0)

(n− k)!
(x− t)n−k

)
dt

= (
∞∑
n=0

n∑
k=0

f (k)(0)

k!

g(n−k)(0)

(n− k)!

∫ x

0

tk(x− t)n−kdt
)
. (۲ .۳)

می شود نتیجه (۲ .۳) و (۱ .۳) روابط از ∫اکنون x

0

tk(x− t)n−kdt =
k!(n− k)!

(n+ 1)!
xn+1.
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نوشت می توان حروف تغییر ∫با a

0

xm−1(a− x)n−1dx =
(m− 1)!(n− 1)!

(m+ n− 1)!
am+n−1.

مهم فرمولی کمک به انتگرال ها از برخی مقدار یافتن .۴

می کنیم. دنبال را هدف دو لاپلاس، تبدیلات و مکلورن سری های کمک به فرمولی ساختن با بخش این در

دیگری و سری هاست کمک به مجازی انتگرال های از برخی عددی مقدار یافتن و همگرایی دادن نشان یکی

انتگرال های کمک به شفاف به طور آن عمومی جمله دانستن بدون البته سری ها از برخی همگرایی دادن نشان

سری های و اول نوع مجازی انتگرال های که می بینیم گاه آنالیز در ازجمله ریاضی از شاخه هایی در مجازی.

فرمول کرد. اشاره سری ها همگرایی برای انتگرال آزمون به می توان جمله آن از که هم رفتارند نامتناهی عددی

برابر باهم نیز دو آن مقدار هم رفتاری بر علاوه که می دهد نشان می کنیم ارائه را آن هم اینک که بخش این اصلی

را [۵ .۸ .۳ قضیه ،۷] مرجع ازاین دست، نمونه برای دارد. محاسبات در بالایی اهمیت موضوع این و است

قضیه کلی حالت درواقع سری هاست برحسب ناسره انتگرال های محاسبه در مفیدی ابزار که زیر قضیه بنگرید.

پرداختیم. آن به قبل بخش در که است لاپلاس تبدیل انتگرال

آن که فرض با این صورت در باشد. موجود I بازه روی f(x) تابع مکلورن بسط کنیم فرض .۱ .۴ قضیه

داریم x ∈ I − {0}∫ ∞

0

f(x)− f(0)

x
e−pxdx =

∞∑
n=1

f (n)(0)

npn

نوشت می توان بنابراین .f(x) =
∑∞

n=0
f (n)(0)

n!
xn داریم فرض طبق اثبات.

f(x)

x
=

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn−1 =

f(0)

x
+

∞∑
n=1

f (n)(0)

n!
xn−1.

داریم limx→0+
f(x)−f(0)

x
وجود شرط و لاپلاس تبدیل وجود شرط با طرفین، از گرفتن لاپلاس تبدیل با اکنون

L
(f(x)− f(0)

x

)
=

∞∑
n=1

f (n)(0)

n!

(n− 1)!

pn
.

نوشت: می توان درنتیجه

L
(f(x)− f(0)

x

)
=

∞∑
n=1

f (n)(0)

npn
.

داشت: خواهیم لاپلاس تعریف به توجه ∫با ∞

0

f(x)− f(0)

x
e−pxdx =

∞∑
n=1

f (n)(0)

npn
. اصلی) فرمول )

□
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برای نسبت آزمون به آن از پیش اما می کنیم. حساب را سری و انتگرال چند فرمول، این کمک به ادامه در

می کند. بیان را انتگرال و مشتق و حد میان سه گانه ارتباطی اینجا در که می کنیم اشاره سری این همگرایی

برای این صورت در f (n)(0) ̸= 0 باشیم داشته n طبیعی عدد هر برای کنیم فرض نسبت). (آزمون ۲ .۴ نکته

که: گفت می توان مناسب های p

. limn→∞ |f
(n+1)(0)

f (n)(0)
| < p اگر همگراست انتگرال (الف)

. limn→∞ |f
(n+1)(0)

f (n)(0)
| > p اگر واگراست انتگرال (ب)

. limn→∞ |f
(n+1)(0)

f (n)(0)
| = p اگر است بی نتیجه آزمون (پ)

دست به زیر شرح به دیگری انتگرال های محاسبه برای و دیگر حالت در می توان را اصلی فرمول .۳ .۴ نکته

∫آورد. ∞

0

f(x)− f(0)− xf
′
(0)

x2
e−pxdx =

∞∑
n=2

f (n)(0)

n(n− 1)pn−1
.

نوشت: می  توان ∫به طورکلی ∞

0

f(x)−
∑m

k=0
f (k)(0)

k!
xk

xm+1
e−pxdx =

∞∑
n=m+1

f (n)(0)

n(n− 1) · · · (n−m)pn−m
.

دیگری صورت و گرفت نظر در c دلخواه نقطه حول را تابع تیلر بسط ،۱ .۴ قضیه در می توان که کنیم خاطرنشان

آورد. دست به را فرمول ها این از

می کنیم. حساب را زیر انتگرال ،۳ .۴ نکته از نمونه ای به عنوان

بگیریم انتگرال tan−1(x) مکلورن سری از اگر صورت این در f(x) = 1− cos(x) کنیم فرض .۴ .۴ مثال

داشت خواهیم

x tan−1(x)− 1

2
ln(x2 + 1) =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)(2n+ 2)
x2n+2.

داریم x = 1
p

فرض با

1

p
tan−1(

1

p
)− 1

2
ln((

1

p
)2 + 1) =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)(2n+ 2)

1

p2n+2
.

که می شود دیده به راحتی بنابراین
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)(2n+ 2)

1

p2n+2
=

∞∑
n=2

f (n)(0)

n(n− 1)pn−1
.
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داریم: فوق فرمول طبق ∫پس ∞

0

1− cos(x)

x2
e−pxdx = tan−1(

1

p
)− 1

2
p ln((

1

p
)2 + 1).

داشت خواهیم بگیریم حد طرفین از p → 0 وقتی که اگر ∫اکنون ∞

0

1− cos(x)

x2
dx =

π

2

است. شناخته شده نتیجه ای که

می کنیم. بررسی را انتگرال چندین همگرایی اصلی، فرمول کمک به اکنون

به عبارت دیگر .f (n)(x) = sin(x+ nπ
2
) داریم این صورت در .f(x) = sin(x) کنیم فرض .۵ .۴ مثال

f (n)(0) =

0 , n = 2k,

(−1)k , n = 2k + 1.

داریم اصلی فرمول طبق ∫بنابراین ∞

0

sin(x)

x
e−pxdx =

∞∑
n=1

f (n)(0)

npn
=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)p2n+1
= tan−1(

1

p
).

آنگاه ،p = 1 دهیم قرار ∫اگر ∞

0

sin(x)

x
e−xdx =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)
=

π

4
.

می شود نتیجه ∫هم چنین ∞

0

sin(x)

x
= lim

p→0+

∫ ∞

0

sin(x)

x
e−px = lim

p→0+
tan−1(

1

p
) =

π

2
.

داریم این صورت در .f(x) = xm+1

m!
کنیم فرض .۶ .۴ مثال

f (n)(0) =

0 , n ̸= m+ 1,

m+ 1 , n = m+ 1.

داریم اصلی فرمول طبق بنابراین

L(xm) =

∫ ∞

0

xme−pxdx =
m!

pm+1
.

آنگاه ،p = 1 دهید قرار ∫اگر ∞

0

xme−xdx = m! = Γ(m+ 1).
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اصلی فرمول طبق پس ،f (2n)(0) = (−1)n این صورت در .f(x) = cos(x) کنیم فرض .۷ .۴ مثال

داریم

∫ ∞

0

cos(x)− 1

x
e−pxdx =

∞∑
n=1

(−1)n

2np2n
.

داریم هندسی سری طبق طرفی از

p

p2 + 1
=

∞∑
n=0

(−1)n

p2n+1

⇒ p

p2 + 1
=

1

p
+

∞∑
n=1

(−1)n

p2n+1

⇒
∫ p

1

s

s2 + 1
ds =

∫ p

1

1

s
ds+

∞∑
n=1

∫ p

1

(−1)n

p2n+1
dp

⇒ 1

2
ln(

p2 + 1

2
) = ln(p) +

∞∑
n=1

(−1)n

2n
−

∞∑
n=1

(−1)n

2np2n

⇒
∞∑
n=1

(−1)n

2np2n
= ln(p)− ln(

√
p2 + 1

2
) +

∞∑
n=1

(−1)n

2n
= ln(

p
√
2√

p2 + 1
) +

∞∑
n=1

(−1)n

2n

⇒
∫ ∞

0

cos(x)− 1

x
e−pxdx = ln(

p
√
2√

p2 + 1
) +

∞∑
n=1

(−1)n

2n

= ln(
p
√
2√

p2 + 1
) +

∞∑
n=0

(−1)n+1

2(n+ 1)

= ln(
p
√
2√

p2 + 1
)− 1

2
ln 2 = ln(

p√
p2 + 1

).

∫درنتیجه ∞

0

cos(x)− 1

x
e−pxdx =

∞∑
n=1

(−1)n

2np2n
= ln(

p√
p2 + 1

).

داریم p = 1 فرض با

∫ ∞

0

cos(x)− 1

x
e−xdx = −1

2
ln 2.

که دید می توان به آسانی صورت این در a, b > 0 و f(x) = e−(a−1)x − e−(b−1)x کنیم فرض .۸ .۴ مثال

f (n)(0) = (−1)n+1((b− 1)− (a− 1)).
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داریم اصلی فرمول طبق پس

∫ ∞

0

e−(a−1)x − e−(b−1)x

x
e−pxdx =

∞∑
n=1

f (n)(0)

npn
.

داریم p = 1 فرض با

∫ ∞

0

e−ax − e−bx

x
dx =

∞∑
n=1

f (n)(0)

n
=

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
((b− 1)− (a− 1))

=
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
(b− 1)−

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
(a− 1)

= ln(b)− ln(a) = ln(
b

a
).

f (2k)(0) = (−1)k(a2k − b2k) این صورت در .f(x) = cos(ax)− cos(bx) کنیم فرض .۹ .۴ مثال

داریم اصلی فرمول طبق p > 0 برای .f (2k+1)(0) = 0 و

∫ ∞

0

cos(ax)− cos(bx)

x
e−pxdx =

∞∑
n=1

(−1)n
(a2n − b2n)

2np2n

=
∞∑
n=1

(−1)n

2n
(
a

p
)2n −

∞∑
n=1

(−1)n

2n
(
b

p
)2n

=
1

2
ln
(
|p

2 + a2

p2 + b2
|
)
.

داریم p → 0 وقتی که طرفین از حدگیری با

∫ ∞

0

cos(ax)− cos(bx)

x
dx = ln(

b

a
).



۵۵ گاما تابع

به توجه با آنگاه ،f(x) = xg(x) باشیم داشته و باشد مشتق پذیر مرتبه ای هر از g تابع اگر .۱۰ .۴ نکته

داریم لایبنیتز قضیه

f (n)(x) = xg(n)(x) + ng(n−1)(x)

→ f (n)(0) = ng(n−1)(0)

→
∞∑
n=1

f (n)(0)

npn
=

∞∑
n=1

g(n−1)(0)

pn

→
∫ ∞

0

g(x)e−pxdx =
∞∑
n=1

g(n−1)(0)

pn
=

∞∑
n=0

g(n)(0)

pn+1
.

∫∞
0

e−axe−pxdx = با است برابر فوق فرمول چپ طرف این صورت در .g(x) = e−ax کنیم فرض .۱۱ .۴ مثال

داریم g(n)(0) = (−1)nan این که به توجه با دوم طرف برای . 1
p+a

∞∑
n=0

g(n)(0)

pn+1
=

1

p

∞∑
n=0

(−1)n(
a

p
)n =

1

p

1

1 + a
p

=
1

p+ a

می دهد. نشان را آن درستی که

می توان آنگاه ،f(x) = xg(x)ex باشیم داشته و باشد مشتق پذیر مرتبه ای هر از g تابع اگر .۱۲ .۴ نکته

داد نشان

f (n)(x) =
n∑

k=1

n

(
n− 1

k − 1

)
g(k−1)(x).

نوشت می توان اصلی فرمول طبق بنابراین

∫ ∞

0

g(x)dx =
∞∑
n=0

n∑
k=0

(
n

k

)
g(k)(0).

چپ طرف این صورت در .0 < a ≤ 1 باشیم داشته آن در که g(x) = e−ax کنیم فرض .۱۳ .۴ مثال

داریم g(n)(0) = (−1)nan این که به توجه با دوم طرف برای .
∫∞
0

e−axdx = 1
a

با است برابر فوق فرمول

∞∑
n=0

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)kak =

∞∑
n=0

(1− a)n =
1

a

می دهد. نشان را آن درستی که
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انتگرال محاسبه برای .۱۴ .۴ نکته

I =

∫ ∞

0

f(ax)− f(bx)

x
e−pxdx

،I =
∑∞

n=1
g(n)(0)
npn

داریم اصلی فرمول مطابق آنگاه .g(x) = f(ax) − f(bx) دهیم قرار است کافی

به عنوان .I =
∑∞

n=1
f (n)(0)
npn

(an − bn) بنابراین .g(n)(0) = (an − bn)f (n)(0) که است آشکار اما

p > a, b شرط با و نمونه

.I = p(a−b)
(p−a)(p−b)

آنگاه ،f (n)(0) = n اگر (الف)

.I = ln( p−b
p−a

) آنگاه ،f (n)(0) = 1 اگر (ب)

.I = ln( p+b
p+a

) آنگاه ،f (n)(0) = (−1)n اگر (پ)

تساوی می توان سری دو ضرب و اصلی فرمول کمک به این صورت در .f(0) = 0 کنیم فرض .۱۵ .۴ نکته

داد نشان را ∫زیر ∞

0

∫ ∞

0

f(x)f(y)

xy
e−p(x+y)dxdy =

∞∑
n=1

n−1∑
k=0

f (k+1)(0)f (n−k)(0)

pn+1(k + 1)(n− k)
.

است. موردنیاز زیر نکته ابتدا دیگر نمونه ارائه برای

است. برقرار زیر تساوی .۱۶ .۴ نکته

n−1∑
k=0

ak =

[n−1
2

]∑
k=0

a2k +

[n
2
]−1∑

k=0

a2k+1.

می کنیم. حساب را زیر انتگرال .۱۷ .۴ مثال

I =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

cos(x− y)− cos(x+ y)

2xy
e−p(x+y)dxdy.

است چنین فوق انتگرال درواقع

I =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

sin(x) sin(y)

xy
e−p(x+y)dxdy.

حساب فوق فرمول کمک به را آن اینجا در ما است. π2

16
با برابر p = 1 ازای به آن مقدار که است آشکار که

f (2k+1)(0) = چون می کنیم. استفاده ۱۴ .۴ نکته از و f(x) = sin(x) می دهیم قرار بنابراین می کنیم.

داریم ۱۵ .۴ نکته به توجه با f (2k)(0) = 0 و (−1)k

I =
∞∑
n=1

1

pn+1

( [n−1
2

]∑
k=0

f (2k+1)(0)f (n−2k)(0)

(2k + 1)(n− 2k)
+

[n
2
]−1∑

k=0

f (2k+2)(0)f (n−2k−1)(0)

(2k + 2)(n− 2k − 1)

)
.



۵۷ گاما تابع

داریم لازم محاسبات انجام از پس ،n = 2m+ 1, p = 1 دهیم قرار اگر

I =
∞∑

m=0

m∑
k=0

(−1)k

2k + 1

(−1)m−k

2(m− k) + 1

=
( ∞∑
m=0

(−1)m

2m+ 1

)( ∞∑
m=0

(−1)m

2m+ 1

)
=

π

4

π

4
=

π2

16
.

.I =
(
tan−1(1

p
)
)2 داشت خواهیم دلخواه p > 1 برای

همگرایی نتیجه آن کمک به و کرده بیان سری برحسب را گوس انتگرال اینجا در گوس). (انتگرال ۱۸ .۴ مثال

آن در که را f(x) = xeaxe−x2 تابع منظور این برای می آوریم. دست به هرمیت چندجمله ای های برای

که کنیم یادآوری می گیریم. نظر در است شده فرض a > 1

Hn(x) = n!

[n
2
]∑

k=0

(−1)k(2x)n−2k

k!(n− 2k)!

است. زیر شرح به هرمیت چندجمله ای های مولد تابع هستند. هرمیت چندجمله ای های

e2tx−x2

=
∞∑
n=0

Hn(t)

n!
xn

آنگاه ،2t = a دهیم قرار اگر

f(x) =
∞∑
n=0

Hn(
a
2
)

n!
xn+1.

داریم اصلی فرمول طبق بنابراین .f (n)(0) = nHn−1(
a
2
) که دید می توان به راحتی ∫درنتیجه ∞

0

e−x2+(a−p)xdx =
∞∑
n=0

Hn(
a
2
)

pn+1

که دید می توان اما ،.p ≥ a آن در ∫که ∞

0

e−x2+(a−p)xdx =

√
π

2
e

(p−a)2

4

(
1− erf(

p− a

2
)
)

آن در که

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t2dt

داریم درنتیجه است. خطا تابع

∞∑
n=0

Hn(
a
2
)

pn+1
=

√
π

2
e

(p−a)2

4

(
1− erf(

p− a

2
)
)
.
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می رسیم زیر نتیجه به آنگاه ،p = a دهیم قرار اگر

∞∑
n=0

Hn(
p
2
)

pn
=

p

2

√
π

داشت خواهیم آنگاه ،p = 2 کنیم فرض اگر و

∞∑
n=0

Hn(1)

2n
=

√
π

Hn(1) برای گوناگون صورت های به توجه با است. هرمیت چندجمله ای های درباره جدیدی و جالب نتیجه ی که

فرمول به توجه با نمونه به عنوان کرد. اشاره نتایجی به می توان

Hn(1) =
2n+1e√

π

∫ ∞

0

e−x2

xn cos(
nπ

2
− 2x)dx

می شود نتیجه
∞∑
n=0

∫ ∞

0

e−x2

xn cos(
nπ

2
− 2x)dx =

π

2e

فرمول به توجه با یا

Hn(1) =
2n√
π

∫ ∞

−∞
e−x2

(1 + ix)ndx

می شود نتیجه
∞∑
n=0

∫ ∞

−∞
e−x2

(1 + ix)ndx = π.

می رسیم زیر نتیجه به بالا انتگرال دو هر محاسبه با

√
π = 1 + 1 +

1

2
− 1

2
− 5

4
− 1

4
+

23

8
+

29

8
− 103

16
− 335

16
+

257

32
+

3607

32
· · · .

قرار p = 2 اصلی فرمول در و بگیریم نظر در را fm(x) = xe2x−x2
(Hm(x))

2 تابع اگر کلی حالت در

رابطه به توجه با آنگاه ∫دهیم، ∞

−∞
e−x2

(Hm(x))
2dx = 2mm!

√
π

که می شود نتیجه
∞∑
n=1

f
(n)
m (0)

n2n
= 2mm!

√
π.

داریم m = 0 فرض با
∞∑
n=0

Hn(1)

2n
=

√
π



۵۹ گاما تابع

که می شود نتیجه محاسبات انجام از پس و m = 1 فرض با و H0(x) = 1 چراکه بالاست نتیجه همان که

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)Hn(1)

2n
= 2

√
π.

گاما تابع از دیگری نمایش .۵

و فیزیک ازجمله علوم شاخه های تمام در شد معرفی ۱۹۲۹ سال در اویلر توسط بار اولین که گاما تابع

بخش این در می دهیم. نشان را آن ها ادامه در که دارد مختلفی نمایش های تابع این دارد. فراوان کاربرد مهندسی

برای می آوریم. دست به طبیعی مقادیر برای البته آن برای جدیدی نمایش نوشته، این اصلی فرمول کمک به ما

بنگرید. را [۶ ،۲] مراجع گاما تابع درباره دقیق تر اطلاعات

اویلر: نمایش (۱)

Γ(x) =
1

x

∞∏
n=1

(1 + 1
n
)x

1 + x
n

.

اویلر: نمایش (۲)

Γ(x) = lim
n→∞

1 · 2 · 3 · · · (n− 1)

x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n− 1)
nx.

برنولی: نمایش (۳)

Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−tdt.

وایراشتراس: نمایش (۴)

Γ(x) =
e−γx

x

∞∏
n=1

(1 +
x

n
)−1e

x
n ,

آن در که

γ = lim
n→∞

(
n∑

k=1

1

k
− ln(n)) = −

∫ ∞

0

e−x ln(x)dx

= 2

∫ ∞

0

cos(x2)− cos(x)

x
dx
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نمایش به اکنون : جدید نمایش است. برابر 0.577 تقریبی مقدار با دارد نام اویلر‑ماسکرونی ثابت

یک p > 1 و طبیعی عدد یک m آن در که f(x) = xme(p−1)x کنیم فرض می پردازیم. خودمان

که داد نشان می توان این صورت در است. حقیقی عدد

f (n)(0) = n(n− 1) . . . (n−m+ 1)(p− 1)n−m

بنابراین
∞∑
n=1

f (n)(0)

npn
=

∞∑
n=m

n(n− 1) . . . (n−m+ 1)(p− 1)n−m

npn

=
1

pm

∞∑
n=m

n(n− 1) . . . (n−m+ 1)(
p− 1

p
)n−m (۱ .۵)

داشت خواهیم هندسی سری طرفین از گرفتن مشتق بار (m− 1) با دیگر طرف از

(m− 1)!

(1− x)
=

∞∑
n=m−1

n(n− 1) . . . (n−m+ 2)xn−m+1 =
∞∑

n=m

(n− 1) . . . (n−m+ 1)xn−m

می شود نتیجه آنگاه x = p−1
p

دهیم قرار فوق سری در اگر

(m− 1)!pm =
∞∑

n=m

(n− 1) . . . (n−m+ 1)(
p− 1

p
)n−m (۲ .۵)

که می شود آشکار (۲ .۵) و (۱ .۵) رابطه های از اکنون

Γ(m) = (m− 1)! =
∞∑
n=1

f (n)(0)

npn
.

داریم درنتیجه

Γ(m) =
∞∑
n=1

1

npn
dn

dxn

[(
xme(p−1)x

)]
|(x=0).

∑∞
n=1

1
nn سری درباره نکته هایی .۶

و سری این بنابراین است. نامعلوم آن مجموع تاکنون اما همگراست
∑∞

n=1
1
nn سری که است واضح

درباره اندکی آورده ایم دست به که فرمولی طبق ما بخش، این در است. ریاضیدانان موردتوجه آن مجموع مقدار

می شود داده نشان بعد گزاره در که اتحادی می دهیم. نشان دیگری به صورت را آن و می کنیم صحبت سری این

دوم سال دانشجوی رویای به و است ارائه شده سوئیسی ریاضیدان برنولی یوهان توسط ۱۶۹۷ سال در ابتدا

معروف تازه وارد یا اول سال دانشجوی رویای به که (x+ y)n = xn + yn اتحاد با مقایسه در است معروف

شود. مراجعه [۴ ،۷] به بیشتر اطلاعات برای نیست. برقرار کلی حالت در که می دانیم و است



۶۱ گاما تابع

کنید ثابت .۱ .۶ ∫گزاره 1

0

1

xx
dx =

∞∑
n=1

1

nn
.

تابع نمایی مکلورن سری از دوم مرحله در می بریم. کار به را x = e−t متغیر تغییر ابتدا اثبات برای اثبات.

را سیگما و انتگرال جابجایی که می گیریم کمک مرجع همان ۵ .۱ .۳ قضیه از سوم مرحله در می کنیم. استفاده

nt = s متغیر تغییر پنجم مرحله در می کنیم. منتقل واحد یک را n اندیس چهارم مرحله در می کند. تضمین

.Γ(n) = (n− 1)! می کند بیان که می گیریم کمک گاما تابع خاصیت این از آخر مرحله در می بریم. کار به را

نوشت: می توان گفته شده فرآیند بر ∫بنا 1

0

1

xx
dx =

∫ ∞

0

(e−t)−e−t

e−tdt =

∫ ∞

0

ete
−t

e−tdt

=

∫ ∞

0

[ ∞∑
n=0

1

n!
tne−nt

]
e−tdt =

∞∑
n=0

1

n!

∫ ∞

0

tne−(n+1)tdt

=
∞∑
n=1

1

(n− 1)!

∫ ∞

0

tn−1e−ntdt =
∞∑
n=1

1

(n− 1)!
n−n

∫ ∞

0

sn−1e−sds

=
∞∑
n=1

1

(n− 1)!
n−nΓ(n) =

∞∑
n=1

1

nn
.

□

داد نشان می توان ∫هم چنین ∞

0

1

xx
dx =

∫ 1

0

ln( 1
x
)

xx
dx.

.h(x) = ex و g(x) = xexe
−x می کنیم فرض و گرفته نظر در را f(x) = xexe

−x
ex تابع اکنون

داریم اصلی فرمول طبق

∫ ∞

0

exe
−x

exe−pxdx =
∞∑
n=1

f (n)(0)

npn

می آوریم. دست به را زیر نتیجه محاسبات اندکی با و h(n)(0) = 1 اما

g(n)(0) =
n∑

k=2

(
n

k

)
k(1− k)n−k

داشت خواهیم لایبنیتز قاعده بر بنا اکنون .n ≥ 2 آن در که
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f (n)(0) =
n∑

k=0

(
n

k

)
g(k)(0).

داریم درنتیجه

f (n)(0) = n+
n∑

k=2

k∑
r=2

(
n

k

)(
k

r

)
r(1− r)k−r.

داریم ۱ .۶ گزاره به توجه با و p = 2 فرض با

∞∑
n=1

1

nn
=

∫ ∞

0

exe
−x

e−xdx =
∞∑
n=1

1

n2n
f (n)(0)

درنتیجه

∞∑
n=1

1

nn
=

1

2
+

∞∑
n=2

1

n2n
f (n)(0) =

1

2
+

∞∑
n=2

1

n2n
[
n+

n∑
k=2

k∑
r=2

(
n

k

)(
k

r

)
r(1− r)k−r

]

=
1

2
+

∞∑
n=2

1

2n
+

∞∑
n=2

n∑
k=2

k∑
r=2

1

n2n

(
n

k

)(
k

r

)
r(1− r)k−r

داریم درنهایت

∞∑
n=2

1

nn
=

∞∑
n=2

n∑
k=2

k∑
r=2

1

n2n

(
n

k

)(
k

r

)
r(1− r)k−r

=
∞∑
n=2

n∑
k=2

k∑
r=2

1

2n

(
n− 1

n− k, k − r, r − 1

)
(1− r)k−r

کند. کمک آن مجموع مقدار یافتن به شاید که است معروف سری این از دیگری بیان که

می آوریم. دست به را دیگری معروف انتگرال انتها در .۲ .۶ نکته

1

xx
=

∞∑
n=0

(−1)n
xn lnn x

n!
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∫درنتیجه 1

0

1

xx
dx =

∞∑
n=0

(−1)n

n!

∫ 1

0

xn lnn xdx

داریم ۱ .۶ گزاره به توجه با
∞∑
n=0

(−1)n

n!

∫ 1

0

xn lnn xdx =
∞∑
n=0
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استانداردهای و ریاضی آموزش اصول (NⅭTⅯ) کانادا و آمریکا ریاضی معلمان ملی شورای چکیده.

را آن ایران کشور ازجمله کشورها اکثر که است کرده تدوین مدرسه ای ریاضیات برای فرآیندی و محتوایی

در مدرسه ای ریاضی دروس آموزشی برنامه در ایران، در گنجانده اند. آموزشگاهی ریاضی دروس برنامه ریزی در

قالب دو در استانداردها این از استفاده ریاضی دروس تدریس روش های تبیین و درسی منابع تهیه ی ساحت

تحقیقات در اینکه و فرآیندی استانداردهای اهمیت به توجه با می شود. دیده به روشنی فرآیندی و محتوایی

پرداخته شده محتوایی استانداردهای با مقایسه در آن ها به کمتر متوسطه دوره ی به ویژه و مدرسه ای ریاضی آموزش

منابع از اطلاعات جمع آوری و کتابخانه ای تحقیق روش با منسجم به صورت بار اولین برای مطالعه این است،

و تعریف به اسنادی، تحلیل روش به اطلاعات این تجزیه وتحلیل دسته بندی، با و مهم و دست اول اسناد و

با و است پرداخته فرآیندی و محتوایی قبیل از متوسطه دوره ی ریاضی آموزش استانداردهای و اصول معرفی

همچنین است. داده قرار توضیح و کید تأ مورد را استاندارد نوع این فرآیندی، استانداردهای اهمیت به توجه

و برسی مورد مدرسه ای ریاضیات آموزش در آن ها اهمیت و همدیگر با فرآیندی استانداردهای انواع ارتباط

چگونگی به علاوه، است. داده شده شرح و معرفی مدل سازی فرآیندی جدید استاندارد و است قرارگرفته تحلیل

است. ارائه شده دانش آموزان و دانشجویان معلمان، متخصصان، استفاده ی برای آن ها کاربرد

2010 Mathematics Subject Classification. 97C30,97C70, 97D60.
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پیش گفتار .۱

و کند درک به خوبی را خود اطراف دنیای می دهد امکان انسان به و است مهم روزمره زندگی در ریاضیات

مدل سازی را واقعی زندگی موقعیت های تا می سازد قادر را بشر ریاضیات از استفاده کند. مدیریت را خود زندگی

تجزیه وتحلیل و تفسیر برای که مهارت هایی با را افراد کند. ایجاد گاهانه آ پیش بینی های و ارتباطات و کند

.[۳۰] می کند مجهز دارند، نیاز گاهانه آ تصمیم گیری و ریسک ارزیابی مشکلات، حل و ساده سازی اطلاعات،

مانند زمینه هایی در توسعه و تحقیق برای و می کند ایفا فناوری یا علم مانند زمینه هایی در مهمی نقش ریاضیات

به دسترسی جوانان و کودکان به ریاضیات یادگیری است. حیاتی مالی و پزشکی محاسباتی، علوم مهندسی،

و غنی ریاضیات ازآنجایی که می دهد. بیشتر علایق و مطالعات پیگیری برای فرصتی و گسترده تر درسی برنامه

یادگیری .[۴۰] می کند جذب آن ها توانایی های و علایق به توجه با سنی هر در را یادگیرندگان است، محرک

انتزاعی روش به تفکر توانایی و خلاقیت مسئله، حل مهارت های تجزیه وتحلیل، منطقی، استدلال ریاضیات

یادگیرندگان به که می کند استفاده نمادها و اعداد از جهانی زبان یک از ریاضیات زبان می دهد. توسعه را

بر [۳۷] ۱ کنوت و ناردی کنند. مرتبط باهم دقیق و ابهام بدون مختصر، روشی به را ایده ها می دهد امکان

ریاضی مهارت های از استفاده در باید جوان هر یکم، و بیست قرن چالش های با رویارویی برای که باورند این

این است. مهم بسیار می کند ایفا زندگی جنبه های تمام در تقریباً ریاضیات که نقشی درک باشد. داشته اعتماد

مفاهیم فهم و درک و می کند تقویت را مادام العمر یادگیری در جدایی ناپذیر نقشی ایفای برای ریاضیات به نیاز

NⅭTⅯ یا کانادا و آمریکا ریاضی معلمان ملی شورای ازنظر می شود. برخوردار خاصی اهمیت از ریاضیات

موضوعات آموزش صرف مسائل، حل در ریاضی به کارگیری ریاضی در عمل و ریاضی از مناسب درک برای ،۲

مهم بسیار آموزشی روش های و مفاهیم در حدومرزها تعیین و آموزشی برنامه طراحی بلکه نیستند، کافی ریاضی

سیاست های می رسد نظر به که است زیربنایی موضوعات مهم ترین از ریاضی آموزش اصول می باشند. اساسی و

که است قوانینی اصول است، مشخص که همان طور .[۴۳] می شود طرح ریزی آن اساس بر ریاضی آموزش

ریاضی آموزش خاص ویژگی های ریاضی آموزش اصول .[۱۴] می شود پذیرفته تجزیه وتحلیل و اثبات بدون

(عدالت ۳ مساوات را آموزش اصول NⅭTⅯ ،۲۰۰۰ سال در .[۲۱] می کند توصیف را قابل قبول باکیفیت

برای را مورد شش این و کرد اعلام ۸ فناوری و ۷ ارزیابی ،۶ یادگیری ،۵ تدریس ،۴ درسی برنامه آموزشی)،

1Nardi and Knuth
2National Council of Teachers of Mathematics
3Equity
4Curriculum
5Teaching
6Learning
7Assessment
8Technology
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از اصول این تعریف و معنا ،۱ جدول در برشمرد. اساسی و پایه ای جهان از نقطه ای هر در ریاضیات آموزش

،(۱ (جدول بالا جدول در اشاره شده موارد به توجه با است. ارائه شده کانادا و آمریکا ریاضی معلمان شورای دید

ریاضی آموزش اصول :۱ جدول

توضیح و تعریف ریاضی آموزش اصل

است. دانش آموزان تمام از قوی حمایت و مساوات مستلزم ریاضی آموزش در تعالی مساوات

باید برنامه این فعالیت هاست. مجموعه از بیش تر چیزی درسی برنامه یک درسی برنامه ی

پایه ها سراسر در به خوبی که شود متمرکز مهمی ریاضیات بر و باشد منسجم

است. قرارگرفته تحصیلی

می دانند چه دانش آموزان که است درک این مستلزم ریاضی مؤثر تدریس تدریس

آن ها حمایت و انداختن چالش به سپس و دارند چیزی چه یادگیری به نیاز و

آن هاست. یادگیری خوب برای

دانش فعالانه و بگیرند یاد فهم و درک با را ریاضی باید دانش آموزان یادگیری

بسازند. قبلی دانش و تجربه اساس بر را جدید

و است گرفته یاد دانش آموز که باشد مهمی ریاضیات یادگیری حامی باید ارزیابی ارزیابی

بدهد. دانش آموزان به هم و معلمان به هم را مفید اطلاعات

ریاضیاتی بر تکنولوژی است. حیاتی تکنولوژی ریاضی، یادگیری و تدریس در تکنولوژی

می دهد. ارتقاء را دانش آموزان یادگیری و می گذارد تأثیر می شود تدریس که

و مفاهیم یادگیری می توانند توسعه یابند، اصول این با مطابق آموزشی فعالیت های اگر که دارد وجود باور این

و برنامه ریزی در اصول این از آن ها تا کنند قابل درک و جذاب دانش آموزان و معلمان برای را ریاضی محتوای

یادگیری بر که را تأثیری تا هستند تلاش در همیشه ریاضی آموزشگران و معلمان ببرند. بهره خود درس تدریس

هدف این به دررسیدن آن ها به می توانند ریاضی آموزش اصول که دهند افزایش دارند، خود دانش آموزان ریاضی

تدوین برای را زمینه ریاضی آموزش اصول آمریکا، ریاضی معلمان شورای دیدگاه اساس بر .[۳۰] نماید کمک

و عوامل ریاضی، عمل در .[۷] است کرده آماده فرآیندی و محتوایی از اعم ریاضی آموزش استانداردهای

نوع دو بر استانداردها .[۲۰] می نامند ریاضی آموزش استانداردهای را آن ها که کارند در خاصی مهارت های

بخوانند، باید را مباحثی چه اینکه می پردازد محتوا به که محتوایی استانداردهای می باشند. فرآیندی و محتوایی

استاندارد این شود. گنجانده کتاب ها در مقداری  چه تا و مفاهیمی چه دهند، گسترش حدی چه تا را مبحث هر

محتوایی، استانداردهای هست. احتمال و داده ها تحلیل اندازه گیری، هندسه، جبر، عملیات، و اعداد شامل

محتوایی استانداردهای ،۲ جدول در .[۹ ،۱۱] می کنند مشخص را شود تدریس پایه هر در باید که را ریاضیاتی

در که اهداف آن ها و محتوایی استانداردهای است. آمده کامل به صورت آن ها آموزشی برنامه و اهداف منظر از

کریمی هرچند است قابل ذکر می گیرد. قرار مورداستفاده فرآیندی استانداردهای بستر در و گردید ارائه ۲ جدول
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ریاضی آموزش محتوایی استانداردهای :۲ جدول

آموزشی اهداف محتوایی استاندارد

اعداد، دستگاه های و اعداد بین روابط فهمیدن اعداد، نمایش روش های و اعداد درک عملیات و اعداد

معقولانه. زدن تخمین و روان به طور شمردن و آن ها بین ارتباط و ریاضی اعمال مفاهیم درک

و ساختارها تحلیل و نمایش طرز دانستن توابع، و روابط نمونه ها، کردن درک جبر

نمایش برای ریاضی مدل های از استفاده جبری، نمادهای از استفاده ریاضی، موقعیت های

متفاوت. زمینه های در تغییرات تجزیه وتحلیل کمی، روابط درک و

توسعه و چندبعدی و سه بعدی و دوبعدی هندسی اشکال خواص و شاخص ها تحلیل هندسه

از استفاده با مکانی روابط توصیف و مکان ها شناختن هندسی، روابط درباره ریاضی بحث های

تحلیل برای تقارن از استفاده و انتقال کاربردن به نمایش، دستگاه های دیگر و مختصاتی هندسه

و مکانی استدلال ذهنی، تصور و تجسم از استفاده ریاضی، موقعیت های

مسائل. حل برای هندسی مدل سازی

دستگاه ها و واحدها شناخت اشیاء، در قابل اندازه گیری ویژگی های درک اندازه گیری

فرمول های و ابزارها روش ها، از استفاده اندازه گیری، روندهای و

اندازه ها. تعیین برای مناسب

و جمع آوری شود، عنوان داده ها اساس بر می تواند که پرسش هایی تنظیم احتمال و داده ها تحلیل

استفاده و انتخاب پرسش ها، به پاسخ دهی برای مناسب داده های نمایش و کردن فراهم

داده ها. تجزیه وتحلیل برای مناسب آماری روش های از

ریاضیاتی بر تکنولوژی است. حیاتی تکنولوژی ریاضی، یادگیری و تدریس در تکنولوژی

می دهد. ارتقاء را دانش آموزان یادگیری و می گذارد تأثیر می شود تدریس که

مقاله این ولی کرده اند اشاراتی فرآیندی استانداردهای این به مختصر به صورت [۲۱ ،۲۰] گویا و پور فردین

است. کرده ارائه یکپارچه و کامل به صورت را ریاضی آموزش استانداردهای و اصول اولین برای

فرآیندی استانداردهای .۲

ایجاد مسئله، حل بر باید مناسب درسی برنامه که است باور این بر کانادا و آمریکا ریاضی معلمان شورای

در عدالت ایجاد و مناسب زبان از استفاده با ریاضی مفاهیم با ارتباط برقراری ریاضی، مباحث بین ارتباط

و تغییر پی در NⅭTⅯ پیشنهادی راهبردهای که سال هاست باشد. متمرکز دانش آموزان همه برای یادگیری

شورا، این دارد. مفهومی درک بر زیادی کید تأ رویه ای دانش به جای و است معلمان تدریس الگوهای بهبود

می کند توصیه مدرسه ای ریاضیات استانداردهای و اصول کتاب در را ریاضی آموزش در فرآیندی استاندارد شش

کسب روش های فرآیندی استانداردهای می کند. کید تأ ریاضی آموزش در به کارگیری آن ها لزوم بر همچنین و
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،[۲۱] است شده کید تأ استانداردها و اصول در که همان گونه .[۸] می دهند قرار موردبحث را محتوایی دانش

از آن ها یک هر ولی دارند، ریاضی مختلف موضوعات و مباحث از متفاوت ماهیتی فرآیندی، استانداردهای

می کنند مشخص استانداردها این هستند. حاکم مدرسه تحصیلی پایه های همه ی در ریاضی یادگیری فرآیند در

می توانند ریاضیات دادن انجام با دانش آموزان چگونه و شود تدریس باید موردنظر ریاضیات شیوه ای چه به که

پیوند اثبات، و استدلال را فرآیندی استانداردهای کانادا و امریکا ریاضی معلمان شورای .[۱۰] فراگیرند را آن

استاندارد مدل سازی استاندارد که می داند آن کاربرد و مدل سازی و مسئله حل گفتمان، بازنمایی، ارتباطات، و

اضافه شده ۲۰۲۰ سال در NⅭTⅯ طرف از ریاضی آموزش فرآیندی استانداردهای به به تازگی که است جدیدی

کامل آن ها تشریح و توضیح به مقاله این در ریاضی، آموزش در فرآیندی استانداردهای اهمیت دلیل به است.

است. پرداخته شده

کانادا و آمریکا ریاضی معلمان ملی شورای داشته اند بیان [۴] دافعی و امام جمعه اثبات. و استدلال .۱ .۲

را دانش آموزان همه ی باید دوازدهم پایه ی تا پیش دبستانی از آموزشی برنامه های که است معتقد (NⅭTⅯ)

بسازند ریاضی حدسیه های دهند؛ تشخیص ریاضی، اساسی جنبه های به عنوان را اثبات و استدلال تا سازد قادر

مختلف انواع کنند؛ ارزیابی را آن ها و بسازند ریاضی اثبات های و ادعاها کنند. تحقیق آن ها، به درستی راجع و

عبارت اثبات تعاریف پرکاربردترین و ساده ترین از یکی کنند. استفاده و انتخاب را اثباتی روش های و استدلال

کرد توجه آن به باید تعریف این در که نکته ای قابل قبول. حقایق از منطقی و معقول استدلال یک از است

موضوعی کردن معلوم برای قبلی دانسته های از استفاده و آوردن دلیل استدلال است. استدلال و اثبات تفاوت

اثبات دهد نتیجه به درستی را موردنظر موضوع که استدلالی از استفاده .[۷] است بوده مجهول ابتدا در که

در اثبات نقش ریاضی، آموزشگران نظر به توجه با باورند این بر [۲۸] ۹ هولمز و مکنزی برگر، می گویند.

دانش با ارتباطات ایجاد عبارت؛ یک درستی چرایی توضیح عبارت؛ یک درستی تائید می توان را ریاضی

به دانست. موضوعی اصل نظام یک در عبارت ها کردن نظام دار و ریاضی در جدیدی خلق یا کشف ریاضی؛

است استنتاجی علم یک ریاضی که ندارد مخالفتی ادعا این با ریاضی، جامعه ی در هیچ کس که می رسد نظر

اولیه موضوع اصول و ایده ها با ریاضی ریاضیدان ها، مشترک دیدگاه مبنای بر است. اثبات آن مشخصه ی و

اصل که هم قضیه هایی تمام می شوند. تعریف بعدی ایده های تمام به وسیله ی آن ها، سپس و می شود شروع

محققان .[۱۷] می شوند اثبات استنباطی، مشخص قوانین به وسیله ی و موضوع اصول از نیستند، موضوع

و درک که می دهند نشان خود تحقیقات در و داده اند قرار موردبحث ریاضیات در را اثبات و استدلال اهمیت

فهم استدلال، بدون که معتقدند از آن ها برخی است. غیرممکن اثبات، و استدلال بر کید تأ بدون ریاضی فهم

که دانشی می دهند نشان خود تحقیقات در همچنین، آن ها می کند. پیدا رویه ای و ابزاری جنبه تنها ریاضی

علمی به عنوان ریاضیات هنگامی که باشد. غیرمستدل و غیرمنطقی می تواند به راحتی است، کردن توجیه فاقد

حتی شود؛ بازسازی می تواند به راحتی به دست آمده دانش می شود، گرفته یاد رویه ها از مجموعه ای به جای مستدل
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جدید دانش بین که می دهد اجازه یادگیرندگان به ریاضی استدلال می کند. فراموش را رویه ها حافظه، وقتی که

ریاضی فعالیت های می کند کمک دانش آموزان به ریاضی استدلال درواقع، کنند. برقرار اتصال قبلی دانش و

.[۳۸] دهند ارتباط دیگر موقعیت های به را مفاهیمشان و ببینند پیوسته و منسجم مجموعه ی یک به عنوان را

منحرف را ما می توانند چشم ها زیرا کند، ثابت نمی تواند مشاهده طریق از استدلال که معتقدند ریاضیدانان

دارد. بستگی ابزار به دقت نتیجه گیری، از حاصل اعتبار و اطمینان زیرا کند، ثابت نمی تواند اندازه گیری کنند.

.[۳۳] نیست پایدار و باشد احتمالی می تواند آزمایش از حاصل نتایج زیرا نمی کند، ثابت به طورقطع نیز آزمایش

آنچه و اثبات اهداف و نقش مورد در مختلفی دیدگاه های و نظرات نیز ریاضیدانان بین موارد، برخی در البته

ریاضیدانان برای منطقی استدلال های و اثبات اهمیت که همان گونه می شود. مشاهده می سازد، را اثبات یک

آموزش در را ریاضی اثبات و استدلال معنای و اهمیت باید نیز معلمان و دانش آموزان است، مشخص شده

تائید مشاهده توسط علم درحالی که است. استدلال ریاضیات، اساس که داشت توجه باید .[۱۳] کنند درک

اثبات ها در ریاضیات جوهره ی بنابراین می گیرد. قرار تائید مورد منطقی استدلال توسط ریاضیات می شود،

که هستند معتبر زمانی تنها ریاضی، نتایج کرد. توجه اثبات، و حدسیه مثال، بین تفاوت به باید و است نهفته

ولی داد نشان مستقیم به طور حالت ها از محدودی تعداد در را نتایج درستی می توان .[۱۶] شوند اثبات دقیقاً

است خاص حالت های همان به مربوط تنها است، داده شده نشان به آن ها آنچه تمام که بدانند باید دانش آموزان

را گام چهار ۱۰ لايتنر حدس. یک برای است شاهدی تنها است، نرسیده اثبات به کاملا نتیجه آن که زمانی تا و

موقعيتی نخست است؛ ۱۱ پوليا روش به مسئله حل مراحل مشــابه تقریباً كه می كند معرفی اســتدلال فرايند در

كه می كند تــلاش شــخص دوم، كرد. اقدام بايد چگونه نيست مشخص كه می شود پيدا دشوار و سؤال برانگیز

راهبرد آيا كه می كند بررســی سپس كند). كشف يا و بســازد آورد، ياد (به كند انتخاب مسئله حل برای راهبردی

اجرای كه مرحله اين سوم، بود. خواهد ديگری راهبرد دنبال به نه، اگر و نه يا می كند حل را مسئله موردنظر،

پی در شــخص كه بدین صورت شود؛ حمايت تأييدكننده استدلال های طريق از می تواند می شــود، نامیده راهبرد

مرحله چهارم، می شود. اجرا و انتخاب ديگری راهبرد دوباره وگرنه می آيد؟ كار به موردنظر راهبرد آيا كه است آن

[۵] همکاران و باکویی .[۵] می آيد دست به كلی نتيجه ی يک بالا مراحل طي از بعد نتيجه گيری، يعنی آخر

روی از که تقليدی؛ استدلال از عبارتند كه می شود قائل تمايز استدلال نوع دو بين نيز لايتنر که کردند مشخص

مثال، برای حافظه)، به (مربوط يادسپاری؛ به اسـتدلال قبیل از دارد نوع دو و می شود گرفته ياد تكرار و عادت

معلم توسط حل شده يا درســی كتاب در معين و كامل جواب يك از اســتفاده با را مسئله يك كه دانش آموزی

دوم، می شود. حل معين رويه ای بردن كار به طريق از مسئله يك آن در که الگوريتمی؛ اسـتدلال و می كند حل

مهم تفاوت هستند. رياضی اصول اساس بر كه است جديد استدلال های از دنباله ای شــامل خلاقانه؛ اسـتدلال

درحالی که نيست، تحليلی و مفهومی تفكر شــامل ضرورتاً اول نوع كه است اين خلاقانه و تقليدی اســتدلال بين
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كه را اســتدلالی فعاليت نوع پنج است. ضروری خلاقانه استدلال برای تفكری فراينــد چنين لايتنر، گفتــه به

می شوند؛ مطرح چنين هستند، سلسله مراتب دارای و می شــود توجه آن ها به اثبات از پيش قلمرو در عمومــاً

معين مسائل كشف برای قوانين يا الگوها ساخت و شناخت مهارت، اولين الگوها. سـاخت و شـناخت اول،

طريق از الگوها توصيف به شروع دانش آموزان اول، مرحله بر تسلط از پس الگوها؛ توصيف دوم، است.

سوم، می كنند. روايتی) توصيف مثلا) غيررسمی يا جبری) نمادهای از (استفاده رسمی به صورت قانون گذاری

كــه هستند قادر يعنی می كنند. حدسيه سازی دانش آموزان دوم مرحلــه ی بــر تســلط از پــس که حدسيه سـازی

نمی دانند. را كردن اثبات ضرورت هنوز آن ها گرچه است؛ درســت به طورکلی كه كنند بيان را قانونی يا الگو

حدسشان درستی خاص، مورد و مثال چند بررسی با دانش آموزان است ممكن که استقرایی استدلال چهارم،

درک صوری، اثبات استنتاجی، استدلال است. درست هميشه موردنظر گزاره كه بگويند پنجم، و كنند تأييد را

و اثبات موارد از خلف برهان و بازگشتی استنتاجی، استدلال استقرایی، استدلال تمثیلی، استدلال شهودی،

.[۱۳] است حل کردنی حتی و اثباتی مسائل حل در استدلال

این که برای که است عقیده این بر [۲۷] ۱۲ آزوبل مفهومی). (ارتباطات ارتباطات و اتصالات .۲ .۲

آموخته باید که مفاهیمی بین رابطه ای باید یادگیرنده ابتدا، است. لازم شرط سه بیافتد اتفاق معنادار یادگیری

برقرار ارتباط بتواند تا باشد جدید مطالب با مرتبط خاص دانش دارای باید یادگیرنده دوم، کند. احساس شود،

ارتباطات درک کند. مرتبط داشته قبلا که دانشی به را جدید دانش بخواهد عملی به صورت یادگیرنده سوم، کند.

کنترل و پیچیده موقعیت های توصیف برای کردن توانمند به منظور دانش آموزان توسط ریاضیات در اتصالات و

ایده یک که می شود تعریف اتصالاتی کیفی و کمی اندازه به عنوان فهمیدن درواقع است. ضروری وضعیت ها دقیق

دست یافت، آن به ریاضی یادگیری فرآیند در باید که مهم بسیار اهداف از یکی .[۲] دارد فرد موجود ایده های با

رشته ها دیگر با ریاضی مفاهیم بین همچنین و ریاضی موضوعات خود بین اتصال و ارتباط برقراری توانایی

برنامه های است کرده اعلام [۳۸] کانادا و آمریکا ریاضی معلمان ملی شورای .[۲۹] هست یادگیرندگان توسط

ایده های بین ارتباط که بدهد را امکان این دانش آموز هر به باید دوازدهم کلاس تا پیش دبستانی از آموزشی

تا می شوند متصل یکدیگر به ریاضی ایده های چگونه که کند درک کند؛ استفاده از آن ها و بشناسد را ریاضی

ارتباطات ببرد. کار به و بشناسد آن از خارج زمینه های در را ریاضیات نهایتاً و کنند ایجاد منسجم کل یک

ریاضی ارتباط همچنین و ریاضی موضوعات چندگانه، بازنمایی های روش ها، مفاهیم، بین رابطه یعنی مفهومی

یادگیری و درک ارتباطات، این شناخت و یکدیگرند با ارتباط در ریاضی ایده های و مفاهیم موضوعات. سایر با

میان و ریاضیات مباحث میان در اتصال و ارتباط برقراری کردن تسهیل .[۲۱] می سازد عمیق تر را ریاضیات

یابند، دست آن به کودکان می خواهیم که گسترده ای درک ایجاد برای یادگیری حوزه های دیگر و ریاضی مباحث

توانمندتر ریاضی یادگیری در کودکان ریاضی، مختلف ایده های بین ارتباطات، شدن روشن با است. مهم بسیار

به تنهایی معمولا دانش آموزان از بسیاری و نمی دهد رخ تصادفی و اتفاقی به طور ارتباط برقراری می شوند.

12Ausubel



۷۳ متوسطه دوره ی ریاضی آموزش استانداردهای و اصول

بنابراین کرد. مشخص را به وضوح آن ها باید بلکه دهند، تشخیص را روابط این مفهومی ارتباطات نمی توانند

اتفاق صورتی در آموزش مؤثرترین درواقع، کنند. برنامه ریزی ارتباطات این کردن روشن برای باید معلمان

دانش آموزان و معلمان با تعامل طریق از و کنند شروع شده دانسته قبل از دانش از دانش آموزان که می افتد

مستقیم به طور ارتباطات، این رشد برای برنامه ریزی درنتیجه، دهند. قرار کارشان مبنای را دانسته ها این دیگر،

برخی [۴۴] ۱۳ یو .[۳۸] می کند کمک کودکان یادگیری بهبود به هم و می دهد افزایش را تدریس کارایی هم

کردن پیدا از عبارتند شاخص ها این می کند. بیان را ریاضی اتصال و ارتباط برقراری توانایی شاخص های از

ریاضیات از استفاده ریاضی؛ موضوعات بین رابطه درک رویه ها، و مفاهیم از مختلف بازنمایی های بین رابطه

دیگر رویه ی و رویه یک بین ارتباط یافتن مشابه؛ روش یا معادل مفهوم درک روزمره؛ زندگی و علوم سایر در

برای موضوعات. سایر و ریاضی بین و ریاضی موضوعات میان در اتصالات کاربردن به معادل؛ نمایش در

اتصال و ارتباط همچنین و جغرافیا و فیزیک مانند علومی و ریاضی مفاهیم بین اتصال و ارتباط ایجاد مثال

آموزش فرآیند در استاندارد این کاربرد مظاهر از انتگرال مفهوم با حد مفهوم نمونه به عنوان ریاضی مفاهیم خود

است. ریاضی

چیز یا تمثیل از استفاده با که است مفهوم یک بهتر درک بازنمایی ریاضی). (نمایش های بازنمایی .۳ .۲

یادگیری آموزش، برای که می کنند وادار را دانش آموزان بازنمایی ها همچنین می شود. استفاده آن برای دیگر

و شناسایی را مفهوم اجزای و کلی گسترده، ابعاد و کنند توجه آن به جهت چند از مفهوم، یک تعمیم دادن و

ذهن در آنچه و اطلاعات و داده ها نمایش به مربوط بازنمایی مهارت .[۱۸] کنند تعیین را عناصر بین رابطه

دیگران با ارتباط برقراری و مطالب بهتر درک برای بسیاری کمک مهارت این هست. می گذرد، دانش آموز

آنچه و داده ها نمایش به مربوط مهارت این مختلف. روش های با ریاضی مفهوم یک دادن نشان یعنی می کند،

دنیای بازنمایی از عبارتند ریاضی مفاهیم بازنمایی روش های از برخی هست. می گذرد، دانش آموز ذهن در

آموزشی برنامه های که باورند این بر سیفی و سراجی .[۱۸] فیزیکی و ذهنی نمادین، کلامی، تصویری، واقعی،

استفاده و ایجاد مانند مواردی تا بدهد را امکان این دانش آموز هر به باید دوازدهم کلاس تا پیش دبستانی از

نمایش های میان از ترجمه و اعمال، انتخاب، ریاضی؛ ایده های ارتباط و ثبت، سازمان دهی، برای نمایش از

و اجتماعی فیزیکی، پدیده های تفسیر و مدل سازی برای بازنمایی ها از همچنین و مسائل حل برای ریاضی

دادن تعمیم و یادگیری آموزش، برای که می کنند وادار را دانش آموزان بازنمایی ها کند[۱۲]. استفاده ریاضی

بین رابطه ی و شناسایی را مفهوم اجزای و کلی گسترده، ابعاد و کنند مراجعه آن به جهت چند از مفهوم، به

ریاضی مفاهیم نمایش برای همگی غیره و علائم و نمادها جدول ها، نقشه ها، نمودارها، کنند. تعیین را عناصر

مسائل حل و ریاضی ایده های تجزیه وتحلیل و درک و فهم برای ابزاری به عنوان ریاضی نمایش های از هستند.

نمایشی صورت های از شکل هر دانش آموز بنابراین می شود. استفاده مسئله گونه موقعیت های توضیح و مختلف

ارائه دانش آموزان به مرتبط به طور بازنمایی چند وقتی گیرد. کار به مناسب جای در و دهد تشخیص باید را
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از استفاده در ناتوانی می شوند. یادگیرندگان انتزاعی درک باعث بیشتر منفرد، بازنمایی های به نسبت می شود،

ریاضی اشیای فهم در مشکلاتی آمدن وجود به باعث یکدیگر، به آن ها ارتباط و اتصال و متفاوت بازنمایی های

حل می توانست به سادگی مسئله گرافیکی، بازنمایی یک کمک به آن ها در که دارند وجود مثال هایی می شود.

به و سازگارتر آن ها قبلی تجربه های با که بودند کرده استفاده نمادین یا عددی بازنمایی از دانش آموزان ولی شود،

آن ها از ریاضی مسائل حل و یادگیری در که بازنمایی هایی .[۲۲] بود قرارگرفته کیدشان تأ مورد بیشتری، میزان

دست ورزی (ابزار فیزیکی بازنمایی واقعی)، دنیای (وضعیت های ملموس بازنمایی از عبارتند می شوند استفاده

تصویری بازنمایی می کنند)، پیدا معنا می دهند انجام که اعمالی اساس بر و ندارند خاصی معنای به تنهایی که

جملات و کلمات آن طریق از که نوشتاری بازنمایی و روزمره) (زبان گفتاری بازنمایی تصویرها)، و (شکل ها

شکل، یک رسم یا مشاهده از دانش آموزان تصویری، بازنمایی در مثال برای .[۲۶] می گیرند خاصی معنای

استفاده آن با کردن برقرار ارتباط و ریاضی مفهوم یک درباره کردن فکر برای شهودی به طور تصویر، یا نمودار

گره خورده به هم فرآیند دو ریاضی یادگیری در گفتمان و بازنمایی است معتقد سخت [۱۸] قربانی می کنند.

کمک دانش آموزان به تا می دهند انجام ریاضی گفتمان برای معلمان که طرح ریزی هایی و ویژه توجه می باشند.

شود. ریاضی یادگیری از طبیعی بخش یک به تبدیل می تواند باشند داشته بازنمایی خویش یادگیری بر که کنند

که استراتژی هایی دادن شرح و مسئله یک جواب دادن توضیح می توانند نیز ابتدایی دوره ی دانش آموزان حتی

بلند صدای با بگیرند یاد تا کرد کمک متوسطه اول دوره ی دانش آموزان به می توان بگیرند. یاد را می برند بکار

کنند. بازنگری را خود استدلال های خود هم کلاسی های و معلم سؤال های به پاسخ گویی برای تلاش در و کنند فکر

.[۳۱] آورد خواهند به دست را خود ریاضی افکار ثبت و دادن سازمان مهارت دانش آموزان تجربیاتی چنین با

گفتمان. .۴ .۲

که می کنند توصیف این گونه را گفتمان استاندارد مدرسه ای، ریاضیات استاندارد های و اصول به توجه با

گفتمان .[۲۵] است آن یادگیری و یاددهی جریان از مهمی بخش و ریاضی از ضروری بخش یک گفتمان

پنداشتی یا ایده ای وقتی می داند. فرد یک که آنچه شفاف شدن و اندیشه ها گذاشتن میان در برای است وسیله ای

آن درنهایت تا می شود موشکافی و تأمل آن مورد در و شده کردن بحث برای موضوعی به تبدیل می شود بیان

کمک اندیشه ها تداوم و معانی شکل گیری ریاضی، مفاهیم ساخته شدن به فرآیندی چنین شود. اصلاح پنداشت

و خودشان فکری انتقال یافته های برای چالشی در زمانی که دانش آموزان می بخشد. عمومیت به آن ها و می کند

خواهد آن ها شدن منطقی تر برای کمکی این و می کنند فکر ریاضی استدلال و ریاضی درباره ی دارند قرار دیگران

بسط را خودشان دانسته های تا است دانش آموز برای فرصتی دیگران توضیحات خواندن یا دادن گوش بود.

شدن پیدا چگونگی درباره ی گفت وگو بیاموزند. را دیگران کردن متقاعد چگونه و کردن استدلال درست و دهند

و نصر دافعی، .[۳] شد خواهد موردنظر مبحث به دانش آموزان جلب توجه موجب ریاضی ایده های و اندیشه ها

افکار دانش آموزان اول، است، تشکیل شده استاندارد زیر چهار از گفتمان استاندارد داشته اند بیان [۱۰] مقدمی

افکار باشند قادر دانش آموزان دوم، کنند. تثبیت را آن ها و کنند سازمان دهی گفتمان ضمن در را خود ریاضی
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و مرتبط را خود ریاضی افکار دانش آموزان سوم، کنند. ارزشیابی و تجزیه وتحلیل را دیگران استراتژی های و

قادر دانش آموزان چهارم، دهند. انتقال دیگران و معلم ها و هم کلاسی ها به واضح و شفاف به طور و یکپارچه

ریاضی معلمان ملی شورای ببرند. بکار ریاضی ایده های بیان برای آشکار و روشن به طور را ریاضی زبان باشند

وقتی بخصوص هستند راه حل یک توجیه برای کردن بحث درگیر که دانش آموزانی معتقدند [۳۸] کانادا و آمریکا

متفاوتی نقطه نظرات احتمالا که هم کلاسی هایشان کردن متقاعد برای تلاش در و باشد مواجه مخالفی نظر با

می کنند کید تأ [۴۱] ۱۴ شلسینگر و پاتریک سیلور،کیل شد. خواهند نائل ریاضی از بهتری فهم و درک به دارند

دفاع خود معلم و هم کلاسی ها مقابل در خود استدلال از و می دهد ارائه را مسئله حل روش دانش آموزی وقتی

درباره ی عمیقی بصیرت می رود کلنجار شده است معما یک او ذهن در که چیزی با هنگامی که یا و می کند

کمک ریاضی جدید مفاهیم یادگیری در دانش آموزان به می تواند ریاضی در گفتمان می آورد. دست به افکارش

بیان و تشریح توضیح، شفاهی به طور می کنند، حرکت واقعی موقعیت یک در آن ها حالت این در چون کند.

به تا می گیرند کار به را ریاضی نمادهای و می نویسند، می گیرند، خدمت به را شکل ها و نمودارها می کنند، علت

را ریاضی ابزارهای همه دیگران کردن متقاعد و خود ایده های از دفاع برای یعنی آن ها برسند. دارند که هدفی

رویدادها این دیگر بازدهی می شود. قابل شناسایی آن ها بدفهمی های میان این در و می گیرند بکار و می شناسند

معلم با می افتد اتفاق درس کلاس در که یادگیری مسئولیت در که می آورند یاد به دانش آموزان که است این

جمعی در ریاضی درباره ی اندیشه هایی و تصورات که زمانی است معتقد [۳۴] ۱۵ لمپرت هستند. شریک خود

مفید معلم برای هم و به عهده دارند را بحث از بخشی زیرا است، مفید دانش آموزان برای هم می شود مطرح

درس کلاس در محیطی باید معلمان شود. آشنا بیشتر دانش آموزان یادگیری فرآیند با می تواند همچنین است،

ابتدایی دوره ی دانش آموزان کنند. بیان را خود اندیشه های و تصورات آزادانه بتوانند دانش آموزان که کنند ایجاد

دارند نیاز معلم کمک به بگذارند میان در یکدیگر با را خود اندیشه های و پنداشت ها تصورات، برای اینکه نیز

دانش آموزان باشد. شفاف و واضح دانش آموزان سایر برای کافی اندازه ی به که شود انجام روشی به کار این تا

را کلاسی بحث های در شرکت مسئولیت به تدریج باید متوسطه دوره ی اوایل و ابتدایی دوره ی آخر سال های

کردن، بیان ساده تر زبان به کردن، گوش در آن ها توانایی و باشند مسئولیت  پذیر یکدیگر مقابل در و بپذیرند

بحث های در کردن شرکت دانش آموزان از بعضی برای یابد. افزایش کردن تفسیر را دیگران نظر و پرسیدن سؤال

آمدن چشم به متوسطه اول دوره ی دانش آموزان برای مثلا است. مشکل آفرین حدودی تا و چالش برانگیز کلاسی

چیزی چه آن ها که بداند معلم ندارند دوست سن این در دانش آموزان است. آمیز اکراه گروهی فعالیت های در

می کنند فکر آن ها که موقعیتی در گرفتن قرار یا کردن سؤال و پرسیدن از می کنند سعی بنابراین نیستند. بلد را

محیط یک ایجاد در می تواند معلم بااین حال .[۲۱ ،۲۰] کنند اجتناب شود تعبیر آن ها نبودن بلد به می توانند

از باید می شوند، فارغ التحصیل دبیرستان از دانش آموزان که زمانی شود. موفق کردن بحث برای کلاسی خوب

14Silver, Kilpatrick and Schlesinger
15Lampert



هاشمی ن. ۷۶

ارائه را شفافی و کامل بحث های باید و آن ها باشند برخوردار کردن بحث و کردن صحبت درونی قابلیت های

است باور این بر [۳۸] کانادا و آمریکا ریاضی معلمان شورای کنند. دفاع خود از جامعه در بتوانند تا کنند

می یابند. توسعه و پالایش شده می گیرند، قرار متفکران انتقادهای مورد و می شوند ردوبدل پنداشت ها که زمانی

ریاضی است. گفتمان و همکاری گروهی، کار نیازمند فزاینده ای به طور کار محل در تغییرات حاضر، حال  در

جهت در دارد. کید تأ نوشتاری و زبانی پنداشت های شفاف انتقال توانایی بر روزافزونی به طور دانشگاه ها در

خود ریاضی پنداشت های مؤثر تدریس و دادوستد توانایی باید دبیرستانی، دانش آموزان آینده، برای شدن آماده

بر آن هاست. بازتاب و پنداشت ها دادوستد برای فرصتی درواقع دیگران با تعامل باشند. داشته دیگران با را

است. ریاضی یادگیری در پایه ای و اساسی عنصر یک گفتمان بنابراین

مسئله. حل .۵ .۲

است بیان شده این گونه مسئله حل استاندارد درباره ی ،[۳۸] ۲۰۰۶ سال در NⅭTⅯ منتشرشده سند در

ریاضی دانش تا سازد قادر را دانش آموزان همه ی باید دوازدهم پایه ی تا پیش دبستانی از آموزشی برنامه های که

را می آیند وجود به دیگر موقعیت های یا ریاضیات در که را مسائلی بسازند؛ مسئله حل طریق از را خود جدید

مسئله ی حل فرآیند بر به کارگیرند؛ را متناسب و متفاوت راهبردهای از گستره یک مسائل، حل برای کنند؛ حل

به عنوان مسئله حل نیز ایران ریاضی درسی برنامه ی راهنمای سند در باشند؛ داشته بازبینی و تأمل ریاضی،

از بسیاری در هنوز بااین وجود، .[۱۵] است قرارگرفته موردتوجه ریاضی تفکر اساسی مهارت های از یکی

یادگیری طریق از معلومات و دانش کسب بر کید تأ درسی برنامه های اجرای و تدریس جریان در امروز مدارس

چندانی کوشش مسئله حل فرآیند طریق از تفکر مهارت های آموزش برای معمولا و است حفظی و طوطی وار

داشتن معنای به و مسئله حل در مهارت و توانایی را ریاضیات بر تسلط پولیا آن که حال نمی گیرد. صورت

ضرورت از است عبارت پولیا دیدگاه از مسئله است. دانسته نو آفرینی نیروی و سلیم عقل اندیشه، استقلال

غیرقابل دسترس وسیله این امر بدو در که هدفی، به رسیدن برای مناسب، وسیله ای گاهانه ی آ جست وجوی

تعریف فعالیتی را مسئله ۱۶ [۴۲] شونفیلد .[۲۴] است وسیله این کردن پیدا معنای به مسئله، حل هست.

ریاضی وسیله ی و کند پیدا آن برای راه حلی که دارد تلاش و است درگیر علاقمندانه دانش آموز، آن در که می کند

را مسئله حل انجام برای لازم رفتار و دانش او ندارد. را برسد هدف به آن با که آماده ای قبل از و دسترس در

و آمریکا ریاضی معلمان ملی شورای می دارد. بیان باورها نظام  و کنترل رهیافت ها، منابع، مرحله ی چهار در

را مسئله حل مشابهی، به طور متوسطه دوره ی در مدرسه ای ریاضیات برای استانداردها و اصول سند در کانادا

برای خاطر این به نیست، شناخته شده پیش از آن حل روش که می داند فعالیتی و تکلیف وظیفه، در شدن درگیر

اغلب آن ها فرآیند این مسیر از و بکشند بیرون خودشان دانش درون از را آن باید دانش آموزان راه حل، یافتن

برای متواتر و فراوان فرصت های باید دانش آموزان داد. خواهند توسعه و رشد را ریاضی جدید فهم های و درک

داشته است، کوشش و تلاش مستلزم و نیازمند که پیچیده ای مسائل حل کردن و گلاویز شدن کردن، صورت بندی
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مسئله تعاریف این با باشند. داشته عکس العمل و بازتاب تفکرشان روی که شوند ترغیب پس ازآن و باشند

روش به مسئله حل نباشد. مسئله دیگری دانش آموز برای است ممکن دانش آموز، یک برای مطرح شده ریاضی

در عقب. به نگاه یا بازگشت و نقشه اجرای نقشه، یک طرح مسئله، فهمیدن است؛ مرحله چهار شامل پولیا

چیزی چه که شود مشخص آشکار به صورتی باید می گوید پولیا که همان طور مسئله»، «فهمیدن یعنی مرحله اولین

«مجهول»، یعنی مسئله، اصلی بخش های بتواند مرحله این در باید شاگرد الگو این طبق است. شده خواسته

دوم مرحله ی وارد زمانی چه از که کرد مشخص نتوان دقیقاً شاید کند. تعیین را مسئله «شرط» و «داده ها»

آن حل برای نقشه یک طرح و مسئله یک فهم بین ارتباط هایی همواره .[۱۷] می شود نقشه» «طرح یعنی

خواهد بیشتر آن حل برای نقشه ای طرح احتمال شود، حاصل مسئله از بهتری درک که میزان هر به دارد. وجود

این می دهد. ارائه را عامل چهار شامل مدلی ریاضی، در مسئله حل فعالیت تحلیل برای [۴۲] شونفیلد شد.

با که است فرد ریاضی دانش گنجینه ی منابع، است. باورها نظام و کنترل رهیافت ها، منابع، شامل عوامل

ارتباط در شخص که ریاضی دانش به عبارت دیگر می فهمد. را راه حل پیاده سازی و اجرا چگونگی و مسئله آن

یا و معیوب است ممکن منابع این می کند اشاره شونفیلد که همان گونه البته هست. دارا داده شده، مسئله ی با

در و فهمیده را مسئله تا می کند کمک شخص به که عمومی اند پیشنهاد هایی رهیافت ها، باشند. نیز نادرست

مرتبط مسائل جستجوی مناسب، نمادهای انتخاب شکل، رسم شامل سازوکارها این کند. پیشرفت آن حل

ترمیم و اصلاح یا و مناسب راه حل های کردن دنبال و بازبینی نظارت، انتخاب، معنی به کنترل هست. و...

نظام هست. رهیافت ها و منابع به کارگیری و گزینش به راجع عمومی تصمیمات دیگر تعبیری به  آن هاست.

و بورتون میسون، همچنین .[۴۲] است خودش و محیط موضوع، به نسبت او دیدگاه شامل نیز فرد باورهای

می دارند بیان مرور و حمله ورود، مراحل با تخصیص و تعمیم فرآیند با را مسئله حل چارچوب ۱۷ [۳۶] استیسی

برنامه ی در مسئله حل هدف و نقش مورد در می پردازند. مسئله حل در مؤثر اقدامات و فعالیت ها معرفی به و

بعدی کاربرد برای ریاضی محتوای تدریس که مسئله حل برای تدریس است؛ مشخص شده دسته بندی سه درسی

اولیه ی الگوریتم های و مفاهیم و محتوا معلم معمولا تدریس، روش نوع این در هست. ریاضی مسائل حل در

می دهد ارائه به آن ها کنند، احساس مسئله حل حین در را به آن ها نیاز یادگیرندگان آنکه از قبل را ریاضی

مسئله، حل درباره ی تدریس می پردازند. مسئله حل به روش ها و فرمول ها و مفاهیم آن دانستن با سپس آن ها

تدریس روش نوع این در است. مسائل حل در عمومی توانایی رشد برای رهیافتی استراتژی های تدریس که

از تدریس می دهد. آموزش دانش آموزان به می کند، پیشنهاد مسئله حل برای پولیا آنچه نظیر رهیافت هایی معلم

محتوا این دربردارنده ی روتین غیر مسائل ارائه به وسیله ی ریاضی استاندارد محتوای تدریس که مسئله، راه حل

درنظرگرفته ریاضی مفهوم شامل که واقعی، دنیای از مسئله ای معمولا معلم تدریس روش نوع این در و است

نیز را موردنظر ریاضی دانش مسئله، این حل ضمن دانش آموزان و می کند مطرح را است تدریس برای شده

.[۲۴] فرامی گیرند
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مدل های میان از است. ریاضی زبان به عینی جهان کلی و ساده نمایش ریاضی مدل سازی مدل سازی. .۶ .۲

.[۲۳] است ریاضی مدل های به متعلق ساده سازی درجه بالاترین ساخت، می توان پدیده یک از که گوناگونی

تصمیم گیری و ارزیابی پیش بینی، توصیف، تا دارد را قابلیت این واقعی، پدیده ی یک ریاضی مدل سازی

نباشد، پیچیده تصمیم گیری محیط و فعالیت اگر که است بدیهی .[۱۹] نماید آسان تر را پدیده آن درباره ی

که می شود مشخص زمانی ریاضی مدل سازی اهمیت اما، ندارد. چندانی اهمیت ریاضی مدل سازی از استفاده

در مدل سازی بنابراین، .[۱] یابند افزایش سرسام آوری به طور اهداف و فعالیت تصمیم ساز، متغیر های تعداد

یادگیرندگان، برای آموزش، هنگام و روزمره زندگی در آن مواهب از بهره بردن و آن انجام چگونگی ریاضیات،

معلمان ملی انجمن بود. خواهد ارزشمند مقاطع دیگر و مدرسه دوران در ریاضیات معلمان حتی و دانش آموزان

که است فعالیتی ریاضی مفاهیم بردن بکار یادگیری داشت بیان ۲۰۲۰ سال در [۳۹] کانادا و آمریکا ریاضی

ریاضی علم کاربرد در بودن موفق برای باید که مهارت هایی درواقع است. متفاوت ریاضی مفاهیم یادگیری با

مدل سازی در است. متفاوت کاملا ریاضی معادلات حل و قضایا اثبات برای موردنیاز مهارت های با آموخت

مسئله هر که است این اصلی هدف و می گیرد قرار موردتوجه وجود واقعی دنیای در که مختلفی مسائل ریاضی

ریاضی مدل سازی اصلی ماهیت درواقع کار این شود. تبدیل ریاضی مسئله یک به صورت روزمره زندگی از

واقعی دنیای از مسئله انتقال می کند؛ طی را مراحل این کلی نگاه یک در ریاضی مدل سازی فرآیند .[۶] است

در مسئله به بازگشت درنهایت و جواب تفسیر ریاضی، دنیای در مسئله جواب کردن پیدا ریاضی، دنیای به

برای دانش آموزان ظرفیت درحال توسعه که معلمانی که داشته اند ابراز ۱۸ [۳۵] ماریون و لاوسون واقعی. دنیای

سناریوها آن ریاضی نمایش های و واقعی دنیای سناریوهای بین به صراحت هستند، ریاضیات» با «مدل سازی

بسیاری در مهمی نقش فزاینده ای به طور ریاضی مدل سازی کردند بیان گویا و فردین پور کریمی می کنند. حرکت

است. برخوردار از آن ها ریاضی مدل سازی یک که است مزیت هایی شاید امر این دلیل می کند. ایفا علوم از

ایده ها تا می کند کمک مطلب این است. دقیق بسیار زبانی ریاضی از است عبارت مزیت ها این مهم ترین

مفید. و مختصر است زبانی ریاضی البته و شوند شناسایی مربوط فرض های و شده درآورده فرمول به صورت

در که ریاضی قوانین کلیه ی است. به کارگیری برای تعریف شده قوانین با همراه همواره که است زبانی ریاضی

موردنیاز عددی محاسبات برای می توانند کامپیوترها هست. اختیار در است رسیده اثبات به دراز سالیان طول

که هستند آن از پیچیده تر بسیار واقعی دنیای در پدیده ها اکثر .[۲۱] شوند گرفته کار به مؤثری بسیار نحو به

ویژگی های مهم ترین شناسایی مدل سازی، به ورود سطح اولین ازاین رو، شوند. مدل سازی کامل به طور بتوان

دست کاری میزان به مربوط دوم، سطح می شوند. حذف بقیه می شوند، گنجانده مدل در این ها است. پدیده یک

شکل به نتایج این اما دارد، را کلی نتایج اثبات پتانسیل ریاضیات اگرچه است. ارزشمند که است ریاضی

نیاز است ممکن معادلات ساختار در کوچک تغییرات دارد. بستگی مورداستفاده معادلات شکل به قابل تأملی

ممکن مدل معادلات با مواجه برای کامپیوترها از استفاده باشد. داشته ریاضی روش های در عظیم تغییرات به

18Lawson and Marion



۷۹ متوسطه دوره ی ریاضی آموزش استانداردهای و اصول

ریاضی مدل سازی است. قوی تر بسیار تغییرات برابر در اما نشود، منجر دقیقی و ظریف نتایج به هرگز است

به هم می آید، دست به درست چقدر خاص نتیجه یک این که داد. قرار مورداستفاده مختلف دلایل به می توان را

ریاضی مدل سازی .[۳۵] دارد بستگی مدل سازی انجام به خوبی هم و واقعی پدیده یک مورد در دانش وضعیت

درختی نمودارهای پراکنده، نمودارهای معادلات، نمودارها، مانند ریاضی مختلف ساختارهای از استفاده فرآیند

مسئله یک که می دهد ارائه انتزاعی مدل یک مدل سازی است. واقعی دنیای موقعیت های نمایش برای غیره و

همه، از مهم تر هستند. مفید مختلفی دلایل به ریاضی مدل های می دهد. کاهش آن اساسی ویژگی های به را

،a = b+6 معادله به عنوان مثال، می دهند. نشان اضافی اطلاعات بدون را موقعیت یک ریاضی هسته مدل ها

به .[۳۲] می کند حذف است» بزرگ تر پیمان از سال ۶ «کوروش اصلی عبارت از را غیرضروری کلمات تمام

اثبات و استدلال مسئله، حل مانند استانداردهایی فرآیند در را مدل سازی استاندارد اینکه علی رغم می رسد نظر

مختلف دوره های در ریاضی آموزش در مهم و مستقل فرآیندی استاندارد یک مدل سازی خود اما دید، می توان

را ریاضی مختلف مفاهیم یادگیری زمینه ی می تواند آموزش فرآیند در آن از استفاده و توجه و هست آموزشی

سازد. مهیا

نتیجه گیری .۳

مقاله یک قالب در ریاضی آموزش استانداردهای و اصول که است شده سعی بار اولین برای مطالعه، این در

است، انجام شده موضوع این در کشور از خارج و داخل در مختلفی مطالعات هرچند گردد. ارائه علمی منسجم

نظر به و پرداخته اند ریاضی آموزش استانداردهای و اصول از بخش هایی یا بخش به تنها مطالعات این ولی

را فرآیندی و محتوایی از اعم ریاضی آموزش استانداردهای و اصول تمام که کامل مطالعه ی یک انجام می رسید

مطالعه این در بار اولین برای مدل سازی فرآیندی استاندارد که است ذکر به لازم همچنین بود. لازم دهد پوشش

درسی، برنامه ی آموزشی)، (عدالت مساوات قبیل از ریاضی آموزش اصول است. قرارگرفته تشریح و مورداشاره

(NⅭTⅯ) کانادا و آمریکا ریاضی معلمان شورای که است بستری یک فناوری و ارزیابی یادگیری، تدریس،

ریاضی محتوای تدوین برای مناسب زمینه ای اصول این کرده اند. معرفی ریاضی یادگیری و آموزش ارتقاء برای

شده نام برده ریاضی آموزش استانداردهای به عنوان آن از که است کرده مهیا آن مفاهیم آموزش فرآیند طراحی و

آموزش اصول بستر و ساحت در است. فرآیندی استانداردهای و محتوایی استانداردهای بر مشتمل که است

و داده ها تحلیل و اندازه گیری جبر، هندسه، عملیات، و اعداد از عبارتند که محتوایی استانداردهای ریاضی،

اتصالات بازنمایی، گفتمان، مسئله، حل اثبات، و استدلال قبیل از فرآیندی استاندارد های پوشش تحت احتمال

از فرآیندی استانداردهای به وسیله محتوایی استانداردهای به بیان دیگر، قرارگرفته اند. مدل سازی و ارتباطات و

در دارد. فرآیندی استاندارد از استفاده کیفیت به بستگی یادگیری آن ها و می شوند منتقل یادگیرنده به دهنده یاد

است[۳۹]. ارائه شده فرآیندی و محتوایی استانداردهای ارتباط چگونگی ۳ شکل
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Abstract. In this article, we will examine some points related to sequences
in school textbooks. By examining the school and university textbooks, it
can be seen that the sequences are presented in the textbooks very briefly,
which has caused students to face problems in the university. Because there
are many topics such as limit, continuity, derivative and integral, existence of
limit or continuity or not of some functions, and even other topics in discrete
mathematics or geometry books to know the concept and characteristics of
sequences. In addition, there are many sequences, each of which, depending
on whether they are convergent or divergent, have interesting features that can
be useful for teaching. In this article, considering the roots of an equation in
the second dimension, we will introduce and examine the Lucas and Fibonacci
sequences. In the following, we will discuss the characteristics of this biped and
check their relationship with each other.
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وفیبوناچی لوکاس دنباله های و x2 − x− 1 = 0 دوم درجه معادله
مدرسه درسی کتب در دنباله ها بر کید تأ با

دستجردی∗ لعلی اله حجت

ایران تهران، پستی۸۸۹− ۱۴۶۶۵، صندوق فرهنگیان، دانشگاه ریاضی، آموزش گروه
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بررسی با می پردازیم. مدرسه درسی کتب در دنباله ها به مربوط نکات برخی بررسی به مقاله این در چکیده.

ارائه خلاصه خیلی به طور درسی کتاب های در دنباله ها که می شود مشاهده دانشگاه و مدرسه درسی کتاب های

زیادی مباحث چراکه شوند، روبرو مشکل با دانشجویان دانشگاه، در و ادامه در است شده باعث این که شده اند

مباحث حتی و توابع از بعضی نبودن یا بودن پیوسته یا حد وجود انتگرال، و مشتق پیوستگی، حد، مانند

دارد. بستگی دنباله ها ویژگی های و مفهوم دانستن به هندسه یا و گسسته ریاضیات کتاب های در چه دیگری

جالبی ویژگی های باشند واگرا یا همگرا این که به توجه با هرکدام که دارند وجود زیادی دنباله های این بر علاوه

معرفی به دوم درجه معادله یک ریشه های به توجه با مقاله این در باشند. مفید آموزش برای می توانند که دارند

آن ها ارتباط و پرداخته دنباله دو این ویژگی های به ادامه در می پردازیم. فیبوناچی و لوکاس دنباله دو بررسی و

می کنیم. بررسی را یکدیگر با

پیشگفتار .۱

دنباله ها از مثال هایی و... اول اعداد طبیعی، اعداد دنباله هاست. بحث ریاضیات در مهم مباحث از یکی

کتاب های به نگاهی با است. گرفته شده نظر در تحصیل ابتدای از دانش آموزان برای دنباله ها با آشنایی هستند.

2010 Mathematics Subject Classification. 97C30,97C70, 97D60.

ماتریس. فیبوناچی، لوکاس، دنباله، معادله، کلیدی. واژگان
۱۴۰۳/۷/۵ برخط انتشار ۱۴۰۳/۷/۳ پذیرش ۱۴۰۳/۵/۲۳ بازنگری ۱۴۰۳/۴/۱ دریافت تاریخ:

دنباله بر تاکید با وفیبوناچی لوکاس های ودنباله x2 − x− 1 = 0 دوم درجه معادله دستجردی، ح. مقاله: این به ارجاع نحوه

.۹۵ –۸۳ ،۱ شماره ،(۱۴۰۳) ۴ ریاضی، علوم سوی به مدرسه، درسی درکتب ها

مشهد. فردوسی ©دانشگاه
۸۴
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خیلی اساس و پایه چراکه گیرد. صورت مبحث این به بیشتری توجه باید که می رسد نظر به قدیم و جدید درسی

مورد در درسی کتاب های در که مفاهیمی از بعضی بررسی به ادامه در دنباله هاست. ریاضیات، در مطالب از

می پردازیم. است آمده دنباله ها

قسمت در ۲۷ صفحه در و ۱۳۹۰ چاپ [۱] ریاضی رشته پیش دانشگاهی دوره گسسته ریاضیات کتاب در

است: ارائه شده زیر به صورت مثالی ریاضی استقرای

از عبارتند لوکا دنباله ی به موسوم دنباله ای اول جمله ی چند

1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, . . . .

بازگشتی به اصطلاح رابطه با دنباله این دهیم، نمایش Ln با را nام جمله اگر

Ln = Ln−1 + Ln−2, n ≥ 3,

که می کنیم ثابت ریاضی قوی استقرای اصل از استفاده با می آید. دست به L2 = 3, L1 = 1 اولیه شرایط و

n طبیعی عدد هر ازای به

Ln <

(
7

4

)n

.

بی انگیزگی باعث می تواند شناختی هیچ و مقدمه هیچ بدون آن ارائه و انتزاعی کاملا مثال یک مثال این

مهم نکته این ذکر است. حذف شده مدرسه درسی کتاب از بعد سال های در مثال این البته شود. دانش آموزان

است این قابل تأمل نکته است. نوشته نشده درسی کتاب در که است ۲ عدد دنباله این اول جمله که است

و [۴] دهم ریاضی اول فصل از سوم درس فقط که می شود ملاحظه مدرسه درسی کتاب های به نگاهی با که

دنباله تعریف سپس و الگو تعریف به ابتدا در است. داده شده اختصاص دنباله ها به [۳] ۱ حسابان اول فصل

این در که بدفهمی هایی از یکی البته معرفی شده اند. هندسی و حسابی دنباله نیز ادامه در و است پرداخته شده

ریاضی کتاب ۱۶ صفحه در که است خطی دنباله تعریف بیافتد، اتفاق است ممکن دانش آموزان برای درس

و ۱۴ ،۱۹ مثل بعدی صفحات در an موارد با که است خطی الگوی تعریف در an عبارت و تعریف شده دهم

مواردی از دیگر یکی است. داده شده an ۳ و ۲ شکل های در و an ۱ شکل در می شود. ایجاد بدفهمی ۲۰

دنباله ها از استفاده با حد تعریف داشت، وجود ۱۳۹۴ چاپ [۴] انتگرال و دیفرانسیل حساب، کتاب در که

شد، اشاره که همان طور است. داده شده نمایش دنباله ها از استفاده با حد تعریف ۵ و ۴ شکل های در است.

دنباله ای ،۶ شکل ،۴۵ صفحه در و کتاب این در همچنین ندارند. وجود جدید کتاب های در نیز قسمت ها این

مقاله این در است. حذف شده جدید کتاب های در نیز می کند معرفی را نپر عدد مهم دنباله ی یک به عنوان که

درجه دو یک چندجمله ای از استفاده با فیبوناچی دنباله و کتاب از حذف شده لوکاس دنباله مشخصات بررسی به

می کنیم. بررسی باهم را دنباله دو این ارتباط همچنین می پردازیم.
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دهم ریاضی ۱۹ صفحه در خطی دنباله تعریف :۱ شکل

۲۰ صفحه به مربوط سؤال :۲ شکل

شد. خواهند معرفی فیبوناچی و لوکاس معادله های ،۲ بخش در داشت: خواهیم را زیر موارد مقاله ادامه در

خواهیم را مقاله نتیجه گیری ،۴ قسمت در شد. خواهد ارائه دنباله دو این بین ماتریسی روابط ،۳ بخش در

داشت.

فیبوناچی و لوکاس دنباله های و x2 − x− 1 = 0 دوم درجه معادله .۲

این در ارائه شده مطالب و است آمده دوم درجه معادله حل دهم، سال ریاضی کتاب در می دانیم که همان طور

بردارهای و ویژه مقادیر از پایان در فقط و بوده قابل فهم کامل به طور دهم، سال متوسطه دانش آموز برای مقاله

درسی کتب در پیشنهادی موضوعات به عنوان می تواند مطالب این صورت این در است. استفاده شده ویژه

شود. گنجانده مدرسه ای

دوم درجه معادله

x2 − x− 1 = 0 (۱ .۲)



۸۷ وفیبوناچی لوکاس دنباله های و x2 − x− 1 = 0 دوم درجه معادله

۱۴ صفحه به مربوط سؤال :۳ شکل

۱۳۹۴ سال پیش دانشگاهی دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب ۷۱ صفحه تعریف :۴ شکل

۱۳۹۴ سال پیش دانشگاهی دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب کتاب ۱۰۶ صفحه تعریف :۵ شکل

ریشه دو دارای معادله این بگیرید. نظر در را

α =
1 +

√
5

2
, β =

1−
√
5

2
,
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۴۵ صفحه در مهم دنباله یک معرفی :۶ شکل

داشت: خواهیم و می کند صدق معادله در صورت این در است، (۱ .۲) معادله ریشه α چون است.

α2 = 1 + α. (۲ .۲)

داشت: خواهیم (۲ .۲) رابطه از استفاده با و α3 = α2α اینکه به توجه با حال

α3 = α2α

= (1 + α)α

= α + α2

= α + (1 + α) = 1 + 2α. (۳ .۲)

که داد نشان می توان روش این ادامه با

α4 = 2 + 3α, α5 = 3 + 5α. (۴ .۲)
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به دست آمده موارد گرفتن نظر در با

α = 0 + α,

α2 = 1 + α,

α3 = 1 + 2α,

α4 = 2 + 3α,

α5 = 3 + 5α, (۵ .۲)

خواهد صورت چه به αn این که و n ازای به الگو کردن پیدا برای هستیم. موردنظر الگوی کردن پیدا دنبال به

است: زیر به صورت دنباله این می پردازیم. فیبوناچی دنباله معرفی به بود،

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . .

می شود: تعریف زیر به صورت دنباله این بازگشتی رابطه

F0 = 0,

F1 = 1,

Fn+2 = Fn+1 + Fn, n ≥ 0. (۶ .۲)

رابطه ای کردن پیدا برای است. بررسی شده منابع از بسیاری در که است جالبی بسیار ویژگی های دارای دنباله این

می کنیم فرض ،αn برای

αn = p+ qα. (۷ .۲)

و است F3 همان ،α4 در ۲ عدد که می شود مشاهده (۷ .۲) و (۵ .۲) رابطه دو مقایسه و گرفتن نظر در با حال

با پس است. F5 برابر α ضریب و است F4 مقدار ۳ عدد α5 در صورت همین به است. F4 نیز α ضریب

داشت: خواهیم گفته شده نکات به توجه

p = Fn−1, q = Fn.

داریم: صورت این در

αn = Fn−1 + Fnα, n ≥ 1. (۸ .۲)

داشت: خواهیم نیز معادله دوم ریشه برای مشابه، روشی با

βn = Fn−1 + Fnβ, n ≥ 1. (۹ .۲)
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داشت: خواهیم کنیم کم هم از را (۹ .۲) و (۸ .۲) روابط اگر حال

αn − βn = Fn(α− β). (۱۰ .۲)

از است عبارت Fn دنباله صورت این در

Fn =
1√
5

(
(
1 +

√
5

2
)n − (

1−
√
5

2
)n

)
. (۱۱ .۲)

مقدار می خواهیم حال

αn + βn

α + β
, (۱۲ .۲)

.α + β = 1, αβ = −1 که می دانیم کنیم. مشخص است، جدیدی دنباله ی خود که را

کنیم فرض اگر

Ln =
αn + βn

α + β
= αn + βn. (۱۳ .۲)

داشت: خواهیم صورت این در

L0 = 2,

L1 = 1,

L2 = α2 + β2 = (α + β)2 − αβ = 3,

L3 = α3 + β3 = 4,

L4 = 7,

... (۱۴ .۲)

می کنیم: تعریف دنباله این برای را زیر بازگشتی رابطه صورت این در

L0 = 2,

L1 = 1,

Ln+2 = Ln+1 + Ln, n ≥ 1. (۱۵ .۲)

کرد: اثبات نیز زیر به صورت می توان را (۱۵ .۲) رابطه البته ۱می نامیم. لوکاس دنباله را دنباله این

Ⅼuⅽas۱



۹۱ وفیبوناچی لوکاس دنباله های و x2 − x− 1 = 0 دوم درجه معادله

Ln+1 + Ln = αn+1 + βn+1 + αn + βn,

= αn(α + 1) + βn(β + 1),

= αnα2 + βnβ2,

= αn+2 + βn+2,

= Ln+2, n ≥ 1. (۱۶ .۲)

داشت: خواهیم است، x2 − x− 1 = 0 معادله ریشه های β و α این که دلیل به رابطه این در که

.α2 = α + 1, β2 = β + 1

تفاضلی معادله اگر همچنین

Ln+2 = Ln+1 + Ln, n ≥ 1, (۱۷ .۲)

است: زیر مشخصه معادله دارای معادله این بگیریم، نظر در را

x2 − x− 1 = 0. (۱۸ .۲)

است: زیر به صورت (۱۷ .۲) بازگشتی رابطه عمومی جواب پس است. β و α ریشه دو دارای که

Ln+2 = c1α
n + c2β

n, n ≥ 1. (۱۹ .۲)

گرفتن نظر در با که

L0 = 2, L1 = 1,

زیر به صورت فیبوناچی و لوکاس دنباله دو برای را زیر نتیجه پس می آید. دست به c2 = 1 و c1 = 1 ضرایب

می شوند: نامیده باینت۲ فرمول های که داشت خواهیم

Ln = αn + βn,

Fn =
αn − βn

α− β
. (۲۰ .۲)

Binet۲



دستجردی ح. ۹۲

:[۷ می پردازیم[۸، زیر به صورت فیبوناچی و لوکاس دنباله بین جالب روابط از بعضی معرفی به ادامه در

Ln = Fn−1 + Fn+1 = 2Fn+1 − Fn,

F2n = LnFn,

lim
n→∞

Ln

Fn

=
√
5. (۲۱ .۲)

است: زیر به صورت کزینی۳ رابطه ی دارد وجود دنباله دو هر برای که روابطی از دیگر یکی

L2
n − Ln−1Ln+1 = 5(−1)n,

Fn−1Fn+1 − F 2
n = (−1)n.

(۲۲ .۲)

کند. مراجعه [۶ ،۵] منابع به مطالعه برای می تواند علاقه  مند خواننده که دارد وجود دیگری جالب روابط

فیبوناچی و لوکاس دنباله های ماتریسی ارتباط .۳

فیبوناچی دنباله دو برای را زیر روابط می پردازیم. لوکاس و فیبوناچی دنباله های ماتریسی بررسی به ادامه در

داریم: لوکاس و

Fn+1 + Fn−1 = Ln,

Ln−1 + Ln+1 = 5Fn. (۱ .۳)

بگیرید: نظر در را زیر ماتریس

Q =

3 1

1 2

 . (۲ .۳)

داشت: خواهیم زیر ماتریسی معادله های به صورت را (۱ .۳) Ln+1رابطه

Ln

 = Q

 Fn

Fn−1

 (۳ .۳)

Ⅽassini۳



۹۳ وفیبوناچی لوکاس دنباله های و x2 − x− 1 = 0 دوم درجه معادله

یا

5

Fn+1

Fn

 = Q

 Ln

Ln−1

 . (۴ .۳)

داریم. زیر به صورت Qn برای را زیر قضیه حال

صورت این در باشد. (۲ .۳) در تعریف شده ماتریس Q کنید فرض .۱ .۳ قضیه

Qn =



5
n
2

Fn+1 Fn

Fn Fn−1

 زوج، n اگر

Ln+1 Ln

Ln Ln−1

 فرد، n اگر

ماتریسی روش از استفاده با را هستند باینت فرمول های به مشهور که فرمول هایی ،Qn از استفاده با ادامه در

.[۷] می آوریم دست به

داشت: خواهیم را زیر روابط صورت این در باشد. طبیعی عدد n کنید فرض .۲ .۳ قضیه

Ln = αn + βn,

Fn =
αn − βn

√
5

. (۵ .۳)

از است عبارت ماتریس این مشخصه چندجمله ای بگیرید. نظر در را Q ماتریس اثبات.

λ2 − 5λ+ 5 = 0.

از است عبارت ماتریس این ویژه مقادیر صورت این در

λ1 =
√
5α, λ2 =

√
5β.

از عبارتند نیز ویژه مقدار دو این با متناظر ویژه بردار های

V1 =

 1

−β

 (۶ .۳)

و

V2 =

 1

−α

 (۷ .۳)
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این در .β = 1−
√
5

2
و α = 1+

√
5

2
و هست λ2 با متناظر ویژه بردار V2 و λ1 با متناظر ویژه بردار V1 که

نوشت: می توان و است شدنی قطری Q ماتریس صورت

V = U−1QU

آن در که

U =

 1 1

−β −α


و

V =

√5α 0

0
√
5β

 .

داریم: متشابه ماتریس های ویژگی های به توجه با

V n = U−1QnU, Qn = UV nU−1.

داریم: پس

Qn = 5
n−1
2

αn+1 + (−β)n+1 αn − (−β)n

αn − (−β)n αn−1 + (−β)n−1

 .

□

نتیجه گیری .۴

کتب در پرداختیم. فیبوناچی و لوکاس دنباله های با آن ارتباط و درجه دو معادله یک معرفی به مقاله این در

مفاهیم اختصاص با می توان که صورتی در است. پرداخته شده مفهوم این به خلاصه خیلی به طور متوسطه درسی

را دانش آموزان انتگرال و مشتق پیوستگی، حد، تعریف در آن بودن کاربردی و بودن ساده به توجه با و بیشتر

نمود. آشنا مفاهیم این با متوسطه دوره در

مراجع

و آموزش وزارت آموزشی ریزی برنامه و پژوهش سازمان ،(۲۹۶/۱ کتاب (کد دانشگاهی پیش دوره گسسته ریاضیات [۱]

.۱۳۹۰ هفدهم، چاپ ایران، درسی کتاب های نشر و چاپ شرکت پرورش،

.۱۴۰۲ هشتم، چاپ ، آموزشی ریزی برنامه و پژوهش سازمان ،۱۱۰۲۱۱ متوسطه، دوم دورۀ دهم پایۀ ـ (۱) ریاضی [۲]

.۱۴۰۲ هفتم، چاپ ، آموزشی ریزی برنامه و پژوهش سازمان ،۱۱۱۲۱ متوسطه، دوم دورۀ یازدهم پایۀ ـ (۱) حسابان [۳]

چاپ ، آموزشی ریزی برنامه و پژوهش سازمان کتاب۲۹۵/۱)، (کد دانشگاهی پیش دوره انتگرال و دیفرانسیل حساب [۴]

.۱۳۹۴ چهارم،

[5] G. Bilgici, New generalizations of Fibonacci and Lucas sequences, Appl. Math. Sci. 8

(2014) 1429–1437.
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[6] V. E. Hoggatt , Fibonacci and Lucas Numbers, Houghton Mifflin Company, Boston, 1969.

[7] F. Kohen and D. Bozkurt, On lucas numbers by the matrix method, Hacet. J. Math. Stat.,

39 (2010) 471–475.

[8] T. Koshy, Fibonacci and Lucas Numbers with Applications, Wiley, Interscience, New York,

2001.
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