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Abstract. Although various and interesting proofs have been presented for
the concurrency of altitudes and medians of a triangle, in this paper we prove
these two theorems by using the concept of geometric loci, by first showing that
each altitude and each median of a triangle is a locus of some interesting points
in the plane or inside the triangle, and then by using this, we give a proof of
the concurrence of the three altitudes and the three medians. In the same way,
we present proofs for the theorems of Carnot and Ceva.
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دارند، وجود مثلث میانه های و ارتفاع ها همرسی قضایای برای جالبی و گوناگون اثبات های اینکه با چکیده.

این در باشند. شده ارایه قبلا قضایا این برای هندسی مکان های بر مبتنی برهان هایی كه نمی رسد نظر به ولی

می دهیم نشان نخست که صورت بدین می کنیم ثابت هندسی مکان های از استفاده با را قضیه دو این ما مقاله،

با سپس و هست مثلث درون یا صفحه در جالب نقاطی از هندسی مکان یک مثلث میانه هر و ارتفاع هر

برای برهان هایی روش، همین با می آوریم. میانه سه و ارتفاع سه همرسی بر برهانی مطلب، این از استفاده

می دهیم. ارایه سوا و كارنو قضیه های

پیش گفتار .۱

«همرس» (واژه ی می نامیم. آنها همرسی نقطه را خط سه این اشتراک نقطه برسند؛ هم به نقطه یک در هرگاه نامیم، همرس را خط سه

قضایای اعجاب انگیزترین و زیباترین از می گویند.) «هم رأس» به اشتباه را این گاهی می رسند؛ همدیگر به خط ها که است این از حاکی

و ارتفاع ها اضلاع، عمودمنصف های زوایا، داخلی نیمسازهای همانند — هستند مثلث خاص خطوط برخی بودن همرس هندسه،

قدیم نظام دبیرستان اول سال هندسه کتاب ۵۹ الی ۵۶ صفحات در خطوط، از دسته چهار این از یک هر همرسی قضایای میانه ها.
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است. شده تهیه [6] انگلیسی نویسنده مقاله ی یک مبنای بر که ایرانی خوانندگانِ ویژه ی است نسخه ای مقاله، این

ریاضی دبیر (خرداد۱۳۲۳—بهمن۱۳۹۱) مشکین قلم بهروز آقای مرحوم به می گردد تقدیم نوشته این اصلی، مقاله همانند

تبریز. دبیرستان های
۲



۳ هندسی مکان های و مثلث اصلی مرکز چهار

اصول کتاب ۴ مقاله ۴ قضیه در مثلث هر داخلی نیمسازهای بودن همرس حقیقت، در بودند. شده اثبات خورشیدی شصت دهه

مرجع ۸۹ (صفحه کتاب همان ۴ مقاله ۵ قضیه در مثلث هر اضلاع عمودمنصف های بودن همرس و ([۳] مرجع ۸۸ (صفحه اقلیدس

یونانیان گویا نگشته اند، پدیدار اقلیدس اصول کتاب در – میانه ها و ارتفاع ها همرسی – دیگر قضیه دو اینکه با بودند. آمده ([۳]

بوده اند. گاه آ قضایا این از ارشمیدس، جمله از باستان،

هست مثلث داخل نقاط همه هندسی مکان داخلی، هرنیمساز می شوند: ثابت هندسی مکان های توسط معمولا نخست قضیه دو

فاصله ضلع آن رأس دو از که هست صفحه از نقاطی هندسی مکان ضلع، هر عمودمنصفِ و دارند؛ برابر فاصله زاویه آن ضلع دو از که

مرکز و دارد ضلع سه از برابر فاصله های که است مثلث درون در نقطه ای تنها مثلث داخلی نیمسازهای همرسی نقطه پس، دارند. برابر

اضلاع عمودمنصف های همرسی نقطه همچنین، دارد. نام مثلث آن ،(incenter) داخلی مرکز اختصار به یا داخلی، محاطی دایره

مرکز مختصر طور به یا محیطی، دایره مرکز نقطه این می باشد؛ فاصله یک به مثلث رأس سه از که است صفحه در نقطه یگانه مثلث،

می شود. نامیده مثلث آن ،(circumcenter) محیطی

کنون تا كه می رسد نظر به ولی دارند، وجود مثلث میانه های و ارتفاع ها همرسی قضایای برای جالبی و گوناگون اثبات های اینکه با

مکان های از استفاده با را قضیه دو این ما مقاله، این در نشده اند.۱ ارایه هندسی مکان های از استفاده با قضایا این برای اثباتی هیچ

صفحه در جالب نقاطی از هندسی مکان یک مثلث میانه هر و ارتفاع هر می دهیم نشان نخست که صورت بدین می کنیم ثابت هندسی

می آوریم. میانه سه و ارتفاع سه همرسی بر برهانی مطلب، این از استفاده با سپس و هست، مثلث درون یا

كارنو قضیه و ارتفاع ها .۲

خط و ،|PQ| عبارت با را پاره خط این طول ،PQ نماد با را نقطه دو این بین پاره خط صفحه، در Q و P متمایز نقطه دو برای

می دهیم. نمایش
←→
PQ با را نقطه دو این شامل بی نهایت) طرف دو (از

آنها فواصل مربعات تفاضل که باشند واقع چنان
←→
BC روی Q و P نقطه دو اگر یکتاست). نقاط فواصل مربعات (تفاضل ۱ .۲ لم

.P = Q آنگاه ،|BP |2 − |CP |2 = |BQ|2 − |CQ|2 یعنی باشند، برابر C و B از

داریم و متمایزند C و B فرض، طبق برهان.

|BP |2 − |CP |2 = |BQ|2 − |CQ|2. (۱ .۲)

می گیریم: نظر در C و B به نسبت Q و P موقعیت های به بسته را حالت چندین

درون C نقطه مثلا باشند، داشته قرار
←→
BC روی آن طرف یک در و BC پاره خط خارج در Q و P نقطه دو هر (الف)

داریم |BQ| = |BC| + |CQ| و |BP | = |BC| + |CP | تساوی های از باشد. BQ و BP پاره خط های

می آوریم: دست به تساوی (۲. ۱) در مزدوج اتحاد بردن بکار با و |BP | − |CP | = |BQ| − |CQ|(= |BC|)

حالیكه در كرده فهرست را مثلث یك ارتفاع های همرسی برای برهان دوازده كه باشد [4] جالب مقاله می تواند ادعا این بر ۱شاهدی

برهان و نیوتن، از دوم برهان گاوس، از مقاله آن نخست برهان كه است توجه شایان نبرده اند. بهره هندسی مكان های از كدام، هیچ

است، منوال همین به وضع نیز مثلث یك میانه های همرسی مورد در است. هجری چهارم سده ایرانی دانشمند كوهی ابوسهیل از سوم

تأمل جای محترم، داور نظر طبق هندسی. مكان های از استفاده بدون می كند ارایه قضیه این برای جدید برهان یك [5] مقاله مثلا

و ۲ .۲ قضایای حالیكه در شوند محسوب جدید می توانند و نشده اند منتشر جایی قبلا ۳ .۳ و ۳ .۲ نتیجه های برهان های چرا كه است

هندسی مكان مفهوم از كه سوا) و كارنو (قضایای ۵ .۳ و ۵ .۲ گزاره های برهان های است ذكر قابل هستند. شده شناخته دیرباز از ۲ .۳

ندارند. كلاسیك اثبات های با زیادی تفاوت می جویند سود
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می گیریم نتیجه کنیم، تفریق یکبار و جمع یکبار را فوق تساوی دو طرفین اگر .|BP | + |CP | = |BQ| + |CQ|

.P = Q بنابراین، .|CP | = |CQ| و |BP | = |BQ| که

.BC درون Q و باشد BP درون C مثلا باشد، داشته قرار آن درون در دیگری و BC از خارج Q و P نقاط از یکی (ب)

|BC|2 از بزرگتر |BP |2 − |CP |2 مقدار پس ،|BQ| = |BC| − |CQ| و |BP | = |CP | + |BC| داریم

حالت، این در بنابراین، نیستند. برابر هم با نتیجه در است؛ |BC|2 از کوچکتر |BQ|2 − |CQ|2 مقدار ولی است،

ندارد. امکان تساوی (۲. ۱)

بردن بکار و |BP | + |CP | = |BQ| + |CQ|(= |BC|) از باشند. BC پاره خط درون Q و P نقطه دو هر (ج)

تفریق و جمع با (الف) حالت مشابه .|BP | − |CP | = |BQ| − |CQ| می آوریم دست به در (۲. ۱)، مزدوج اتحاد

.P = Q داریم پس .|CP | = |CQ| و |BP | = |BQ| که می گیریم نتیجه اخیر تساوی دو طرفین

درون B مثلا باشند، داشته قرار مختلف، جهات در آن، طرف دو و BC پاره خط از خارج در Q و P نقطه دو هر (د)

چون و است، منفی |BP |2 − |CP |2 مقدار ،|BP | < |CP | چون صورت، این در .BQ درون C و باشد CP

است. ناممکن بنابراین، (۲. ۱) است. مثبت |BQ|2 − |CQ|2 مقدار ،|BQ| > |CQ|

□

ببینید). را [۱] مرجع ۲۰ و ۱۹ صفحات در ۱۲ هندسی مکان مثال، (برای دارد کهن تاریخی زیر قضیه

هندسی مکان
←→
AP آنگاه باشد، A از وارده ارتفاع AP هرگاه ،ABC مثلث در است). هندسی مکان یک ارتفاع، (هر ۲ .۲ قضیه

نقطه فواصل مربعات تفاضل ثابت مقدار برابر C و B رئوس از X نقطه فواصل مربعات تفاضل که است صفحه در X نقاط همه

یعنی باشد؛ C و B از A

|XB|2 − |XC|2 = |AB|2 − |AC|2.

است هندسی مکان یک ارتفاع، هر :۱ شکل

برقرارند: زیر تساوی های ۱ شکل APC و ABP قائم مثلث  دو در فیثاغورس، قضیه طبق برهان.

.|AC|2 = |PC|2 + |AP |2 و |AB|2 = |BP |2 + |AP |2
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می آوریم: دست به تساوی دو این طرفین تفاضل با

|AB|2 − |AC|2 = |BP |2 − |PC|2. (۲ .۲)

است. برقرار |XB|2 − |XC|2 = |BP |2 − |PC|2 مشابهاً، آنگاه باشد، داشته قرار
←→
AP روی X نقطه اگر (الف)

می رسیم: مطلوب حکم به اخیر تساوی دو از بنابراین،

|XB|2 − |XC|2 = |AB|2 − |AC|2 (۳ .۲)

X نقطه از باشد. برقرار ABC مثلث صفحه در X از نقطه یک برای (۳ .۲) بالا تساوی برعکس، کنید، فرض حال (ب)

داشت: خواهیم شد، گفته برهان ابتدای در که آنچه بنابر کند. قطع Y در آنرا تا می کنیم رسم
←→
BC بر عمودی

|XB|2 − |XC|2 = |BY |2 − |Y C|2 (۴ .۲)

می آوریم: دست به و  (۲. ۴) و  (۲. ۳) تساوی های  (۲. ۲) از بالاخره

|BY |2 − |Y C|2 = |BP |2 − |PC|2.

دارد. قرار
←→
AP روی X نقطه بنابراین .Y = P که می شود نتیجه ۱ .۲ لم از حال،

□

هستند. همرس مثلث هر ارتفاع سه ارتفاع ها). (همرسی ۳ .۲ نتیجه

قلمی با آنرا است مهمی نقطه این که شد خواهد معلوم (چون باشد C و B رئوس از وارده ارتفاع های تلاقی محل H اگر برهان.

|HA|2 − است: برقرار زیر تساوی دارد، قرار B از وارده ارتفاع روی H چون ،۲ .۲ قضیه طبق آنگاه دادیم)، نمایش متفاوت

|HB|2 − |HA|2 = داریم مشابهاً دارد، قرار هم C رأس از وارده ارتفاع روی بر H چون و ،|HC|2 = |BA|2 − |BC|2

طبق هم باز بنابراین، می شود. نتیجه |HB|2 − |HC|2 = |AB|2 − |AC|2 بالا، تساوی دو جمع از .|CB|2 − |CA|2

□ هستند. همرس H نقطه در مثلث ارتفاع سه پس دارد. قرار A رأس از وارده ارتفاع روی H ،۲ .۲ قضیه

همرسی اثبات از پیش می نامند. مثلث آن (orthocenter) ارتفاعی مرکز یا تعامد مرکز معمولا را مثلث ارتفاع سه همرسی نقطه

با هم آنرا و بیان شده، نام گذاری فرانسوی ریاضیدان (۱۸۲۳−۱۷۵۳م) کارنو لازار افتخار به که را، کارنو قضیه مثلث، میانه های

.([۲] مرجع ۱۲۹ و ۳۷ صفحات در ۲ بخش ۳ (قضیه می کنیم ثابت هندسی مکان های از استفاده

مکان ،P نقطه از
←→
BC بر عمود خط آنگاه باشد،

←→
BC خط روی نقطه ای P اگر است). هندسی مکان یک عمود، خط (هر ۴ .۲ لم

.|XB|2 − |XC|2 = |BP |2 − |CP |2 که است صفحه از X نقاط هندسی

|XB|2 − است: برقرار بگذرد P از که
←→
BC بر عمود خط روی X نقطه هر برای زیر تساوی که کردیم ثابت ۲ .۲ قضیه در برهان.

بر عمودی X از باشد، برقرار صفحه در X نقطه یک برای بالا تساوی اگر برعکس، حال، .|XC|2 = |BP |2 − |CP |2

|BY |2 − |CY |2 = نتیجه، در .|XB|2 − |XC|2 = |BY |2 − |CY |2 داریم کند. قطع Y در آنرا تا می کنیم رسم
←→
BC

عمود
←→
BC بر و می گذرد P از که است خطی روی X بنابراین، .Y = P که می گیریم نتیجه ۱ .۲ لم از .|BP |2 − |CP |2

□ است.
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می گیریم. نظر در
←→
AB و ،

←→
AC ،

←→
BC روی ترتیب به را R و Q ،P نقاط ،ABC مثلث صفحه در کارنو). (قضیه ۵ .۲ گزاره

اگر تنها و اگر هستند همرس متناظر اضلاع روی بر نقاط این از عمود خطوط

.(|AQ|2 − |QC|2) + (|CP |2 − |PB|2) + (|BR|2 − |RA|2) = 0

کارنو قضیه :۲ شکل

۴ .۲ لم طبق آنگاه ببینید)، را ۲ (شکل باشد Q و R ترتیب) (به نقاط از
←→
AC و

←→
AB بر وارد عمودهای تلاقی محل X اگر برهان.

دست به تساوی دو این جمع با .|XA|2− |XC|2 = |QA|2− |QC|2 و |XB|2− |XA|2 = |RB|2− |RA|2 داریم:

عمود خط روی X نقطه ،۴ .۲ لم بر بنا حال، .|XB|2 − |XC|2 = (|AQ|2 − |QC|2) + (|BR|2 − |RA|2) می آوریم:

اگر تنها و اگر دارد قرار P نقطه از شده رسم
←→
BC بر

اگر تنها و اگر ،|XB|2 − |XC|2 = |PB|2 − |PC|2

اگر تنها و اگر ،|BP |2 − |PC|2 = (|AQ|2 − |QC|2) + (|BR|2 − |RA|2)

.(|AQ|2 − |QC|2) + (|CP |2 − |PB|2) + (|BR|2 − |RA|2) = 0

□ باشد. برقرار بالا تساوی اگر تنها و اگر هستند همرس عمود سه یعنی،

سوا قضیه و میانه ها .۳

SPQR نماد با را PQR مثلث مساحت می پردازیم. هندسی مکان های توسط سوا قضیه اثبات نیز و میانه ها همرسی به ادامه، در

می دهیم. نمایش

آنگاه باشد، AP پاره خط روی نقطه ای X و ABC مثلث در BC ضلع روی P نقطه اگر مثلث ها). مساحت های (نسبت ۱ .۳ لم

.SAXB

SAXC
= |BP |

|PC|

است؛ برقرار SABP

SAPC
= |BP |

|PC| رابطه هستند، هم خط قاعده های و مشترک رأس دارای APC و ABP مثلث دو که آنجا از برهان.

در اقلیدس اصول کتاب ۵ مقاله ۱۹ (قضیه مخرجها تفاضل بر صورت ها تفاضل قانون از حال، .SXBP

SXPC
= |BP |

|PC| داریم مشابهاً

□ . |BP |
|PC| =

SABP−SXBP

SAPC−SXPC
= SAXB

SAXC
داریم ببینید) را [۳] مرجع ۱۱۹ صفحه

ببینید). را [۱] مرجع ۳۵ صفحه ۶۹ و ۶۸ (تمرین های است شده شناخته باستان دوران از زیر قضیه
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که است مثلث این داخل X نقاط هندسی مکان ،ABC مثلث در AM میانه است). هندسی مکان یک میانه، (هر ۲ .۳ قضیه

.(P = M فرض با ببینید، را ۳ (شکل SAXB = SAXC یعنی دارند، برابر مساحت های XAC و XAB مثلث های

است هندسی مکان یک میانه، هر :۳ شکل

.SAXB = SAXC پس ،SAXB

SAXC
= |BM |

|MC| داریم: ۱ .۳ لم طبق باشد، AM میانه روی X اگر (الف) برهان.

می دهیم امتداد را
←→
AX خط ،SAXB = SAXC یعنی باشد، برقرار بالا رابطه مثلث، درون X نقطه برای اگر برعکس، (ب)

،|BY | = |Y C|پس ،SAXB

SAXC
= |BY |

|Y C| داشت: خواهیم ۱ .۳ لم از دوباره .(۳ (شکل کند قطع Y در را BC ضلع تا

است. AM میانه روی X، نتیجه در .Y = M بنابراین

□

هستند. همرس مثلث هر میانه سه میانه ها). (همرسی ۳ .۳ نتیجه

رسم میانه روی G چون ،۲ .۳ قضیه طبق آنگاه کنند، قطع G نقطه در را یکدیگر C و B از شده رسم میانه های اگر برهان.

بنابراین، .SCGA = SCGB پس هست، هم C از شده رسم میانه روی چون و SBGA = SBGC داریم هست، B از شده

G نقطه در میانه سه پس، دارد. قرار نیز A از شده رسم میانه روی G که می شود نتیجه ۲ .۳ قضیه از هم باز و SAGB = SAGC

□ هستند. همرس

به می شود) معلوم دارد، مثلث شکل که همگنی فیزیکی جسم مورد در تأمل کمی با که دلیلی (به مثلث یک میانه سه همرسی نقطه

سوا جیووانی افتخار به که را، سوا قضیه حالا، است. معروف مثلث آن (centeroid) ثقل مرکز مختصر طور به یا هندسی ثقل مرکز

۲ بخش ۴۴ (مسأله می کنیم ثابت هندسی مکان های از استفاده با آنرا و بیان شده، نام گذاری ایتالیایی ریاضیدان (۱۷۳۴−۱۶۴۷م)

درون نقطه یک به را مثلث رأس یک که است پاره خطی هر سوایی، پاره خط از منظور ببینید). را [۲] مرجع ۱۳۶ و ۴۳ صفحات در

داخلی). نیمساز یا میانه (مانند می کند وصل آن مقابل ضلع

سوایی پاره خط آنگاه باشد، BC ضلع روی نقطه ای P اگر ،ABC مثلث در است). هندسی مکان یک سوایی، پاره خط (هر ۴ .۳ لم

.SAXB

SAXC
= |BP |

|PC| که است مثلث درون X نقاط هندسی مکان AP

نشان برعکس، .SAXB

SAXC
= |BP |

|PC| آنگاه باشد، داشته قرار AP روی X اگر است: شده ثابت ۱ .۳ لم در مطلب این از نیمی برهان.

بالا (شكل دارد قرار AP روی X نقطه آنگاه باشد، برقرار ABC مثلث درون X نقطه برای SAXB

SAXC
= |BP |

|PC| رابطه اگر که می دهیم
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حال، . |BP |
|PC| =

|BY |
|Y C| نتیجه در ،SAXB

SAXC
= |BY |

|Y C| داریم ۱ .۳ لم از کند. قطع Y در را BC تا دهید امتداد را
←→
AX خط ببینید). را

۲،|BP | = |BY | و |PC| = |Y C| که می شود نتیجه |BP |+ |PC| = |BY |+ |Y C|(= |BC|) تساوی و رابطه این از

□ دارد. قرار AP روی X بنابراین، .P = Y داریم پس

|AQ|
|QC|·

|CP |
|PB|·

|BR|
|RA| = اگر تنها و اگر هستند CRهمرس BQو APو سوایی پاره خط سه ،ABC مثلث در سوا). (قضیه ۵ .۳ گزاره

.1

سوا قضیه :۴ شکل

و SBXA

SBXC
= |AQ|

|QC| داریم ،۱ .۳ لم از استفاده بار دو با .(۴ (شکل می کنند قطع X در را همدیگر CR و BQ کنید فرض برهان.

X نقطه ،۴ .۳ لم بر بنا حال، .SAXB

SAXC
= |AQ|

|QC| ·
|BR|
|RA| می آوریم: دست به تساوی دو این طرفین ضرب با .SCXB

SCXA
= |BR|

|RA|

CR و BQ و AP ، نتیجه در . |AQ|
|QC| ·

|BR|
|RA| = |BP |

|PC| اگر تنها و اگر ،SAXB

SAXC
= |BP |

|PC| اگر تنها و اگر دارد قرار AP روی

□ . |AQ|
|QC| ·

|CP |
|PB| ·

|BR|
|RA| = 1 اگر تنها و اگر همرسند

جمع بندی .۴

عبارت داشت. خواهیم را هندسی مکان های توسط مثلث اصلی مرکز چهار از جمع بندی یک برای مختصر تلاشی پایان، در

چهار و تقسیم) و ضرب تفریق، (جمع، ریاضیات در اصلی عمل چهار از تبعیت به مقاله، این عنوان در مثلث» اصلی مرکز «چهار

علمی متون در استاندارد اصطلاحی و شده، آورده قوی) اتمی و ضعیف اتمی الکترومغناطیس، (گرانش، فیزیک در اصلی نیروی

نسبت X نقطه برای را مقداری که می کنیم بررسی را φ(PQ,X) صورت به توابعی هندسی، مکان های یکسان سازی برای نیست.

می کنند. معین (P ̸= Q فرض (با
←→
PQ خط یا PQ پاره خط به

،ABC مثلث درون X نقطه .
←→
PQ خط از X نقطه فاصله با است برابر که می باشد d(PQ,X) صورت به تابع اولین (۱)

،ABC مثلث داخلی مرکز پس، .d(AB,X) = d(AC,X) اگر تنها و اگر دارد قرار ∠A زاویه داخلی نیمساز روی

.d(AB, I) = d(BC, I) = d(CA, I) که است آن درون I نقطه تنها

نتیجه هم اینجا از .|PC| = |Y C| بنابراین ، |BC|
|PC| =

|BC|
|Y C| پس ، |BP |

|PC| + 1 = |BY |
|Y C| + 1 داریم |BP |

|PC| =
|BY |
|Y C| ۲از

.|BP | = |BY | بنابراین ،|BC| − |PC| = |BC| − |Y C| كه می گیریم
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روی صفحه، در X نقطه .f(PQ,X) = |PX|2 + |QX|2 می گیریم: نظر در صورت این به را تابع دومین (۲)

|BX| = تساوی با است معادل که ،f(AB,X) = f(AC,X) اگر تنها و اگر دارد قرار BC ضلع عمودمنصف

f(AB,O) = داریم: آن برای که است صفحه در O نقطه یگانه ،ABC مثلث محیطی مرکز پس، .|CX|

.f(BC,O) = f(CA,O)

h(PQ,X) = است: برقرار زیر تساوی كه می كنیم توجه .h(PQ,X) = |PX|2+|QX|2−|PQ|2 تابع: سومین (۳)

اگر تنها و اگر دارد قرار A رأس از وارده ارتفاع خط روی ،ABC مثلث صفحه در X نقطه .f(PQ,X)− |PQ|2

قضیه به کنید (رجوع است زیر رابطه معادل تساوی، این که داریم توجه .h(AB,X) = h(AC,X) باشیم داشته

که است صفحه در H نقطه تنها ،ABC مثلث ارتفاعی مرکز پس .|BX|2− |CX|2 = |AB|2− |AC|2 :(۲ .۲

.h(AB,H) = h(BC,H) = h(CA,H)

g(PQ,X) تساوی= که داریم توجه .PQX مثلث مساحت یعنی ،g(PQ,X) = SPQX با است برابر تابع چهارمین (۴)

دارد قرار A رأس از وارده میانه روی بر ،ABC مثلث درون X نقطه است. برقرار d(PQ,X) · 12 |PQ|

که است آن درون G نقطه تنها ،ABC مثلث ثقل مرکز پس، .g(AB,X) = g(AC,X) اگر تنها و اگر

.g(AB,G) = g(BC,G) = g(CA,G)

بسیار توصیه های و متن ویرایش خاطر به لاجوردی كاوه دكتر آقای جناب به را خود عمیق سپاس گزاری مراتب قدردانی. و تشكر

می نمایم. تقدیم مقاله این بهبود در مؤثرشان
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ویژگی ها سپس، و پرداخته دومتغیره متقارن چندجمله  ای های بررسی و معرفی به ابتدا مقاله، این در چکیده.

معادلات، حل در را چندجمله  ای ها این از کاربردهایی این، بر علاوه می شوند. بیان مربوطه بنیادین قضیه و
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مقدمه .۱

معادلات، دستگاه های مانند مقدماتی جبر با مرتبط مسائل از بسیاری حل به می توان چندجمله  ای ها در تقارن مفهوم از استفاده با

دستگاه یعنی مجهول، n و معادله n شامل خطی معادلات دستگاه کلی صورت ابتدا، در گشت. نائل نامساوی ها و گنگ معادلات

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn,

(۱ .۱)

هستند. ثابت جملات ،b1, b2, . . . , bn و ضرایب ،a1, a2, . . . , an مجهولات، ،x1, x2, . . . , xn اینجا، در می گیریم. نظر در را

برقرار آنها ازای به دستگاه معادلات تمامی که طوری به است متغیرها به مقادیری اختصاص دستگاهی چنین برای جواب از منظور

است، یکتا جواب دارای دستگاه (ب) است، جواب بی نهایت دارای دستگاه (الف) می دهد: رخ حالت سه صورت، این در باشند.

می نامند. آن جواب مجموعه را دستگاه این برای ممکن جواب های همه مجموعۀ .[۲] است جواب فاقد دستگاه (ج)

معادله، یک از را xn مانند متغیری ابتدا روش، این در است. متغیرها متوالی حذف (۱ .۱) دستگاه حل برای روش ساده ترین

معادله n − 1 با خطی معادلات دستگاه یک به طریق بدین می دهیم. قرار معادلات دیگر در و آورده به دست نخست، معادلۀ مثلا

سپس، و x1 آن حل با که یافت دست تک‑متغیره خطی معادلۀ یک به می توان فرایند این تکرار با می رسیم. مجهول n − 1 و

سادگی به همیشه غیرخطی دستگاه های برای روش این به کارگیری می شود. مشخص دستگاه نهایی جواب مکرر، جایگزینی های با

دلخواه، مجهولی دو و معادله دو دستگاه یک در نمونه، عنوان به می شود. بالاتر درجۀ از معادله ای به منجر اغلب و نمی پذیرد صورت

mn درجۀ از معادله ای به است ممکن مجهول یک حذف از پس آنگاه باشد، m درجۀ از دیگر معادلۀ و n درجۀ از معادله یک اگر

برای ندارد، وجود رادیکال ها حسب بر بالاتر و پنجم درجۀ معادلات برای جوابی هیچ [۳] آبل–روفینی قضیه به بنا که آنجا از برسیم.

باشیم. ابتکاری راه حلی دنبال به باید شده داده غیرخطی دستگاه حل

به توجه با است. چندجمله  ای ها در تقارن نام به مفهومی از استفاده بالا، درجۀ با معادلات دستگاه های حل برای مناسب روشی

گنگ، معادلات و معادلات دستگاه های از بسیاری حل به می توان آن از استفاده با اما نیست، اجرا قابل کلی حالت در روش این آنکه

ما حذفی، روش خلاف بر که است آن روش این در مهم مزیت یک پرداخت. عبارت یک تجزیه نیز و نامساوی ها و اتحادها اثبات

است. [۱] کتاب مقاله، این برای ما اصلی مرجع می سازد. رهنمون پایین تر درجۀ از معادله ای به را

حاصل تغییری یکدیگر به y و x تبدیل با چندجمله ای، این در هرگاه گوییم متقارن را P (x, y) دومتغیره چندجمله ای .۱ .۱ تعریف

.P (x, y) = P (y, x) باشیم داشته دیگر، عبارت به و نشود

مقدماتی را هستند، دومتغیره متقارن چندجمله  ای های نوع ساده ترین که ،τ = xy و σ = x + y متقارن چندجمله  ای های

.sn = xn + yn متقارن چندجمله ای از است عبارت متشابه توان های مجموع ،n طبیعی عدد هر ازای به می نامیم.

بنیادین قضیه .۲

y و x حسب بر τ و σ نوشتن با می گیریم. نظر در را نیست، متقارن لزوماً که ،τ و σ از P (σ, τ) دلخواه دومتغیره چندجمله ای

،P (σ, τ) = σ2 − στ اگر نمونه، عنوان به .f(x, y) = P (x+ y, xy) واقع، در می رسیم. f(x, y) متقارن چندجمله ای به

آنگاه

f(x, y) = (x+ y)2 − (x+ y)xy = x2 + y2 + 2xy − x2y − xy2.
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آیا می آید. پیش سؤال یک حال، است. متقارن چندجمله  ای های آوردن به دست برای ساده روش یک این می شود دیده که چنان

دنباله جملۀ چهار نخستین مثال، به طور آورد؟ به دست روش بدین را متقارن چندجمله ای هر می توان و است برقرار مطلب این عکس

نوشت: τ و σ حسب بر می توان را {sn}n≥1

s1 = σ, s2 = σ2 − 2τ

s3 = σ3 − 3στ, s4 = (σ2 − 2τ)2 − 2τ2.

است. مثبت پرسش این پاسخ که می دهد نشان ۱ .۲ قضیه

.f(x, y) = P (σ, τ) که به طوری دارد وجود P (σ, τ) چندجمله ای ،f(x, y) دومتغیره متقارن چندجمله ای هر برای .۱ .۲ قضیه

نوشت. τ و σ حسب بر می توان را y و x از f(x, y) متقارن چندجمله ای هر بیان، دیگر به

بر چندجمله ای یک به صورت می توان را sn که می دهیم نشان و نموده ثابت متشابه توان های مجموع برای را حکم ابتدا، در برهان.

.s1 = x+ y = σ چون است واضح n = 1 برای حکم می گیرد. صورت n روی قوی استقرای با امر این نوشت. τ و σ حسب

تساوی طرفی، از

(x+ y)(xn−1 + yn−1) = xn + yn + xy(xn−2 + yn−2)

نیز n ازای به حکم آنگاه باشد، برقرار n از کوچک تر طبیعی مقادیر برای حکم اگر لذا، .sn = σsn−1 − τsn−2 می دهد نتیجه

است. برقرار

از پس چندجمله ای این است، متقارن f که آنجا از می گیریم. نظر در را f(x, y) دلخواه دومتغیره متقارن چندجمله ای اینک،

که نوشت، bxkyl + bxlyk و axkyk جملات از مجموعی صورت به می توان را f واقع، در و می باشد جمله نوع دو دارای بسط

یک به صورت می توان را f ،bxkyl + bxlyk = bxlyl(xk−l + yk−l) = bτ lsk−l و axkyk = aτk چون .k > l آن در

□ می شود. نتیجه حکم بنابراین، نمود. بیان {sn}n≥1 دنباله عناصر و τ ،σ حسب بر چندجمله ای

رابطه دنباله این برای ،۱ .۲ قضیه اثبات به بنا طرفی، از .f(x) =
∑∞

n=1 snx
n از است عبارت {sn}n≥1 دنباله مولد تابع

دوم مرتبۀ همگن خطی بازگشتی

sn = σsn−1 − τsn−2 (n ≥ 3), s1 = σ, s2 = σ2 − 2τ, (۱ .۲)

می آید به دست [۴] از استفاده با است. برقرار

f(x) =
σx− 2τx2

1− σx+ τx2
= (σx− 2τx2)

∞∑
n=0

(σx− τx2)n.

عمومی دستور کردن، ساده سپس و تساوی طرف دو در xn ضریب محاسبه با

sn = n

⌊n/2⌋∑
i=0

(−1)i(n− i− 1)!

i!(n− 2i)!
σn−2iτ i

عنوان به می دهد. ارائه τ و σ حسب بر f(x, y) متقارن چندجمله ای هر محاسبه برای الگوریتمی ۱ .۲ قضیه برهان می شود. نتیجه

متقارن چندجمله ای برای نمونه،

f(x, y) = x4 − 5x3y2 + 7x3y + 6x2y2 − 5x2y3 + 7xy3 + y4,
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نوشت می توان

f(x, y) = (x4 + y4)− 5(x3y2 + x2y3) + 7(x3y + xy3) + 6x2y2

= s4 − 5τ2s1 + 7τs2 + 6τ2

= (σ2 − 2τ)2 − 2τ2 − 5τ2σ + 7τ(σ2 − 2τ) + 6τ2

= σ4 + 3σ2τ − 5στ2 − 6τ2.

τ و σ حسب بر ،۱ .۲ قضیه اثبات در شده بیان روش جز به دیگری، روش هر با f متقارن چندجمله ای اگر می دهد نشان ۲ .۲ قضیه

استفاده مورد دومتغیره تک جمله  ای های روی قاموسی، ترتیب به موسوم زیر، ترتیب ادامه در است. یکسان حاصل آنگاه شود، بیان

می گیرد: قرار

axmyn ≥ bxkyl ←→ m ≥ k و (m = k → n ≥ l).

گفت می توان آنگاه φ(σ, τ) = ψ(σ, τ) که باشند گونه ای به ψ و φ دومتغیره چندجمله  ای های اگر تبدیل) (یکتایی .۲ .۲ قضیه

.φ(x, y) = ψ(x, y)

به نسبت تک جمله ای بزرگ ترین که می شود دیده سادگی به ،σiτ j = (x + y)i(xy)j تساوی و تعریف از استفاده با برهان.

برابر φ(σ, τ) بسط در تک جمله ای بزرگ ترین اگر تنها و اگر است xmyn برابر φ(x, y) دومتغیره چندجمله ای در قاموسی ترتیب

انتخاب طوری را σiτ j جملات است کافی φ(σ, τ) بسط در تک جمله ای بزرگ ترین یافتن برای واقع، در باشد. xm+nyn با

واضح برگزینیم. j مقدار بیشترین با را جمله ای آنها میان از سپس، و باشد داشته را ممکن مقدار بیشترین i+ j آنها در که نماییم

موجود φ(x, y) چندجمله ای اگر بنابراین، است. یکتا و دارد وجود جمله بزرگ ترین φ(σ, τ) ناصفر چندجمله ای هر برای که است

.φ(x, y) = 0 آنگاه ،φ(σ, τ) = 0 که طوری به باشد

صورت، این در .φ(σ, τ) = ψ(σ, τ) که طوری به هستند چندجمله ای دو ψ(x, y) و φ(x, y) می کنیم فرض حال،

□ می شود. حاصل حکم لذا، .φ(x, y)− ψ(x, y) = 0 بالا، بحث به بنا و است صفر با برابر φ(σ, τ)− ψ(σ, τ)

در نیستند. مرتبط یکدیگر با جبری رابطه هیچ تحت τ = xy و σ = x + y عبارات که است آن ۲ .۲ قضیه برقراری علت

چندجمله  ای های و τ1 = x2 + y2 + 2xy گرفتن نظر در با نمونه، عنوان به نباشد. برقرار است ممکن حکم صورت، این غیر

.φ(σ, τ1) = ψ(σ, τ1) ولی φ(x, y) ̸= ψ(x, y) داریم ψ(x, y) = y + xy و φ(x, y) = x2 + xy

کاربردها .۳

که شود توجه می پردازیم. مقدماتی جبر از مسائلی حل در دومتغیره متقارن چندجمله  ای های از کاربردهایی به بخش، این در

∆ = b2 − 4ac اینجا، در .z = (−b±
√
b2 − 4ac)/(2a) از عبارتند az2 + bz + c = 0 دوم درجۀ معادلۀ جواب های

دارای معادله صورت، این غیر در و هستند غیرحقیقی مختلط اعداد جواب ها آنگاه ،∆ < 0 اگر که پیداست دارد. نام مبین

است. حقیقی جواب های

y و x به نسبت متقارن عباراتی تساوی ها چپ سمت دستگاه ها، این از برخی در دومتغیره. متقارن معادلات دستگاه های .۱ .۳

که ،xy عبارت به جای زیرا می شود واقع مفید امر این نوشت. τ و σ حسب بر می توان را عبارات ۲. ۱، این قضیه به بنا هستند.

مذکور عبارات τ = xy و σ = x+ y جانشینی های اعمال با رو، این از می گیرد. قرار اول درجۀ از τ متغیر است، دوم درجۀ از

در می یابیم. دست y و x مقادیر به τ و σ آوردن به دست صورت در سپس، می شوند. تبدیل کمتر درجات از معادلاتی به معمولا

.z2 − σz + τ = (z − x)(z − y) زیرا هستند z2 − σz + τ = 0 معادلۀ ریشه های y و x واقع،
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دستگاه .۱ .۳ xمثال
3 + y3 + xy(x+ y) = 15,

x2y2(x2 + y2) = 20,

است: ذیل شرح به دستگاه این حل شد، بیان آنچه مطابق می گیریم. نظر در s3را + τs1 = 15,

τ2s2 = 20,

−→

σ(σ
2 − 2τ) = 15,

τ2(σ2 − 2τ) = 20,

معادلۀ دو تقسیم
−−−−−−−→ σ =

3

4
τ2

دوم معادلۀ در جای گذاری
−−−−−−−−−−−→

9τ6 − 32τ3 − 320 = 0 −→ τ = 2,− 3
√
40/9 −→

σ = 3,

τ = 2,

یا

σ = 3
√
25/3,

τ = − 3
√
40/9,

−→

x = 1,

y = 2,

x = 2,

y = 1,

x =
3√25+ 6√5

√
13

2 3√3
,

y =
3√25− 6√5

√
13

2 3√3
,

x =
3√25− 6√5

√
13

2 3√3
,

y =
3√25+ 6√5

√
13

2 3√3
.

دستگاه .۲ .۳ xمثال
4 = 3x2 − y2,

y4 = 3y2 − x2,

متقارن معادلاتی به می توان آنها تفاضل و مجموع گرفتن نظر در با اما نیست متقارن تنهایی به معادله هر اینجا، در است. مفروض

یافت: xدست
4 + y4 = 2(x2 + y2),

x4 − y4 = 4(x2 − y2).

جواب های دستگاه در جای گذاری با آنگاه ،x2 = y2 اگر

(x, y) = (0, 0), (
√
2,
√
2), (−

√
2,
√
2), (
√
2,−
√
2), (−

√
2,−
√
2),

نوشت می توان x2 − y2 بر دوم معادلۀ تقسیم با صورت، این غیر در می شود. s4حاصل = 8,

s2 = 4,

−→

(σ2 − 2τ)2 − 2τ2 = 8,

σ2 − 2τ = 4,

−→

τ = 2,

σ = ±2
√
2,

یا

τ = −2,

σ = 0,

می آید. به دست بالا تکراری جواب های همان اینجا از که

بر یا نیستند متقارن y و x به نسبت که است معادلاتی از متشکل دستگاه یک اوقات گاهی کمکی. متغیرهای از استفاده .۲ .۳

یافت. دست متقارن معادلاتی به می توان جدید متغیرهایی گرفتن نظر در با اما نمی باشند، بیان قابل {sn}n≥1 دنباله عناصر حسب

دستگاه .۳ .۳ مثال
√
y + 4
√
x3 − 1 = 5,

x3 + y2 = 98,
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گفت می توان v =
√
y و u = 4

√
x3 − 1 متغیرهای گرفتن نظر در با است. شده +uداده v = 5,

u4 + v4 = 97,

−→

σ = 5,

(σ2 − 2τ)2 − 2τ2 = 97,

−→

σ = 5,

σ = 6,

σ = 5,

τ = 44,

−→

x = 2,

y = 3,

x = 3,

y = 2.

نمود. تبدیل متقارن معادلات از دستگاهی به جدید متغیرهای از استفاده با می توان را تک مجهولی معادلۀ یک نیز اوقات گاهی

داریم: y = 3
√
37− x3 دادن قرار با می گیریم. نظر در را x 3

√
37− x3(x+ 3

√
37− x3) = −12 معادلۀ .۴ .۳ xمثال

3 + y3 = 37,

xy(x+ y) = −12,
−→

σ
3 − 3στ = 37,

στ = −12,
−→

σ = 1,

τ = −12,

−→

x = −3,

y = 4,

x = 4,

y = −3.

دوم درجۀ معادلۀ یک ریشه های شامل عباراتی محاسبه به مسائل، برخی در دوم. درجۀ معادلات با مرتبط مسائل برخی .۳ .۳

نمود. حل متقارن چندجمله  ای های کمک به می توان نیز را مسائلی چنین نیازمندیم. مفروض

اگر باشند. x2 + 7x+ 9 = 0 معادلۀ ریشه های مکعب آن ریشه های که دهیم تشکیل دومی درجۀ معادلۀ می خواهیم .۵ .۳ مثال

بیابیم طوری را q و p باید طرفی، از .τ = x1x2 = 9 و σ = x1 + x2 = −7 آنگاه باشند، x2 و x1 اخیر معادلۀ ریشه های

رو، این از .z2 + pz + q = (z − x31)(z − x32) که

p = x31 + x32 = σ3 − 3στ = −154,

q = x31x
3
2 = τ3 = 729,

است. شده خواسته معادلۀ همان z2 − 154z + 729 = 0 و

حاصل می خواهیم .α, β > 0 که است روشن هستند. مفروض آن از β و α ریشه های و x2−9x+16 = 0 معادلۀ .۶ .۳ مثال

صورت، این در .v = 4
√
β و u = 4

√
α می دهیم قرار بیابیم. را A = 4

√
α+ 4
√
β uعبارت

4 + v4 = 9,

u4v4 = 16,

−→

(σ2 − 2τ)2 − 2τ2 = 9,

τ4 = 16,

−→

σ =
√

4 +
√
17,

τ = 2,

.

.A = σ =
√
4 +
√
17 حال،

راستا این در زیر قضیه پرداخت. نامساوی ها از بسیاری اثبات به می توان متقارن چندجمله  ای های از استفاده با نامساوی ها. .۴ .۳

می شود. واقع مفید
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دستگاه و σ, τ ∈ R عدد دو [۱] .۷ .۳ +xقضیه y = σ,

xy = τ,

تنها و اگر x = y علاوه، به .σ2 − 4τ ≥ 0 اگر تنها و اگر هستند حقیقی اعداد دستگاه این از y و x جواب های است. مفروض

.σ2 − 4τ ≥ 0 و σ, τ ≥ 0 اگر تنها و اگر هستند دستگاه برای نامنفی حقیقی جواب دو y و x همچنین، .σ2 − 4τ = 0 اگر

x + y ≥ a یا x, y ≥ 0 ،x, y ∈ R همچون مقادیری ازای به f(x, y) متقارن چندجمله ای می کنیم فرض کلی، حالت در

می دهیم قرار و نوشته τ و σ برحسب را f(x, y) چندجمله ای ابتدا ،f مقادیر برای پایین کرانی یافتن منظور به است. شده داده

z و σ حسب بر را آن حاصل، چندجمله ای در τ = (σ2 − z)/4 جانشینی با معمول طور به سپس، .z = σ2 − 4τ ≥ 0

می یابیم. دست f برای پایین کران یک به ،z بودن نامنفی و σ برای مسئله شرایط به توجه با حال، می نویسیم.

بالا، مطالب به توجه با .x4 + y4 ≥ x3y + xy3 ،y و x حقیقی مقدار دو هر برای می دهیم نشان (الف) .۸ .۳ مثال

x4 + y4 − x3y − xy3 = (x4 + y4)− xy(x2 + y2)

= (σ2 − 2τ)2 − 2τ2 − τ(σ2 − 2τ) = σ4 − 5σ2τ + 4τ2

= σ4 − 5σ2σ
2 − z
4

+
(σ2 − z)2

4
=

3

4
σ2z +

1

4
z2 ≥ 0.

نوشت می توان .(x3 + y3)/2 ≥ ((x+ y)/2)3 ،y و x نامنفی مقادیر برای می دهیم نشان (ب)

x3 + y3

2
−
(
x+ y

2

)3

=
4(x3 + y3)− (x+ y)3

8

=
4(σ3 − 3στ)− σ3

8
=

3σ3 − 12στ

8

=
3σ3 − 3σ(σ2 − z)

8
=

3σz

8
≥ 0.

.(x+ 1/x)2 + (y + 1/y)2 ≥ 25/2 آنگاه x+ y = 1 که باشند مثبت حقیقی عدد دو y و x اگر می دهیم نشان (ج)

حال، .0 ≤ τ ≤ 1/4 و z = 1− 4τ ≥ 0 ،σ = 1 مفروضات، به توجه با

(x+
1

x
)2 + (y +

1

y
)2 − 25

2
= x2 + y2 +

x2 + y2

x2y2
− 17

2

= σ2 − 2τ +
σ2 − 2τ

τ2
− 17

2
=
−4τ3 − 15τ2 − 4τ + 2

2τ2
.

4τ3 + مقدار بیشترین که است روشن .4τ3 + 15τ2 + 4τ ≤ 2 کنیم ثابت است کافی شده، داده نامساوی اثبات برای لذا،

.2 با است برابر که می شود، حاصل τ = 1/4 ازای به 15τ2 + 4τ

این نمود. اقدام بالا درجات از معادلات برخی حل برای می توان متقارن چندجمله  ای های از استفاده با معکوسه. معادلات .۵ .۳

می گیرد. صورت ۱۱ .۳ قضیه برهان در شده بیان روش اساس بر معکوسه معادلات برای امر

این ضرایب هرگاه گوییم معکوسه را ،an ̸= 0 آن در که ،f(z) = anz
n + · · · + a1z + a0 چندجمله ای .۹ .۳ تعریف

ازای به هرگاه است معکوسه f(z) = anz
n + · · · + a1z + a0 دیگر، عبارت به باشند. برابر دو به دو طرفین از چندجمله ای

چندجمله ای یک خود f هرگاه می شود نامیده معکوسه معادلۀ یک f(z) = 0 معادلۀ .ai = an−i باشیم داشته 0 ≤ i ≤ n هر

باشد. معکوسه
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znf(1/z) = اگر تنها و اگر است معکوسه چندجمله ای یک n درجۀ از f(z) چندجمله ای که می شود دیده تعریف، از استفاده با

است. معکوسه چندجمله ای یک خود معکوسه چندجمله ای دو خارج قسمت که می دهد نشان ۱۰ .۳ گزاره .f(z)

h(z) = صورت، این در .g(z) | f(z) که طوری به هستند معکوسه چندجمله ای دو g(z) و f(z) می کنیم فرض .۱۰ .۳ گزاره

است. معکوسه چندجمله ای یک نیز f(z)/g(z)

نوشت می توان رو، این از هستند. n و m درجات از ترتیب به g(z) و f(z) معکوسه چندجمله  ای های می کنیم فرض برهان.

وجود m− n درجۀ از h(z) = f(z)/g(z) چندجمله ای ،g(z) | f(z) چون .zng(1/z) = g(z) و zmf(1/z) = f(z)

که طوری به دارد

zm−nh(1/z) =
zmf(1/z)

znf(1/z)
=
f(z)

g(z)
= h(z).

□ است. معکوسه چندجمله ای یک h(z) بنابراین،

آنگاه n = 2k اگر باشد. n درجۀ از معکوسه چندجمله ای یک f(z) = anz
n + · · · + a1z + a0 گیریم .۱۱ .۳ قضیه

و z + 1 | f(z) آنگاه ،n = 2k + 1 اگر است. k درجۀ از چندجمله ای یک h و σ = z + 1/z آن در که ،f(z) = zkh(σ)

است. 2k درجۀ از معکوسه چندجمله ای یک خارج قسمت

هر ازای به تعریف، به بنا می گیریم. نظر در را 2k درجۀ از f(z) = a2kz
2k + · · ·+ a1z + a0 معکوسه چندجمله ای برهان.

صورت، این در .ai = a2k−i داریم 0 ≤ i ≤ 2k

f(z) = zk
(
a2kz

k + a2k−1z
k−1 + · · ·+ ak+1z + ak +

ak−1

z
+ · · ·+ a1

zk−1
+
a0
zk

)
= zk

(
a2k

(
zk +

1

zk

)
+ a2k−1

(
zk−1 +

1

zk−1

)
+ · · ·+ ak+1

(
z +

1

z

)
+ ak

)
.

دوم مرتبۀ همگن خطی بازگشتی رابطه ،۲ بخش در y و x جای به ترتیب به 1/z و z دادن قرار با دیگر، طرف از

Sn = σSn−1 − Sn−2 (n ≥ 3), S1 = σ, S2 = σ2 − 2 (۱ .۳)

σ حسب بر چندجمله ای یک Sn که می شود دیده اینجا از .Sn = zn + 1/zn آن در که می شود، حاصل {Sn}n≥1 دنباله برای

داریم n ≥ 1 هر برای علاوه، به است. n درجۀ از

Sn = n

⌊n/2⌋∑
i=0

(−1)i(n− i− 1)!

i!(n− 2i)!
σn−2i.

می شود. ثابت حکم اول قسمت لذا،

رو، این از است. 2k + 1 درجۀ از معکوسه چندجمله ای یک f(z) = a2k+1z
2k+1 + · · · + a1z + a0 می کنیم فرض

پس، .ai = a2k+1−i داریم 0 ≤ i ≤ 2k + 1 هر برای

f(z) = a0(z
2k+1 + 1) + a1(z

2k + z) + · · ·+ ak(z
k+1 + zk).

قسمت اثبات است، معکوسه چندجمله ای یک نیز z+1 که آنجا از .z+1 | f(z) می دهد نتیجه این .f(−1) = 0 که پیداست

□ می آید. به دست ۱۰ .۳ گزاره از استفاده با حکم دوم
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عنوان به شود. اعمال τ = 1 جای گذاری τ و σ حسب بر sn دستور در است کافی ،Sn آوردن به دست برای که شود توجه

از عبارتند σ حسب بر {Sn}n≥1 دنباله جملۀ چهار نخستین نمونه،

S1 = σ, S2 = σ2 − 2,

S3 = σ3 − 3σ, S4 = σ4 − 4σ2 + 2.

ریشه های می خواهیم و گرفته نظر در را 6z6− 5z5 +2z4 +5z3 +2z2− 5z+6 = 0 معکوسه معادلۀ (الف) .۱۲ .۳ مثال

نوشت می توان ،۱۱ .۳ قضیه برهان به بنا بیابیم. را آن

z3
(
6

(
z3 +

1

z3

)
− 5

(
z2 +

1

z2

)
+ 2

(
z +

1

z

)
+ 5

)
= 0,

−→ 6S3 − 5S2 + 2S1 + 5 = 0 −→ 6σ3 − 5σ2 − 16σ + 15 = 0 −→ σ = 1,
2

3
,−5

3
,

−→ z +
1

z
= 1,

2

3
,−5

3
−→ z2 − z + 1 = 0, 3z2 − 2z + 3 = 0, 3z2 + 5z + 3 = 0,

−→ z =
1± i

√
3

2
,
1± 2i

√
2

3
,
−5± i

√
11

6
.

است. معادله این ریشه های یافتن هدف است. شده داده z5 − 4z4 + 3z3 + 3z2 − 4z + 1 = 0 معکوسه معادلۀ (ب)

معکوسه معادلۀ به z + 1 بر متناظر معکوسه چندجمله ای تقسیم با و است معادله این ریشۀ یک −1 ،۱۱ .۳ قضیه برهان به بنا

لذا، می رسیم. z4 − 5z3 + 8z2 − 5z + 1 = 0 = 0

z2
((

z2 +
1

z2

)
− 5

(
z +

1

z

)
+ 8

)
= 0 −→ S2 − 5S1 + 8 = 0 −→ σ2 − 5σ + 6 = 0

−→ σ = 2, 3 −→ z +
1

z
= 2, 3 −→ z2 − 2z + 1 = 0, z2 − 3z + 1 = 0

−→ z = 1,
3±
√
5

2
.

۱۳ .۳ گزاره حال، این با نیست. امکان پذیر رادیکال ها حسب بر بالاتر و پنجم درجۀ معادلات حل شد، اشاره پیش تر که طور همان

است. امکان پذیر معادلات از رده هایی برای امری چنین می دهد نشان

را ،a ̸= 0 آن در که ،az4 + bz3 + cz2 + bz + a = 0 چهارم درجۀ معکوسه معادلۀ ریشه های همه (الف) .۱۳ .۳ گزاره

آورد. به دست گرفتن جذر و حساب اصلی عمل چهار کمک به می توان

به می توان را ،a ̸= 0 آن در که ،az5 + bz4 + cz3 + cz2 + bz + a = 0 پنجم درجۀ معکوسه معادلۀ ریشه های همه (ب)

آورد. به دست گرفتن جذر و حساب اصلی عمل چهار کمک

،a ̸= 0 آن در که ،az6 + bz5 + cz4 + dz3 + cz2 + bz + a = 0 ششم درجۀ معکوسه معادلۀ ریشه یک اگر (ج)

آورد. به دست گرفتن ریشه و حساب اصلی عمل چهار کمک به می توان را جواب ها دیگر آنگاه باشد، مشخص

،a ̸= 0 آن در که ،az7 + bz6 + cz5 + dz4 + dz3 + cz2 + bz+ a = 0 هفتم درجۀ معکوسه معادلۀ ریشۀ یک اگر (د)

آورد. به دست گرفتن ریشه و حساب اصلی عمل چهار کمک به می توان را جواب ها دیگر آنگاه باشد، مشخص −1 جز به
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شده، بیان روش به بنا (الف) برهان.

z2
(
a

(
z2 +

1

z2

)
+ b

(
z +

1

z

)
+ c

)
= 0 −→ aS2 + bS1 + c = 0

−→ aσ2 + bσ + (c− 2a) = 0 −→ σ =
−b±

√
b2 + 8a2 − 4ac

2a

−→ 2az2 +
(
b±

√
b2 + 8a2 − 4ac

)
z + 2a = 0.

می آید. به دست حکم است، امکان پذیر گرفتن جذر و حساب اصلی عمل چهار از استفاده با تنها اخیر دوم درجۀ معادلۀ حل که آنجا از

یک g(z) آن در که ،az5 + bz4 + cz3 + cz2 + bz + a = (z + 1)g(z) نوشت می توان ،۱۱ .۳ قضیه به بنا (ب)

حساب اصلی عمل چهار کمک به g(z) = 0 معادلۀ حل که می شود نتیجه (الف) از حال، است. چهارم درجۀ معکوسۀ چندجمله ای

می شود. حاصل حکم لذا، است. ممکن گرفتن جذر و

گفت می توان (ج)

z3
(
a

(
z3 +

1

z3

)
+ b

(
z2 +

1

z2

)
+ c

(
z +

1

z

)
+ d

)
= 0

−→ aS3 + bS2 + cS1 + d = 0 −→ aσ3 + bσ2 + (c− 3a)σ + d− 2b = 0,

به دست مقدار هر ازای به سپس، می آید. به دست گرفتن ریشه و حساب اصلی عمل چهار از استفاده با σ برای مقدار سه اینجا از که

می شود. نتیجه حکم لذا، می رسیم. z برای مقدار دو به گرفتن جذر و حساب اصلی عمل چهار ،z + 1/z = σ معادلۀ با σ آمده

ریشۀ یک نیز −1 طرفی، از .λ ̸= −1 که طوری به باشد λ مانند ریشه ای دارای مفروض هفتم درجۀ معکوسه معادلۀ گیریم (د)

و است معکوسه معادلۀ این

az7 + bz6 + cz5 + dz4 + dz3 + cz2 + bz + a = (z + 1)g(z),

□ می شود. نتیجه (ج) از حکم ،g(λ) = 0 چون اینک، است. ششم درجۀ معکوسه چندجمله ای یک g(z) آن در که

عوامل، از حاصل ضربی به صورت f(x, y) دومتغیره متقارن چندجمله ای یک تجزیه برای متقارن. چندجمله  ای های تجزیه .۶ .۳

از استفاده با بخش، این در بپردازیم. جدید عبارت تجزیه به سپس، و نوشته τ و σ حسب بر را f ابتدا که است آن کلی راهبرد یک

می نویسیم منظور، بدین می دهیم. قرار بررسی مورد را چهارم درجۀ دومتغیره متقارن چندجمله  ای های مذکور، راهبرد

f(x, y) = ax4 + bx3y + cx2y2 + bxy3 + ay4

+ dx3 + ex2y + exy2 + dy3 + fx2 + gxy + fy2 + hx+ hy + k

= as4 + bτs2 + cτ2 + ds3 + eτσ + fs2 + gτ + hσ + k

= (2a− 2b+ c)τ2 − (4aσ2 − bσ2 + 3dσ − eσ + 2f − g)τ

+ aσ4 + dσ3 + fσ2 + hσ + k.

روشن بیابیم. را ریشه هایش است کافی آن تجزیه برای که می شود حاصل τ حسب بر دوم درجۀ چندجمله ای یک می بینیم، که چنان

تجزیه τ ′′ و τ ′ حقیقی ریشه دو وجود صورت در که است

f(x, y) = (2a− 2b+ c)(xy − τ ′)(xy − τ ′′)
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عامل هر که گرفت نتیجه می توان عوامل، از یک هر در xy تک جمله ای حضور به توجه با سپس، می گردد. حاصل حقیقی عوامل به

امکان صورت در و هستند دوم درجۀ از x حسب بر نیز عوامل این است. αx2 + βxy+αy2 + γx+ γy+ δ کلی صورت به

می شوند. تجزیه حقیقی عوامل به

چهارم درجۀ متقارن چندجمله ای .۱۴ .۳ مثال

f(x, y) = 6x4 − 11x3y − 18x2y2 − 11xy3 + 6y4 + 3x2 − 10xy + 3y2

می نویسیم آن، تجزیه برای است. شده داده

f(x, y) = 6s4 − 11τs2 − 18τ2 + 3s2 − 10τ

= 16τ2 − (35σ2 + 16)τ + 3σ2(2σ2 + 1) = 16(τ − 2σ2 − 1)(τ − 3

16
σ2)

= (2x2 + 3xy + 2y2 + 1)(3x2 − 10xy + 3y2).

مختلط ریشه های دارای اول عامل است. x حسب بر دوم درجۀ چندجمله ای یک عوامل از کدام هر می شود، دیده که طور همان

بنابراین، می باشد. x = 3y, y/3 حقیقی ریشه دو دارای دوم عامل اما است غیرحقیقی

f(x, y) = 16(τ − 2σ2 − 1)(τ − 3

16
σ2) = (2x2 + 3xy + 2y2 + 1)(3x− y)(x− 3y).

تجزیۀ اگر می گیریم. نظر در را f(x, y) = ax4+ bx3y+ cx2y2+ bxy3+ay4 دومتغیرۀ متقارن چندجمله ای .۱۵ .۳ قضیه

به صورت می توان را f آنگاه نباشد، امکان پذیر ۶ .۳ بخش در شده بیان روش با مطابق حقیقی عوامل به f

f(x, y) = (Ax2 +Bxy + Cy2)(Cx2 +Bxy +Ay2)

می آید. به دست y و x به نسبت دیگری دوری تبدیل از عامل هر آن در که نمود، تجزیه حقیقی عوامل به

داریم: ،۶ .۳ بخش در شده بیان روش به بنا .a = 1 می کنیم فرض کلیت، از شدن کاسته بدون برهان.

f(x, y) = s4 + bτs2 + cτ2 = (c− 2b+ 2)τ2 + (b− 4)σ2τ + σ4.

باشد. منفی باید اخیر دوم درجۀ چندجمله ای مبین می رسد، بن بست به حقیقی عوامل به f تجزیه برای مذکور روش که آنجا از

f(x, y) = تجزیه که می شود نتیجه چندجمله  ای ها ضرایب دادن قرار مساوی با دیگر، طرف از .b2 < 4(c − 2) رو، این از

دستگاه اگر تنها و اگر است امکان پذیر (Ax2 +Bxy + Cy2)(Cx2 +Bxy +Ay2)
AC = 1,

B(A+ C) = b,

A2 +B2 + C2 = c,

(۲ .۳)

از ترتیب به B = bA/(A2 + 1) و C = 1/A آوردن به دست با اینجا از باشد. جواب دارای C و B ،A نامعین ضرایب برای

به سوم، معادلۀ در جای گذاری و دوم و اول معادلات

X4 + (2− c)X3 + (b2 − 2c+ 2)X2 + (2− c)X + 1 = 0 (۳ .۳)
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مثبت جواب دارای (۳ .۳) معکوسه معادلۀ اگر تنها و اگر است جواب دارای (۲ .۳) دستگاه لذا، .X = A2 آن در که می رسیم،

نوشت می توان معکوسه، معادلۀ این حل برای باشد.

S2 + (2− c)S1 + (b2 − 2c+ 2) = 0 −→ σ2 + (2− c)σ + (b2 − 2c) = 0

−→ σ =
c− 2±

√
(c+ 2)2 − 4b2

2
.

حال، می آید. به دست σ برای حقیقی جواب دو لذا، .c > 2 و (c+2)2− 4b2 > (c− 6)2 می شود نتیجه b2 < 4(c− 2) از

مثبت جواب یک اخیر معادلۀ از ،c − 2 +
√

(c+ 2)2 − 4b2 ≥ 2 چون .X + 1/X = c − 2 +
√
(c+ 2)2 − 4b2

□ است. امکان پذیر f برای شده بیان تجزیه بنابراین، و می شود حاصل X برای

را آن f تجزیه برای است. مفروض f(x, y) = 3x4 + 4x3y + 11x2y2 + 4xy3 + 3y4 متقارن چندجمله ای .۱۶ .۳ مثال

می نویسیم: τ و σ متقارن عبارات حسب بر

f(x, y) = 3s4 + 4τs2 + 11τ2 = 9τ2 − 8σ2τ + 3σ4.

را f ،۱۵ .۳ قضیه به بنا حال، نمی شود. حاصل حقیقی ریشه های متناظر معادلۀ برای لذا، و است منفی اخیر چندجمله ای مبین

پس، نمود. تجزیه f(x, y) = (Ax2 +Bxy + Cy2)(Cx2 +Bxy +Ay2) صورت به می توان

3x4 + 4x3y + 11x2y2 + 4xy3 + 3y4 = (Ax2 +Bxy + Cy2)(Cx2 +Bxy +Ay2).

(A+B+C)2 = 25 داریم ،x = y = 1 دادن قرار با می باشد. برقرار y و x مقادیر همه ازای به لذا، و است اتحاد یک اخیر تساوی

داد، تغییر می توان همزمان را C و B ،A علامت های نظر مورد تجزیه در اینکه به توجه با .A+B +C = ±5 می دهد نتیجه که

می دهد نتیجه که (A−B +C)2 = 9 داریم y = −1 و x = 1 دادن قرار با می گیریم. نظر در را A+B +C = 5 تساوی

دستگاه رو، این از .AC = 3 داریم y = 1 و x = 0 دادن قرار با همچنین، .A−B + C = ±3
A+B + C = 5,

A−B + C = ±3,

AC = 3,

(۴ .۳)

نمودن لحاظ با سپس، می رسیم. A+C = 4 و B = 1 به دوم معادلۀ راست طرف در +3 مقدار گرفتن نظر در با می آید. به دست

بنابراین، می شوند. حاصل C = 3 و A = 1 مقادیر سوم، معادلۀ

3x4 + 4x3y + 11x2y2 + 4xy3 + 3y4 = (x2 + xy + 3y2)(3x2 + xy + y2).

بخش پذیری با مرتبط مسائل حل در دومتغیره متقارن چندجمله  ای های کاربردهای دیگر از برخی به بخش، این در بخش پذیری. .۷ .۳

می پردازیم. چندجمله  ای ها

آمده به دست τ و σ حسب بر f بیان از P (σ, τ) و است دومتغیره متقارن چندجمله ای یک f(x, y) می کنیم فرض .۱۷ .۳ مثال

برابر P (σ, τ) چندجمله ای در ضرایب مجموع اگر تنها و اگر است بخش پذیر x2 + xy + y2 بر f(x, y) می دهیم نشان است.

باشد. صفر با

طوری به دارد وجود g(x, y) متقارن چندجمله ای رو، این از .x2 + xy + y2 | f(x, y) می کنیم فرض اول، وهله در

بنابراین، .g(x, y) = Q(σ, τ) داریم τ و σ حسب بر g بیان با طرفی، از .f(x, y) = (x2 + xy + y2)g(x, y) که
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کاسته بدون برعکس، است. صفر با برابر P (σ, τ) در ضرایب مجموع ،P (1, 1) = 0 چون .P (σ, τ) = (σ2 − τ)Q(σ, τ)

کرد فرض می توان کلیت از شدن

f(x, y) = P (σ, τ) = σn + a1σ
n−2τ + a2σ

n−4τ2 + · · ·+ a⌊n/2⌋σ
n−2⌊n/2⌋τ ⌊n/2⌋,

صورت، این در .P (1, 1) = 0 آن در که

P (σ, τ) = σn

(
1 + a1

( τ

σ2

)
+ a2

( τ

σ2

)2

+ · · ·+ a⌊n/2⌋

( τ

σ2

)⌊n/2⌋
)

حداکثر درجۀ از g(z) چندجمله ای پس، است. بخش پذیر 1− z بر 1 + a1z + a2z
2 + · · ·+ a⌊n/2⌋z

⌊n/2⌋ چندجمله ای و

و 1 + a1z + a2z
2 + · · ·+ a⌊n/2⌋z

⌊n/2⌋ = (1− z)g(z) که طوری به دارد وجود ⌊n/2⌋ − 1

P (σ, τ) = σn
(
1− τ

σ2

)
g
( τ

σ2

)
= (σ2 − τ)σn−2g

( τ

σ2

)
.

.x2 + xy + y2 | f(x, y) بنابراین، .σ2 − τ | P (σ, τ) داریم ،n− 2− 2 deg g ≥ 0 چون

می شود نتیجه فرض از .n = 6k ± 1 آنگاه ،x2 + xy + y2 | (x + y)n − xn − yn اگر می کنیم ثابت .۱۸ .۳ مثال

ازای به را sn مقدار کلی، حالت در است. یک با برابر σ = τ = 1 ازای به snها این مقدار لذا، و σ2 − τ | σn − sn
دوم مرتبۀ همگن خطی بازگشتی رابطه ،(۱ .۲) رابطه به بنا می دهیم. نشان an با σ = τ = 1

an = an−1 − an−2 (n ≥ 3), a1 = 1, a2 = −1

بنابراین، و است یک با برابر n = 6k±1 ازای به تنها sn که می شود دیده به راحتی اینجا از می آید. به دست {an}n≥1 دنباله برای

می شود. حاصل حکم

اگر هستیم. x2 + x + 1 بر x2n + xn + 1 چندجمله ای بخش پذیری برای لازم شرط یک دنبال به اینجا، در .۱۹ .۳ مثال

معکوسه چندجمله ای یک f(z) آن در که ،z2n + zn + 1 = (z2 + z + 1)f(z) آنگاه ،x2 + x + 1 | x2n + xn + 1

که است واضح .Sn + 1 = (S1 + 1)f(z)/zn−1 نوشت می توان ،zn بر تساوی طرف دو تقسیم با است. 2n− 2 درجۀ از

را Sn مقدار کلی، حالت در .Sn = −1 باشیم داشته باید σ = −1 ازای به و است σ حسب بر چندجمله ای یک f(z)/zn−1

دوم مرتبۀ همگن خطی بازگشتی رابطه ،(۱ .۳) رابطه به بنا می دهیم. نشان An با σ = −1 ازای به

An = −(An−1 +An−2) (n ≥ 3), A1 = −1, A2 = −1

و است −1 با برابر n = 3k ± 1 ازای به تنها Sn که می شود دیده به راحتی اینجا از می آید. به دست {An}n≥1 دنباله برای

می شود. حاصل نظر مورد شرط بنابراین،
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مؤلفه ی سه پویای تعامل تحلیل به ریاضی، آموزش در نوین تدریس سبک ارائه ی هدف با مقاله این چکیده.

تصمیم سازی، آموزش یافته ها، اساس بر می پردازد. ذهنی» طرحواره های و ساخت وسازگرایی «تصمیم سازی، کلیدی

ساخت وسازگرایی، بستر در تصمیم گیری، از پیش پیامدها ارزیابی و شرایط تحلیل گزینه ها، طراحی فرایند به عنوان

نشان پیشنهادی مفهومی مدل می کند. ایفا شناختی انعطاف پذیر طرحواره های شکل گیری در محوری نقشی

دانش آموزان تقریبی»، رشد «منطقه ی در مسئله محور و تعارض برانگیز موقعیت های طراحی با معلم که می دهد

نه تنها فرایند این می کند. ترغیب راه حل ها بازسازی و فعال بازخوردگیری راهبردها، گاهانه ی آ انتخاب به را

انتخاب مانند سناریوهایی طریق از بلکه می کند، تقویت را ابزاری) درک مقابل (در مفاهیم رابطه ای درک

گزارش می انجامد. انتقال پذیر و پایدار طرحواره های شکل گیری به مسئله، طراحی و خطا تحلیل حل، روش

و انتقادی تفکر خودکارآمدی، افزایش در چارچوب این کارایی مؤید پایین، باانگیزه ی کلاس در عملی تجربه ی

است. دانش آموزان مسئولیت پذیری

2010 Mathematics Subject Classification. 47A55, 39B52, 34K20, 39B82

ساخت گرایی. فعال، یادگیری ریاضی، آموزش مفهومی، طرحواره های تصمیم سازی، کلیدی. واژگان
۱۴۰۴/۰۹/۲۹ برخط انتشار ۱۴۰۴/۰۸/۲۶ پذیرش ۱۴۰۴/۰۷/۱۲ بازنگری ۱۴۰۴/۰۵/۱۱ دریافت تاریخ:

طرحواره های و تصمیم سازی ساخت وسازگرایی، تلفیق طرحواره سازی: تا تصمیم سازی از ع.محمدی، مقاله: این به ارجاع نحوه

.۳۷ –۲۴ ،۱ شماره ،(۱۴۰۴) ۵ ریاضی، علوم سوی به ریاضی، یادگیری و تدریس ارتقای برای ریاضی آموزش در ذهنی

مشهد. فردوسی ©دانشگاه
۲۵



محمدی ع. ۲۶

پیش گفتار .۱

ارتقا زمانی یادگیری کیفیت واقع، در است. محاسباتی روش های اجرای و فرمول ها سپردن به خاطر از فراتر ریاضی یادگیری

در شوند. «تصمیم گیری۳» و «تصمیم سازی۲» به ویژه ارزیابی، تحلیل، همچون فعال شناختی۱ فرایندهای درگیر دانش آموزان که می یابد

ایفا ریاضی مفاهیم ساخت در مهمی نقش کلیدی، شناختی قابلیت یک به عنوان راهبردها گاهانه ی آ (تصمیم گیری) انتخاب مسیر، این

مهارتی تصمیم سازی اما کند. انتخاب خود فهم پایه بر را مناسب راه حل مختلف، راهبردهای میان از باید دانش آموز که چرا می کند؛

است. ریاضی فعالیت های در آن نهادینه سازی و عملی تمرین هدفمند، آموزش نیازمند کار این نیست[۱۸]. اتفاقی

توسط دانش فعال «ساختن اهمیت بر ویگوتسکی۵، و پیاژه۴ دیدگاه به ویژه ساخت گرایانه، یادگیری نظریه های دیگر، سوی از

را دانش که است فعال سازنده ای بلکه منفعل، دریافت کننده ی نه یادگیرنده ساخت وسازگرایی۶، در .[۲۵ دارند[۱۵، کید تأ یادگیرنده»

این است، نشده اشاره «تصمیم سازی» به صریح به طور اگرچه نظریات، این در می سازد. محیط با تعامل و پیشین تجربیات پایه ی بر

مفاهیم شکل گیری در کلیدی سازوکاری به عنوان می تواند تصمیم سازی چارچوب، این در دارد. حضور آن ها هسته ی در به شدت مفهوم

شود. تلقی جدید

طرحواره ها است. انعطاف پذیر و منسجم ذهنی»۷ «طرحواره های شکل گیری تصمیم محور، و ساخت گرایانه آموزش مهم پیامد یک

همان طور هستند[۸]. جدید موقعیت های در عمل راهنمای و می کنند سازمان دهی را گذشته تجارب که هستند ذهنی ساختارهایی

و انعطاف پذیر طرحواره های ایجاد طریق از ابزاری) درک (نه رابطه ای درک بر مبتنی آموزش می کند، استدلال (۱۹۷۶) اسکمپ۸ که

تصمیم سازی آموزش بنابراین، می شود[۲۱]. ریاضی عمیق درک و گاهانه آ تصمیم سازی زمینه ساز اکتشافی، فرصت های فراهم آوردن

یادگیری خود نوبه ی به که شود دانش آموزان شناختی طرحواره های تقویت باعث می تواند انتخاب، برای فرصت هایی فراهم کردن و

داشت. خواهد دنبال به را باکیفیت و پایدار

است. متمرکز تعیین شده پیش از پاسخ های و ثابت الگوریتم های انتقال بر آموزش ریاضی، کلاس های از بسیاری در متأسفانه،

(۲۰۰۷) گروز۱۰ و هیبرت۹ که همان طور می یابد. کاهش شناختی درگیری و تصمیم سازی تمرین برای لازم فرصت های نتیجه، در
هاث۱۲ مطالعه ی .[۱۲ می شود[۹، ناقص طرحواره های و سطحی یادگیری به منجر رویکرد این داده اند، نشان (۱۹۹۸) بولر۱۱ و

توانایی و است مفهومی بدفهمی های از ناشی ریاضی در دانش آموزان ضعف های از بسیاری که می دهد نشان همکاران و (۲۰۲۲)

ملموس ابزارهای از معلمان وقتی است[۱۳]. یادگیری بهبود در کلیدی عاملی خطاها، این با مناسب برخورد و شناسایی در معلم
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۲۷ مفهومی طرحواره های و تصمیم سازی

کنند اصلاح را جبر در دانش آموزان نادرست تصورهای و بدفهمی ها می توانند می کنند، استفاده جبری۱۳» «کاشی های مثل فیزیکی و

ریاضی آموزش دهنده ی یک برای موضوع این شود[۲۳]. صحیح تر و قوی تر دانش آموزان ریاضی مفهومی درک که شوند باعث و

دهد قرار تأثیر تحت را فراگیران بعدی یادگیری های به شدت می تواند طرحواره یک نادرست یا ناقص تشکیل است؛ بااهمیت بسیار

طراحی یک که حالی در می کند. دوچندان را ریاضیات آموزش دهنده ی یک مسئولیت که شود آن ها در درازمدت بدفهمی های باعث و

را مسئله حل توانایی و کند عمیق تر را ریاضی فهم می تواند «تصمیم سازی» آموزش بر تمرکز با ساخت وسازگرایی، با متناسب آموزشی

دهد. پرورش دانش آموزان در

تبیین به ذهنی، طرحواره های و ساخت وسازگرایی تصمیم سازی، میان سه گانه رابطه ی بررسی هدف با مقاله این اساس، این بر

نظری چارچوب های بر تکیه با راستا، این در می پردازد. یاددهی‑یادگیری فرایند ارتقای و ریاضی تدریس روش بهبود در آن ها نقش

به می تواند ساخت گرایانه رویکرد با تصمیم سازی هدفمند آموزش چگونه که شود داده نشان شد خواهد سعی پژوهشی، شواهد و

شود. منجر دانش آموزان ریاضی عملکرد بهبود به نهایت در و مؤثر طرحواره های شکل گیری

پژوهش پیشینه ی .۲

بوده توجه مورد ریاضی آموزش های طریق از تصمیم گیری جمله از فراشناختی مهارت های و ساختن گرایی به توجه اخیر، سال های در

دانش آموزان روزمره زندگی در مسئله حل و تصمیم گیری مهارت های و ریاضی تفکر میان ارتباط در کاوش به (۱۴۰۲) سلیمی است.

می کند[۲]. معرفی تصمیمات اتخاذ و روزمره مسائل حل برای حیاتی مهارت یک به عنوان را ریاضی تفکر پژوهش این می پردازد.

ششم پایه ی دانش آموزان یادداری و یادگیری بر شناختی ساختن گرایی رویکرد با آموزش که داده اند نشان (۱۳۹۸) همکاران و سلیمانی

خلاقیت بر ساختن گرایی تدریس روش تأثیر بررسی هدف با (۱۳۹۷) همکاران و شاه ولی مشابه، مطالعه ی یک در است[۳]. مؤثر

را دانش آموزان خلاقیت معناداری به طور ساختن گرایی روش گرفتند نتیجه پسر دانش آموز ۴۸ روی ششم پایه ی پسر دانش آموزان

تأثیر تعیین هدف با است[۵]. یادگیری فرایند در دانش آموزان فعال سازی از ناشی بهبود این می دهد. افزایش سنتی روش به نسبت

تفکر آموزش جلسه ۱۱ از پس (۱۳۹۵) همکاران و رضاپور ابتدایی، دوم پایه ی دانش آموزان ریاضی عملکرد بر ریاضی تفکر آموزش

کنترل که داد نشان (۱۹۸۵) شونفلد۱۴ کردند[۶]. مشاهده شرکت کننده دانش آموزان ریاضی عملکرد در را معناداری تأثیر ریاضی،

ضروری ریاضی تفکر از بخشی به عنوان آن صریح آموزش و است ریاضی وار» «رفتار اصلی هسته ی تصمیم گیری) (شامل فراشناختی

دید از می کند. فراهم آموزشی طراحی برای غنی زمینه ای یادگیری، مسلط نظریه های از یکی به عنوان ساخت وسازگرایی است[۱۷].

در زمانی دانش آموزان می کنند استدلال آن ها است. رادیکال ساختارگرایی مرکزی هسته ی تصمیم گیری ،(۱۹۹۵) گیل۱۶ و استف۱۵

تضاد که معلمی توسط و باشند داشته بازنگری و خطا حق شوند، درگیر فعالانه دانش ساخت فرایند در که می شوند ماهر تصمیم گیری

شوند[۲۲]. هدایت می کند ایجاد شناختی

مناسب طرحواره های تشکیل عدم و غلط استنتاج های نامناسب، ذهنی تصویرهای می توان بدفهمی ایجاد منابع مهم ترین از

در به ویژه پرداخته اند. طرحواره و ساخت وسازگرایی تصمیم سازی، محور سه تلاقی به اندکی مطالعات میان، این در دانست[۱].

شکل گیری بر آن اثر و شود تحلیل ساخت گرایانه بستر در تصمیم سازی آموزش فرایند که می شود دیده کمتر داخلی، پژوهش های

در مقاله این نوآوری است. گذاشته باقی ناقص ریاضی یادگیری سازوکارهای از را ما درک خلأ این گردد. بررسی ذهنی طرحواره های

رویکرد این می دهد. پیوند هم به را ریاضی یادگیری در ساختاری و آموزشی شناختی، مهم بعد سه که است تلفیقی دیدگاه یک ارائه ی
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پایه ی بر تدریس روش های بازطراحی برای را راه بلکه می کند، ایجاد درس کلاس در تصمیم سازی نقش از بهتری درک نه تنها نوین

می سازد. هموار مدرن یادگیری نظریه های

مفهومی مدل و نظری چارچوب .۳

دانش آموزان فراشناختی و شناختی توانمندی های به توجهی قابل میزان به یاددهی–یادگیری فرایند کیفیت ریاضی، آموزش در

درک و رابطه ای۱۷ درک کرد: معرفی را ریاضی درک نوع دو (۱۹۷۶) اسکمپ است. وابسته تصمیم گیری و مسئله حل فرایند در

که می گیرند[۲۱]، شکل رابطه ای درک مبنای بر آموزش نتیجه ی در معمولا عمیق طرحواره های او، تحلیل های اساس بر ابزاری۱۸.

در ساخت وسازگرایی تصمیم گیری، و تصمیم سازی کلیدیِ مفهوم سه راستا، این در است. شناختی تعامل و فعال تصمیم سازی نیازمند

می شوند. بررسی یکدیگر با تعامل در حاضر، مقاله ی نظری ارکان به عنوان ذهنی، طرحواره های و یادگیری

وجود تصمیم گیری و تصمیم سازی اصطلاح دو بین ظریفی تفاوت های ریاضی: آموزش در تصمیم گیری و تصمیم سازی .۱ .۳

صورت این به آپا۱۹ روانشناسی آنلاین لغت فرهنگ در تصمیم سازی عبارت است. معنایی ظرافت یک از بیش تفاوت این دارد.
۲۰ آندریاس طرفی، از پیچیده». گزینه های تا واضح نسبتاً گزینه های از گزینه، چند یا دو بین انتخاب شناختی «فرایند می شود: تعریف

تصمیم سازی دیگر، عبارت به است[۷]. اقدام مسیر چند یا دو بین انتخاب عمل تصمیم گیری، که می دهد توضیح وضوح به (۲۰۲۰)

ارزیابی گزینه ها، خلاقانه ی ترکیب نیازمند ریاضی مسئله های حل در تصمیم گیری است. انتخاب یک تصمیم گیری و فرایند یک

تصمیم گیری از قبل زمانی ترتیب لحاظ از تصمیم سازی گفت می توان منظر این از است[۲۰]. بهینه راه حل انتخاب و آن ها نظام مند

مسئله حل برای روشنی ذهنی ساختار به پیامدها برآورد و شرایط تحلیل گزینه ها، طراحی با دانش آموز آن، در باید که می افتد اتفاق

یابد. دست

که است استوار اصل این بر معاصر، یادگیری در غالب دیدگاهی به عنوان ساخت وسازگرایی، ساخت وسازگرایی: نظریه .۲ .۳

و دارد را تسهیل گر و راهنما نقش معلم نظریه، این در می سازد[۱۵]. خود محیط با تعامل در و فعال به صورت را دانش یادگیرنده

یادگیری پیاژه، و ویگوتسکی نظریه های با مطابق می کند. درون سازی را مفاهیم بازاندیشی، و کاوش تجربه، طریق از دانش آموز،

مصادیق از یکی می توان را تصمیم سازی یادگیری بیفتد. اتفاق مسئله محور و فرهنگی اجتماعی، بسترهای در که است معنادارتر زمانی

خود، انتخاب پیامدهای تجربه ی و متغیر موقعیت های تحلیل باز، فعالیت های با دانش آموز زیرا کرد؛ تلقی ساخت وسازگرایی عملی

شناختی بازبینی های و مکرر تلاش های انجام از پس دانش آموز چنانچه مثال، عنوان به می رسد[۱۴]. مفاهیم از عمیق تری درک به

درک سازد، برقرار مفهومی ارتباط کردن کامل مربع روش و دلتا روش میان بتواند مسیر)، ساخت و مختلف تصمیم های (آزمودن

نهایی نتیجه این به تصمیم هایش اصلاح و ارزیابی با وی فرایند، این در کرد. خواهد کسب نظر مورد مفهوم از پایدارتری و عمیق تر

(تصمیم گیری). است کردن کامل مربع روش تعمیم یافته ی و فشرده شده شکل دلتا، روش که می رسد

یادگیری تجربه های که هستند پایداری شناختی ساختارهای طرحواره ها، شناختی: سازمان دهی فرایند و ذهنی طرحواره های .۳ .۳

به مسئله حل در دانش آموز کردن درگیر می کنند[۸]. فراهم جدید موقعیت های در را دانش انتقال و بازیابی امکان و کرده سازمان دهی را

می شود[۲۴]. جدید موقعیت های در پیشین دانش از کارآمد استفاده ی تسهیل موجب بینجامد، پایدار طرحواره های ساخت به که نحوی

شکل مؤثری طرحواره های دهند، سازمان قبلی تجربه ی و ریاضی منطق بر مبتنی را خود تصمیمات بتوانند دانش آموزان که زمانی
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۲۹ مفهومی طرحواره های و تصمیم سازی

به خود پیشین دانش از جدید، موقعیت های با مواجهه در می کند کمک دانش آموز به و می گردد مفاهیم تثبیت موجب که می گیرد

کند. استفاده کارآمد صورت

فعال شناختی درگیری موجب دانش آموز، به تصمیم سازی آموزش یادشده، نظری مبانی اساس بر مؤلفه: سه مفهومی پیوند .۴ .۳

سبک اصلی مؤلفه های ،(۱) شکل در می شود. ساخت گرایانه یادگیری چارچوب در دانش درونی سازی برای زمینه ای فراهم آوردن و

شده اند. مشخص کمرنگ مستطیل هایی با تدریس

در می دهد. قرار شناختی تعارض های معرض در را دانش آموز ساخت گرایانه، یادگیری محیط یک طراحی با معلم الگو، این در

آموزشی اهداف با همسو مسئله حل روش های انتخاب و کشف سوی به ریاضی، مفاهیم و معلم با فعال تعامل در یادگیرنده نتیجه،

ارزیابی و منطقی استدلال خطا، و آزمون به مسئله، موقعیت اساس بر مختلف گزینه های یافتن با او فرایند، این در می شود. هدایت

می کند. عمل تصمیم سازی آموزش فرایند مثابه ی به خود روش ها، این اصلاح و تنظیم برای تلاش می شود. ترغیب گزینه ها ذهنی

که صورتی در می کند. هدایت را یادگیری مسیر هدفمند، بازخوردهای ارائه ی با معلم نتایج، مشاهده ی و راه حل انتخاب از پس

را او که موضوعی می شود؛ خود راهبردهای اصلاح و بازنگری به ناگزیر فراگیر باشند، داشته دلالت راه حل ناکارآمدی بر بازخوردها

می دهد. قرار راه حل ها بهینه سازی و ارزیابی انتخاب، از چرخه ای در

ساخت گرایانه، محیطی بستر در ممکن، گزینه های ارزیابی و خطاها تحلیل مناسب، راه حل انتخاب شامل تصمیم سازی آموزش فرایند

شکل گیری موجب فعال، تعامل این می دهد. قرار مستقل تفکر پرورش و فرضیه آزمودن معنا، خلق موقعیت های در را دانش آموز

می شود. منجر پایدارتر و عمیق تر یادگیری به نهایت در و شده پویاتر و غنی تر شناختی طرحواره های

آموزش نیازمند مسئله محور، زمینه های تأثیر تحت فعال، و شناختی فرایندهایی به مثابه ی تصمیم گیری و تصمیم سازی مدل، این در

به فراگیران، دیگر با تعامل و متنوع راه حل های مشاهده ی بحث، در مشارکت طریق از یادگیرنده حالتی، چنین در هستند. هدفمند

می دهد. ارتقاء را خود ریاضی بینش و پرداخته خود دانش ساخت

ریاضی آموزش در نظری چارچوب کاربردی تحلیل .۴

انتقال دهنده ی صرفاً دیگر معلم ساخت گرایانه، رویکرد در ساخت وسازگرایی: رویکرد با تصمیم سازی آموزش در معلم نقش .۱ .۴

مواجه تصمیم گیری چالش های با دانش آموز آن ها در که موقعیت هایی است؛ یادگیری موقعیت های تسهیل گر بلکه نیست، دانش

که جایی یعنی دهد؛ رخ تقریبی»۲۱ رشد «منطقه ی در که بود خواهد معنادار زمانی یادگیری ویگوتسکی، دیدگاه اساس بر می شود[۱].

می گیرد. قرار دستیابی اند، قابل راهنمایی با که توانایی هایی و خود فعلی دانسته های میان مرز در دانش آموز

معلم نقش بافت، این در می سازد. فراهم یادگیری مرز این در شناختی فرایندهای فعال سازی برای فرصتی تصمیم سازی آموزش

انتخاب، به ناگزیر دانش آموز آن ها در که کند طراحی آموزشی سناریوهایی باید او بلکه نمی شود؛ خلاصه ریاضی محتوای طراحی در تنها

و می کنند درگیر تصمیم سازی فرایند در را یادگیرنده مستقیم به صورت فعالیت هایی، چنین باشد[۱۰]. راه حل ها بازنگری و ارزیابی

می شوند. پایدارتری و عمیق تر یادگیری زمینه ساز

از نمونه هایی نظری، چارچوب عملی تحقق برای تصمیم سازی: آموزش برای ریاضی درس کلاس از سناریوهایی .۲ .۴

کنند. تصمیم سازی گوناگون موقعیت های در می خواهد دانش آموزان از معلم آن ها در که می شود ارائه کلاسی موقعیت های

دانش آموزان از معلم کرد. حل مساحت یا مثلثات از استفاده با می توان که می شود مطرح مسئله ای هندسه، تمرین در :۱ سناریو

مسئله). حل روش (انتخاب کنند انتخاب منطقی دلایل با را راه بهترین و بررسی را روش دو می خواهد
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ساخت وسازگرایی نظریه ی اساس بر تصمیم سازی آموزش هدف با تدریس مفهومی مدل :۱ شکل

کدام کنند بررسی می شود خواسته دانش آموزان از می شود. ارائه معادله ای حل در دانش آموزان از مختلف پاسخ چند :۲ سناریو

خطا). (تحلیل بدانند معتبر را حل مسیر کدام بگیرند تصمیم سپس و چرا، و است صحیح پاسخ

به ناچار حل کننده آن در که کنند طراحی مسئله یک «تابع»، مبحث به توجه با می خواهد دانش آموزان از معلم :۳ سناریو

سؤال). (طراحی باشد گرافیکی و تحلیلی روش دو میان تصمیم گیری

می کنند[۲۶]. درگیر را آن ها فراشناخت تفکر و می دهند قرار فعال تصمیم سازی تجربه ی معرض در را دانش آموزان سناریوها، این

می شود. دانش آموز برای تجربه» شدن «معنادار موجب تصمیم سازی ذهنی: طرحواره های شکل گیری بر تصمیم سازی تأثیر .۳ .۴

بازسازی را خود ذهنی ساختار می کند، دریافت تصمیم آن نتایج از بازخوردی و می کند انتخاب گزینه چند بین دانش آموز که زمان هر

.[۱۱ طرحواره هاست[۱۶، اصلاح یا شکل گیری فرایند همان این می کند. تقویت یا
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برنامه ی بازطراحی برای می توان نظری چارچوب این از معلمان: تدریس روش و آموزشی فعالیت های طراحی بر تأثیر .۴ .۴

خاص: به طور برد. بهره کلاسی فعالیت های و درسی

تصمیم گیری مسیر در کیفی بازخورد ارائه ی کنند[۱۹]. فعال را تصمیم سازی تا باشند چندمعنایی و راه حل پذیر چند باید فعالیت ها

صحیح. پاسخ فقط نه باشد، داشته کید تأ انتخاب و ارزیابی استدلال، بر که بپرسد پرسش هایی باید معلم است. مهم بسیار دانش آموز

ریاضی آموزش در اثربخش تدریس طراحی اساسی محور یک بلکه نیست، یادگیری راهبرد یک تنها تصمیم سازی آموزش منظر، این از

می شود. محسوب

تصمیم سازی آموزش و ساخت وسازگرایی نظریه ی بر مبتنی تجربه ی یک کیفی گزارش .۵

عمومی به طور که دانش آموزانی با انسانی دهم پایه ی ریاضی کلاس در نگارنده توسط کیفی مطالعه ای ،۱۴۰۳ تحصیلی سال در

یادگیری به امید حتی و فردی برنامه ریزی هدف، انگیزه، فاقد دانش آموزان اغلب شد. اجرا بودند، ریاضیات در شدید ضعف دچار

این نداشتند. آموزشی فرایند در فعالی مشارکت هیچ و می کردند شرکت کلاس در فیزیکی حضور برای تنها آنان از بخشی بودند.

آورد. فراهم ساخت وسازگرایی نظریه ی بر مبتنی آموزشی الگوی یک اجرای و طراحی برای را فرصتی زمینه،

موقتاً ریاضی رسمی آموزش آبان، اول هفته ی و مهرماه در نگرش ها بازسازی برای شناختی–عاطفی گفت وگوی اول: مرحله ی

در مسئولیت پذیری خودباوری، چون موضوعاتی حول علاقه مند و داوطلب دانش آموزان با غیررسمی گفت وگوهایی و شد گذاشته کنار

فراگیران، افکار در نهفته اضطراب و ترس محور بر گفتمان ها این عمده ی گرفت. شکل فردی توانمندی های شناسایی و تصمیم گیری

رایج بدفهمی های نیز و آینده مشاغل در آن اهمیت عمومی، آموزش از جدایی ناپذیر بخشی به عنوان ریاضیات پذیرش به آن ها ترغیب

شد. مطرح یادگیری مسئولیت پذیرش و نگرش تغییر برای گاهانه آ تصمیم به فراگیران دادن سوق هدف با مباحث این گرفت. صورت

است: شده آورده ادامه در گفتگو محورهای از نمونه هایی شد. برداشته تصمیم سازی آموزش گام های نخستین ترتیب بدین

می کند. ایفا را بازدارنده عامل یک نقش ترس زیرا است، یادگیری اولیه ی شرط ترس بر غلبه •

رسید. نخواهد مؤثر نتیجه ی به معلم تلاش های فراگیران، سوی از یادگیری برای قطعی تصمیم و کافی اراده ی بدون •

از که هنگامی مثال، عنوان به ریاضی. آموختن در فراگیران ناتوانی نه است، بدفهمی از ناشی گذشته خطاهای از بسیاری •

.5× 2+ 1 از: بود عبارت شد مشاهده آنچه کنند، محاسبه x = 2 ازای به را 5x+1 مقدار شد خواسته دانش آموزان

بین تفاوت نادرست درک از ناشی که است 6 فراگیران اکثر پاسخ ،x = 3 ازای به x2 مقدار محاسبه ی در همچنین

است. ضرب و توان

می کند؛ ایفا را ویگوتسکی تقریبی» رشد «منطقه ی سطح در دانش آموزان کردن درگیر برای روان شناختی آماده سازی نقش مرحله، این

شیوه ی تغییر به ترغیب همچنین می گیرد. قرار معنادار یادگیری فرایند به ورود آستانه ی در معلم با تعامل طریق از یادگیرنده که جایی

در تصمیم سازی فرایند از بخشی به عنوان پاسخ، به رسیدن مسیرهای گاهانه ی آ انتخاب بر کید تأ با همراه خطاها تصحیح و تفکر

بگیرد. قرار توجه مورد می تواند (۱) شکل بازخورد چرخه ی

بر مبتنی توصیفی تکالیف از مجموعه ای بعد، گام در تصمیم سازی آموزش آغاز و توصیفی تکالیف طراحی دوم: مرحله ی

ضعیف دانش آموزان پایه ی شناختی سطح در (۱) بودند: اساسی ویژگی چند دارای تکالیف این شد. طراحی درسی کتاب محتوای

روزمره موقعیت های و روایت ها قالب در جبری، فرمول های از مستقیم استفاده ی به جای (۲) باشند، دسترس پذیر تا شدند طراحی

بین می شد ناگزیر دانش آموز که بود به گونه ای مسأله ها ساختار (۳) کنند، برقرار شخصی ارتباط بتوانند دانش آموزان تا شدند بیان

از نمونه ای شد. گنجانده ریاضی فعالیت های درون تصمیم سازی» «آموزش عنصر ترتیب بدین بگیرد؛ تصمیم راه حل یا استدلال چند

است: زیر شرح به مسائل این
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دو سارا دارد، تومان هزار ۲۰ علی می گذارند. هم روی را پول هایشان کمک آموزشی کتاب یک خرید برای دوست سه •

مجموع آیا کنید بررسی است. تومان هزار ۸۰ کتاب قیمت دارد. علی از کمتر تومان هزار ۱۰ مریم و دارد پول او برابر

رسیدید. نتیجه به چگونه دهید توضیح و خیر یا است کافی خرید برای آن ها پول

متر ۵ توپ ارتفاع حداکثر اگر می کند. شوت را توپی دروازه سمت به متری صد فاصله ی از درجه ۳۰ شیب با بازیکنی •

کنید. بررسی را توپ فرود محل باشد،

مخزن همین باشد، طبقه ۶ ساختمان اگر کند. تأمین روز ۶ مدت به را طبقه ۴ ساختمان یک می تواند آب مخزن یک •

بود؟ خواهد کافی روز چند برای

۱۰ معدل به نیاز قبولی برای او است. گرفته ۱۵ و ۱۰ ،۱۲ ،۸ نمره های ترتیب به ریاضی امتحان ۴ در دانش آموزی •

است؟ خطر معرض در هنوز یا است قطعی او قبولی آیا کنید بررسی دارد.

ارزیابی انتخاب، نیازمند که می دهند قرار موقعیت هایی در را دانش آموزان مسأله، حل مهارت تقویت بر علاوه تکالیف این گونه

مسئولیت ایجاد و «تصمیم سازی» در تمرینی بلکه نیست، ریاضی تمرین صرفاً آن ها نقش بنابراین هستند. گاهانه آ تصمیم گیری و

را خود خطای بتواند دانش آموز اگر که شد انجام نحوی به نیز امتیازدهی مرحله، این در می رود. شمار به یادگیری فرایند در فردی

این دهد. توضیح را خطا دلیل می بایست پاسخ دهنده فرد بیابد، را خطا دیگری اگر و می کرد کسب بالاتری امتیاز کند، شناسایی

فراهم را تصمیم سازی مهارت شکل گیری مقدمات و می دهد سوق خودمحورانه تحلیل و شناختی درون نگری به را دانش آموزان فرایند،

می آورد.

صحیح پاسخ های از بسیاری شد مشخص مسیر، ادامه ی در طرحواره ها تعمیم و تصمیم سازی روش ها، تحلیل سوم: مرحله ی

توصیف بر کلاس تمرکز مرحله، این در نبودند. برخوردار لازم ریاضیاتی انسجام از اما می شدند، درست نتیجه ی به منجر گرچه ارائه شده،

بودند موظف دانش آموزان گرفت. قرار بهینه روش مورد در گروهی تصمیم گیری و راه حل ها پیرامون جمعی بحث حل، روش گام به گام

اظهارنظر آن ضعف و قوت نقاط مورد در نیز دانش آموزان سایر و دهند شرح کامل جزئیات با و شفاهی به صورت را خود حل روش

از: عبارت اند مباحث این از نمونه هایی کنند.

روند یک به محاسبات تبدیل در اما آورند، به دست ذهنی محاسبات با را نهایی جواب ساده مسائل در می توانند معمولا •

عدد آن باشد، ۵ برابر ۷ منهای عددی برابر دو «اگر عددی مقدار یافتن در مثال، عنوان به دارند. مشکل ریاضیاتی

هستند. ناتوان ریاضی رسمی نوشتار شکل به «2x− 7 = 5» یافتن در اما ندارند، مشکلی چیست؟»

استفاده آن از ریاضی فرمول در مقادیر جایگذاری شکل به صرفاً دو، درجه معادلات حل برای دلتا روش تدریس از پس •

نمی بینند. دلتا روش و کردن کامل مربع روش بین ارتباطی هیچ و کنند برقرار مفهومی ارتباط نمی توانند اما می کنند،

(کوچکترین ک.م.م برتری ولی می دهند، انجام مخرج ها ضرب با صرفاً را مشترک مخرج عمل گویا، معادلات حل در •

نمی کنند. درک را مشترک) مضرب

مورد این در می پردازیم: اول مثال با برخورد چگونگی توصیف به گاهانه، آ تصمیم پرورش و موجود ضعف های با مقابله منظور به

گام، این در موفقیت از پس کنند. مکتوب بارها و بارها رسیده اند، جواب به ذهنی به طور که را آنچه می شود خواسته فراگیران از

الگوی به رسیدن تا تسهیل گر به عنوان معلم بیابند. مشترک الگوی یک و بیازمایند مختلف مقادیر با را محاسباتشان می شود خواسته

گاهانه آ به طور یادگیری تجربه ی براساس نهایی رابطه ی پذیرفتن اما می کند، راهنمایی را فراگیران «ax + b = 0 ⇒ x = −b
a »

کرد: اشاره زیر دستاوردهای به می توان تجربه این در می گیرد. صورت

می آموزند دانش آموزان زیرا می شود؛ جدید طرحواره های تقویت و نهفته ذهنی طرحواره های فعال سازی به منجر تعامل این •

به راه حل ها تعمیم همچنین کنند. استفاده جدید مسائل حل در آن ها از و کرده دفاع خود پیشین یافته های از چگونه

می دهد. پرورش آن ها در را تصمیم سازی توانایی مستقیم به طور مشابه، مسائل
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افزایش را دانش آموزان شناختی و مغزی فعالیت خود، پاسخ های در خطا جستجوی نفس: به اعتماد و شناختی تحریک •

می شود. خودکارآمدی و کاوشگری احساس شکل گیری موجب و می دهد

در را جمعی یادگیری در مؤثر مشارکت بلکه می کند، تقویت را تحلیل گری قدرت نه تنها دیگران خطاهای شناسایی •

می برد. بالا دانش آموزان

تصمیم سازی از مصداقی مختلف، گزینه های تحلیل و جدید موقعیت های به راه حل ها تعمیم تصمیم سازی: قدرت تقویت •

می شود. داده آموزش تدریجی به صورت که است ریاضی زمینه ی در

و شفاهی استدلال مهارت تقویت به منجر راه حل ها نوشتاری و شفاهی شرح توصیفی: و زبانی مهارت های توسعه ی •

می شود. دانش آموزان در مطالب ذهنی سازمان دهی

در حتی می توان یادگیری، فرایند در تصمیم سازی بر تمرکز و ساخت گرایانه رویکرد از استفاده با که می دهد نشان کیفی تجربه ی این

پرورش به بلکه ریاضی، یادگیری به نه تنها که مسیری کرد؛ ایجاد پایداری آموزشی و شناختی تحول مسیر پایین، انگیزه ی با کلاس هایی

می شود. منجر نیز مسئولیت پذیری و خودباوری تفکر،

نتیجه گیری و بحث .۶

برای مفهومی مدلی ذهنی، طرحواره های و ساخت وسازگرایی تصمیم سازی، نظری مؤلفه ی سه ترکیب با شد تلاش مقاله این در

تصمیم سازی مهارت های آموزش نظری، مبانی پایه ی بر شود. تحلیل و طراحی ریاضی آموزش در یاددهی‑یادگیری فرایند بهبود

باعث فرایند این گیرد[۱۴]. صورت ساخت گرایانه و فعال یادگیری از بستری در که بود خواهد اثربخش زمانی دانش آموزان، به

دارد. ریاضی مفاهیم عمیق درک در کلیدی نقشی که می شود پایدار ذهنی طرحواره های تدریجی شکل گیری

دانش آموزان کلاسی، فعالیت های طراحی در تصمیم سازی مراحل از گاهی آ با معلمان اگر که داد نشان آموزشی سناریوهای تحلیل

خواهد عمیق تر و شخصی تر یادگیری فرایند هم و یافته افزایش یادگیرندگان مشارکت هم دهند، قرار «تصمیم محور» موقعیت های در را

عمل ریاضی تفکر اصلی سازوکار از بخشی به عنوان بلکه نیست، جانبی مهارت یک فقط دیگر چارچوب، این در تصمیم سازی، شد.

می کند.

پیشنهادات .۷

یکی به عنوان تصمیم سازی مهارت گنجاندن نخست، می شود. پیشنهاد کاربردی راهکار چند ریاضی، آموزش ارتقای راستای در

همچنین، دارد. ریاضی مفاهیم یادگیری تعمیق در مؤثری نقش مهارت این که چرا است؛ ضروری درسی برنامه ی کلیدی اهداف از

برای را تصمیم سازی فرصت های که باشد متمرکز ساخت گرایانه ای فعالیت های طراحی بر باید معلمان توانمندسازی و بازآموزی

نقشه های و یادگیری ژورنال های مصاحبه ها، مانند کیفی ارزیابی ابزارهای از بهره گیری مسیر، این در می آورد. فراهم دانش آموزان

بر علاوه باشد. مؤثرتر دانش آموزان ذهنی طرحواره های رشد سنجش در می تواند سنتی، آزمون های به صرف اتکای به جای مفهومی،

شود گنجانده آن ها در چندگزینه ای و باز مسائل که به گونه ای یابند؛ توسعه تصمیم محور سناریوهای بر تکیه با باید آموزشی منابع این،

کنند. پیدا متنوع استدلال های و تحلیل انتخاب، فرصت دانش آموزان تا

عمیق و کامل تدریس برای کافی زمان نبود ریاضی، کلاس های در آموزشی نوین رویکردهای اجرای چالش های مهم ترین از یکی

سال های در ریاضی تدریس رسمی ساعات کاهش که می دهد نشان نیز ایران ریاضی انجمن گزارش های است. درسی کتاب محتوای

نیز نوشتار این در شده مطالعه رویکرد .[۴] است شده تبدیل ریاضی آموزش متخصصان و معلمان اصلی دغدغه های از یکی به اخیر

درسی کتب کامل تدریس به معلمان الزام خطاها، اصلاح و بازخورد چرخه ی بودن زمان بر به توجه با نیست؛ مستثنی قاعده این از

شد. خواهد رویکرد این مؤثر اجرای از مانع
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مطالعات انجام بخشند. غنا را تصمیم سازی بر مبتنی یادگیری نظری چارچوب می توانند آتی پژوهش های مسیر، این ادامه ی در

جهت گیری هاست. این جمله از ذهنی، طرحواره های شکل گیری بر تصمیم سازی آموزش تأثیر بررسی هدف با درس کلاس های در میدانی

دانش آموزان ریاضی تصمیم سازی کیفیت بر ساخت گرایانه تدریس گوناگون سبک های تأثیر درباره ی تجربی پژوهش های طراحی همچنین

بینجامد. ریاضی آموزش در نوین رویکردهای شکل گیری به می تواند تصمیم سازی، فرایند سنجش مدل های توسعه ی و

دبیرستان ریاضیات در تصمیم سازی مسائل از نمونه هایی پیوست:

هر در شده اند. طراحی ساخت وسازگرایی نظریه ی چارچوب راستای در و «تصمیم سازی» مهارت تقویت هدف با زیر مسائل

بر بهینه راهبرد انتخاب یا هزینه‑فایده تحلیل مختلف، گزینه های ارزیابی نیازمند که می شود مواجه سناریویی با دانش آموز مسئله،

می شود. منجر ریاضی مفاهیم رابطه ای درک و انعطاف پذیر ذهنی طرحواره های شکل گیری به فرایند این است. مسئله شرایط اساس

بگیرید: نظر در را زیر خطی معادلات دستگاه معادلات): دستگاه یک حل برای بهینه راهبرد (انتخاب ۱ +2xنمونه 3y = 7

4x− y = 3

پیش رو: گزینه های

معادلات) تفریق یا (جمع بندی حذفی روش (۱)

دیگر) معادله در جایگزینی و متغیر یک حسب بر معادله یک (حل جایگزینی روش (۲)

خط) دو تقاطع نقطه کردن (پیدا نمودار رسم روش (۳)

(ضرایب چیست؟ انتخاب این برای شما دلیل و می کنید انتخاب خاص دستگاه این حل برای را روش کدام تصمیم سازی: سؤال

کنید.) تحلیل خود تصمیم در را خطا احتمال و محاسبات سادگی متغیرها،

خاص ساختار اساس بر و کرده ارزیابی را مختلف راهبردهای حل، به اقدام از قبل تا می کند وادار را دانش آموز مسئله این هدف:

بگیرد. گاهانه آ تصمیمی مسئله،

برای مستطیلی محوطه یک تا دارید حصار متر ۴۰ شما ثابت): محیط با مساحت بهینه سازی در (تصمیم گیری ۲ نمونه

باشد. حداکثر محوطه این مساحت می خواهید مواد، و هزینه در صرفه جویی برای کنید. ایجاد خود خانگی حیوانات

بگیرید: تصمیم مختلف اشکال بین باید مساحت، بیشترین به دستیابی برای تصمیم سازی: سؤال

(... و 15× 5 ،12× 8 ،10× 10 مثلا) مختلف ابعاد با مستطیل یک (۱)

مربع یک (۲)

می دهد؟ بیشتری مساحت حصار، متراژ این با دایره) (مانند دیگر شکل یک از استفاده آیا پیشرفته) گزینه یک عنوان (به (۳)

استدلال و کاوش بر مبتنی تصمیم سازی فرایند و می کند وادار مساحت و محیط بین رابطه کشف به را دانش آموز مسئله این هدف:

می کند. تقویت را

دارد: قیمت گذاری طرح دو تاکسی رانی شرکت یک واقعی): دنیای مسئله یک برای ریاضی مدل (انتخاب ۳ نمونه

کیلومتر هر ازای به تومان 2, 000 اضافه به تومان 10, 000 ثابت هزینه الف: طرح •

کیلومتر هر ازای به تومان 3, 000 اضافه به تومان 5, 000 ثابت هزینه ب: طرح •

خود: تصمیم گیری برای می کنید؟ انتخاب درون شهری سفر یک برای را طرح کدام تصمیم سازی: سؤال

بنویسید طرح هر برای (تابع) ریاضی مدل یک (۱)
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کنید) محاسبه را آن ها برابری نقطه (یا کنید رسم را تابع دو این نمودار (۲)

کنید توجیه را خود نهایی تصمیم خود، معمول سفرهای تقریبی مسافت اساس بر (۳)

می دهد. قرار روزمره تصمیم گیری از بستری در را توابع تحلیل و ریاضی مدل سازی مسئله این هدف:

ارائه را زیر پاسخ های x
x−2 = 3

x−2 معادله حل برای دانش آموز دو راهبرد): تصحیح برای تصمیم و خطا (تحلیل ۴ نمونه

داده اند:

است رسیده x = 3 نتیجه به مشترک مخرج های حذف با اول: دانش آموز •

x2 − 5x + 6 = 0 سپس و x(x − 2) = 3(x − 2) نتیجه به (x − 2)2 در طرفین ضرب با دوم: دانش آموز •

است آورده دست به را x = 3 و x = 2 مقادیر و رسیده

تصمیم سازی: سؤال

چرا؟ است؟ صحیح راهبرد کدام شما نظر به (۱)

کرد؟ اجتناب آن از می توان چگونه و چیست نادرست راهبرد در موجود خطای (۲)

می دهید؟ توضیح دانش آموزان برای را تعارض این چگونه باشید، معلم شما اگر (۳)

می دهد. قرار داور یک نقش در را دانش آموز و دارد اشاره خطا» «تحلیل به مستقیماً مسئله این هدف:

به AⅭ وتر است، قائمه B نقطه در که ABⅭ قائم الزاویه مثلث در هندسی): مسئله یک برای حل روش (انتخاب ۵ نمونه

کنید. پیدا را سوم ضلع طول است. سانتیمتر ۶ دیگر اضلاع از یکی و سانتیمتر ۱۰ طول

حل: گزینه های

فیثاغورث قضیه از مستقیم استفاده (۱)

(۱۰ ،۸ ،۶) معروف فیثاغورثی سه تایی یک شناسایی (۲)

تصمیم سازی: سؤال

چرا؟ می کنید؟ انتخاب را روش کدام شما (۱)

می کرد؟ تغییر شما تصمیم آیا نبودند، فیثاغورثی سه تایی که بودند گونه ای به اعداد اگر (۲)

می کنید؟ ارزیابی چگونه را روش هر در پاسخ صحت از اطمینان و دقت سرعت، (۳)

انتخاب را ابزار بهترین و کند فکر خود ریاضی» ابزار جعبه در مختلف «ابزارهای به دانش آموز می شود باعث مسئله این هدف:

کند.

سپاس گزاری

را تحقیق این رویش زمینه ی سخاوتش و دانش جویبار که درخشان، همراه آقای جناب عزیزم دوست و همکار به نوشته این

می شود. تقدیم احترام و سپاس با آورد، فراهم
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learning. This study seeks to identify the main barriers affecting the teaching–
learning process of mathematics within the Iranian educational system. It
also explores the gap between the goals outlined in national policy documents,
such as the Fundamental Reform Document of Education, and the realities
experienced in classrooms. The study is grounded in the framework of the
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سلسله مراتبی سطوح رویکرد با ایران در متوسطه ریاضی آموزش ساختاری چالش های تحلیل
تربیت و تعلیم هم تعیینی

فرد1 رضوانی فائزه

پرورش و آموزش رسمی دبیر ریاضی، آموزش دکتری 1

faezeh.rezvani.fard@gmail.com

یادگیری که است مواجه متعددی ساختاری چالش های با ایران متوسطه مقطع در ریاضی آموزش چکیده.

یاددهی‑ فرایند بر مؤثر موانع شناسایی هدف با پژوهش این می کند. محدود دانش آموزان برای را معنادار

تحول سند (همچون آموزشی کلان اسناد اهداف میان موجود شکاف و ایران آموزشی نظام در ریاضی یادگیری

هم تعیینی سلسله مراتبی سطوح از بهره گیری با حاضر پژوهش می پردازد. درس کلاس  واقعیت های و بنیادین)

دیدگاه های روایت پژوهی، رویکرد با (ATⅮ) تربیت و تعلیم انسان شناسی نظریه چارچوب در تربیت و تعلیم

از داده ها می کند. تحلیل (NⅭTⅯ) آمریکا ریاضی معلمان ملی شورای جهانی اصول پرتو در را ریاضی معلمان

چالش های که می دهد نشان یافته ها شد. جمع آوری ریاضی معلم شش با نیمه ساختاریافته مصاحبه های طریق

به می توان آن ها جمله از که دارد وجود ــ پداگوژی تا جامعه کلان سطح از ــ مختلف سطوح در اساسی

تخصص تطابق عدم انسانی، منابع ناکارآمد سیاست های آموزشی، منابع به دسترسی در منطقه ای نابرابری های

پژوهش نتایج کرد. اشاره ریاضی پایه مفاهیم بر تسلط بدون دانش آموزان ارتقای و تدریسی دروس با معلمان

مستلزم آموزش کیفیت بهبود که می دهد نشان و داشته کید تأ آموزشی نظام در ساختاری تحول ضرورت بر

آموزشی، سیاست گذاران برای می تواند یافته ها است. اجرا و تصمیم گیری مختلف سطوح در نظام مند اصلاح

باشد. راهگشا ایران در ریاضی آموزش کیفیت بهبود جهت در معلمان و درسی برنامه تدوین کنندگان

2010 Mathematics Subject Classification. 97B02, 97B11, 97D11.
و تعلیم هم تعیینی سلسله مراتبی سطوح آموزشی، نظام ساختاری چالش های ، درسی برنامۀ ریاضی، آموزش کلیدی. واژگان

. NⅭTⅯ اصول تربیت،
۱۴۰۴/۰۹/۲۹ برخط انتشار ۱۴۰۴/۰۸/۲۶ پذیرش ۱۴۰۴/۰۷/۱۸ بازنگری ۱۴۰۴/۰۵/۲۳ دریافت تاریخ:

سطوح رویکرد با ایران در متوسطه ریاضی آموزش ساختاری چالش های تحلیل فرد، رضوانی ف. مقاله: این به ارجاع نحوه

.۵۷ –۳۸ ،۱ شماره ،(۱۴۰۴) ۵ ریاضی، علوم سوی به تربیت، و تعلیم هم تعیینی سلسله مراتبی

مشهد. فردوسی ©دانشگاه
۳۹
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پیش گفتار .۱

حل منطقی، تفکر پرورش در مهمی نقش آموزشی، نظام های کلیدی ارکان از یکی به عنوان متوسطه، مقطع در ریاضی آموزش

مقطع در ریاضی آموزش اخیر، دهه های در .[۲۲ ،۲۱] می کند ایفا بیست ویکم قرن چالش های برای دانش آموزان آماده سازی و مسئله،

محتوای به تنها نه که چالش هایی است؛ شده مواجه چندلایه و پیچیده چالش هایی با ایران جمله از کشورها از بسیاری در دبیرستان

شورای رویکرد اساس بر می شود. مربوط درس کلاس بستر در محتوا این به دادن معنا و آموزش، سازماندهی، نحوه به بلکه ریاضی،

تدریس، روش های درسی، برنامۀ کیفیت بلکه نیست؛ کافی ریاضی دانش انتقال صرف ،۱(NⅭTⅯ) آمریکا ریاضی معلمان ملی

واقعی موقعیت های در ریاضی دانش به کارگیری توانایی و مفاهیم عمیق درک ایجاد در کلیدی عوامل ارزیابی، و یادگیری شیوه های

.[۲۳ ،۲۱] می روند شمار به زندگی

و (اعداد محتوایی موضوع چهار شامل که است شده تعریف یادگیری حوزه یازده از یکی به عنوان ریاضیات ملی، درسی برنامۀ در

مدل سازی مسئله، (حل فرآیندی موضوع هفت و احتمال) و آمار و داده ها اندازه گیری، و هندسه نمادین، نمایش و جبر عملیات،

تغییرات از بسیاری است. ایده ها) تبادل و ارتباط برقراری و مفاهیم، بین ارتباط خلاق، تفکر بصری، تفکر استدلال، واقعی، داده های

لازم زیرساخت های نبود و کافی پژوهش های انجام عدم دلیل به ایران درسی برنامۀ در شده بیان اهداف و تحول سند در شده انجام

مطرح مدل سازی با مرتبط سؤالات درسی کتاب های در مثال، عنوان به .[۵] نیستند اجرا قابل مدرسه ای ریاضی درسی برنامۀ در

معکوس پیامدهای می تواند رویکرد این .[۲۷] دارند تمرکز مفهومی نه رویه ای شیوه ای به مسئله حل بر سؤالات بیشتر و است نشده

.[۲۷ ،۵] شود ریاضی یادگیری در دانش آموزان توانایی و عملکرد کاهش به منجر و باشد داشته به همراه

دیدگاه های و ریاضی کاربردهای مدل سازی، زمینه در ضمن خدمت و پیش ازخدمت آموزش های کمبود دلیل به ریاضی معلمان طرفی از

فناوری هایی از استفاده بر درسی برنامۀ در هرچند همچنین، .[۲۷] هستند مواجه جدی مشکلات با ساخت وسازگرایی، مانند جدید

اجرایی کامل به طور جدید درسی کتاب های در هنوز موضوع این اما است، شده کید تأ ریاضی آموزش در رایانه و ماشین حساب نظیر

نظام مند تحولی نیازمند بلکه نیست، ممکن درسی کتاب های تغییر طریق از تنها درسی برنامۀ تغییر که داشت توجه باید است. نشده

و منابع کمبود .[۲۷] است درس کلاس های در فناوری از مؤثر بهره گیری و معلمان، از حمایت آموزشی، محتوای آموزشی، نظام در

.[۲۷ ،۵] می کند مواجه دشواری با را اصلاحات این مؤثر اجرای کافی، حمایت نبود

انکارناپذیر ضرورت های از دوم، متوسطۀ دورۀ در به ویژه ریاضی، یادگیری ـ یاددهی فرایند بر مؤثر موانع و چالش ها نظام مند شناسایی

فزاینده نگرانی های و موجود نظری ادبیات به توجه با می آید. به شمار کشور آموزشی نظام در ریاضی آموزش کیفیت بهبود مسیر در

چالش های عمیق واکاوی هدف با پژوهش این ریاضی، یادگیری در مفهومی گسست های و انگیزه کاهش تحصیلی، افت به نسبت

سطوح از بهره گیری با حاضر پژوهش است. شده طراحی مقطع این در آموزشی۲ سیستم به درونی و بیرونی دیدگاهی با ریاضی آموزش

روایت پژوهی، رویکرد با ،[۱۴] ۴(ATⅮ) تربیت و تعلیم انسان شناسی نظریه چارچوب در تربیت۳ و تعلیم هم تعیینی سلسله مراتبی

آموزش فرایند در موجود موانع شناسایی به تا می پردازد رضوی خراسان استان در ریاضی معلمان زیستۀ تجارب و دیدگاه ها بررسی به

نهایی هدف می سازد. فراهم را آموزشی چالش های مطالعه شدۀ کمتر و پنهان ابعاد در کاوش امکان رویکرد این یابد. دست ریاضی

در است. معلمان حرفه ای توسعۀ تقویت و درسی، برنامه های بهبود آموزشی، سیاست های در بازنگری برای بینش هایی ارائۀ پژوهش،

می پردازد. نتیجه گیری و بحث و نتایج تحقیق، روش تحقیق پیشینه و ادبیات بررسی به مقاله ادامه،

1National Council of Teachers of Mathematics
2Didactic system
3The scale of levels of didactic codeterminacy
4Anthropological theory of the didactic
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تحقیق پیشینه و ادبیات .۲

تدوین را بنیادی اصول از مجموعه ای ریاضی، آموزش اصلاح و ارتقاء هدف با (NⅭTⅯ) آمریکا ریاضی معلمان ملی شورای

شش این می کنند. عمل آموزشی تصمیم گیری های و درسی برنامه ریزی به جهت دهی برای مفهومی چارچوبی به منزله که است کرده

یک ایجاد در کلیدی نقشی اصول این از یک هر هستند. فناوری و ارزیابی یادگیری، یاددهی، درسی، برنامۀ برابری، شامل اصل

.[۲۱] می کنند ایفا ریاضی آموزش در معنادار و اثربخش آموزشی نظام

باید تحصیلی، سابقه یا اجتماعی‑اقتصادی طبقه قومیت، نژاد، جنسیت، از صرف نظر دانش آموزان، همه که دارد کید تأ برابری اصل

تفاوت جمله از متعددی عوامل ایران، در حال، این با .[۲۱] باشند داشته دسترسی بالا کیفیت با ریاضیات یادگیری فرصت های به

در متخصص و انسانی نیروی فقدان درس، کلاس در دانش آموزان جمعیت مختلف، مناطق بین آموزشی امکانات آموزشی، فضای در

تحصیلات سطح (مانند والدین وضعیت دولتی)، نمونه تیزهوشان، غیردولتی، (دولتی، مدارس طبقاتی ساختارهای و مناطق، برخی

این کاهش برای .[۱] شده است دانش آموزان عملکرد و انگیزه، سطح ریاضی، آموزش کیفیت در جدی شکاف های به منجر شغل) و

معلمان حرفه ای کیفیت ارتقای در هدفمند سرمایه گذاری و آموزشی منابع تخصیص در عدالت محور سیاست های توسعۀ نابرابری ها،

است. ضروری امری برخوردار، کمتر مناطق در به ویژه

مجموعه ای آن که نه باشد؛ داشته ریاضی مهم و بنیادین مفاهیم بر متمرکز و هدف مند منسجم، ساختاری باید ریاضی درسی برنامۀ

تحصیلی) پایه های (میان عمودی انسجام است لازم ساختاری، چنین به دستیابی برای باشد. منطقی پیوند بدون موضوعات از پراکنده

عمیق تر ریاضیات ساختار از دانش آموزان درک که به گونه ای شود، رعایت محتوا طراحی در پایه) یک مفاهیم (میان افقی انسجام و

باشد برقرار درسی برنامۀ در اختصاص یافته زمان و محتوا حجم میان منطقی تناسبی باید همچنین، .[۲۳ ،۲۱] گردد معنادارتر و

میان ارتباط کشف برای فرصت هایی باید بلکه باشند، جداگانه تمرین های و مهارت ها از فهرستی صرفاً نباید درسی کتاب های .[۲]

در مدرسه ای ریاضی آموزش ساختار حال، این با .[۲۳ ،۲۱] آورند فراهم واقعی موقعیت های در آن ها کاربرد و تعمیم سازی مفاهیم،

.[۲۷] است واقعی زندگی مسائل با ریاضی مفاهیم پیوند به کافی توجه فاقد و محاسباتی مهارت های بر متمرکز خطی، اغلب ایران

سازد. محدود را دانش آموزان کاربردی توانایی و عمیق درک می تواند درسی، برنامۀ طراحی اصول با انطباق عدم این

ارائۀ نحوۀ برای معلمان تصمیم گیری برای چارچوبی نیز و بیاموزند باید دانش آموزان که هستند مفاهیمی از بازتابی درسی کتاب های

ارائه را پایه مفاهیم و نظری محتوای نه تنها درسی کتاب های .[۲۸ ،۲۷] می سازند فراهم را آن ها ارزیابی و فعالیت ها طراحی محتوا،

کتاب های .[۲۸ ،۱۸] دارند بسزایی اهمیت ریاضی یادگیری بر که می شوند شامل نیز را مختلفی تمرینات و فعالیت ها بلکه می دهند،

کافی تنوع از کتاب ها این حال، این با برداشته اند. مفاهیم یادگیری بهبود جهت در مثبت گامی دوم، متوسطۀ دورۀ در ریاضی نونگاشت

برخوردار کنکور و پایانی تکوینی، ارزشیابی های نهایی، آزمون های جمله از ارزیابی ها انواع با ارتباط در به ویژه سؤالات، طراحی در

درسی برنامۀ اسناد بررسی اما می شود شناخته بیست ویکم قرن ضروری مهارت های از یکی به عنوان محاسباتی تفکر .[۲] نیستند

این، بر افزون .[۲۷] ندارد روشنی جایگاه رسمی برنامۀ در مفهوم این که می دهد نشان ریاضیات درسی کتاب های محتوای و ملی

گرفته بهره ریاضی اثبات های و استدلال ریاضی، رسمی گفتمان های از کمتر پیوستگی، و حد مانند بنیادی مفاهیم برخی توضیح در

شرایطی، چنین در می گیرد. شکل خاص مثال های مشاهدۀ و شهود پایۀ بر عمدتاً دانش آموزان یادگیری نتیجه، در .[۶ ،۴] است شده

پیدا ریاضی اثبات ماهیت از درستی درک بی آن که می زنند، دست کلی تعمیم های به محدود، مثال چند بررسی با معمولا دانش آموزان

عمل در رویکردی، چنین .[۹] نماید تشدید را یادگیری موانع و یابد ادامه تحصیل دوران طول در است ممکن ناقص درک این کنند.

از آموزشی، بالاتر سطوح در فراگیران تجربۀ با و [۶ ،۴] می شود مفهومی یادگیری از گرفتن فاصله و رویه ای یادگیری تقویت به منجر

.[۳۰] می گیرد قرار تعارض در دانشگاه، جمله

متناسب و تدریجی به گونه ای را اثبات مفهوم متوسطه، دورۀ در ریاضی درسی کتاب های که است ضروری چالش ها، این بر غلبه برای

همچون ابتدایی تر مراحل از اثبات، معرفی که است آن مستلزم رویکرد این دهند. توسعه دانش آموزان شناختی رشد سطوح با
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.[۹] اثبات سطوح سلسله مراتب :۱ شکل

.[۹] (شکل۱) یابد سوق منطقی اثبات های و استدلال ها شکل گیری سمت به به تدریج، و شود آغاز غیررسمی و شهودی استدلال های

الگوریتم ها صرف آموزش به جای که معنا این به می کند؛ تغییر مفهومی به رویه ای یادگیری و یاددهی از آموزش تمرکز اساس، این بر

است بهتر همچنین، .[۲۲] شود کید تأ مفاهیم میان ارتباط ایجاد و مختلف، بازنمایی های کاربرد بر آن ها، چرایی بر فرمول ها، و

را دانش آموزان تعامل فرصت و دهد پیوند واقعی کاربردهای با مستقیماً را اصلی مفاهیم که شود طراحی نحوی به درسی کتاب های

.[۲۶] نماید فراهم

از بسیاری .[۲۳] دارد وجود عمل» در «تدریس و نظریه» در «اصول بین زیادی فاصلۀ که است آن از حاکی پژوهشی شواهد

مسئله محور، و یاددهی‑یادگیری فعال روش های از استفاده به جای ناکافی، آموزش یا لازم، منابع نبود زمان، کمبود دلیل به معلمان

یاددهی‑یادگیری فرآیند متوسطه، مقطع در ریاضی کلاس های بیشتر در نتیجه، در می شوند. متوسل رویه ای و سنتی آموزش های به

.[۲] است متکی آزمون ها در آمادگی بر تمرکز و دانش، یک طرفه انتقال تخته، روی تمرین حل مانند سنتی الگوهای بر همچنان

تسهیل آن هدف که شود، گرفته نظر در ریاضی محتوای و دانش آموزان معلم، میان پویا تعاملی عنوان به باید ریاضی تدریس فرآیند

را دانش آموزان تفکر که شوند طراحی به گونه ای باید یاددهی‑یادگیری فرآیندهای است. یادگیری اهداف به دانش آموزان دستیابی

بهره گیری .[۲۲ ،۲۱] آورند فراهم را یادگیری در فعال مشارکت فرصت های و دهند، توسعه را آن ها ریاضی استدلال برانگیزانند،

.[۲۰] دهد ارتقا را یاددهی‑یادگیری فرآیند کیفیت می تواند پروژه بر مبتنی آموزش و مسئله۵ بر مبتنی یادگیری مانند روش هایی از

معلمان که می دهند نشان پژوهش ها می شود. محسوب تدریس مؤثر اجرای اصلی ارکان از یکی معلمان حرفه ای توسعۀ بنابراین،

آزمون درس کلاس در را نوین روش های و شوند، بهره مند همکاران تجارب از بفهمند، عمیق تر را مفاهیم تا هستند فرصت هایی نیازمند

.[۲۷] نمایند

به بلکه نمی شود، محدود آموزشی رویکردهای بر او تسلط یا معلم محتوایی دانش به تنها ریاضی مؤثر تدریس که است ذکر قابل

عامل سه تأثیر تحت درس کلاس در معلمان لحظه به لحظه تصمیم گیری دارد. بستگی آن ها از تعاملی و پیچیده عوامل از مجموعه ای

5Problem based-learning
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جهت گیری ها است. آموزشی ابزارهای و تربیتی دانش محتوا، دانش شامل منابع اهداف۸. و جهت گیری ها۷ منابع۶، دارد: قرار کلیدی

منابع و جهت گیری ها این اساس بر اغلب نیز اهداف هستند. یادگیری و ریاضیات درباره معلم ترجیحات و ارزش ها باورها، شامل

باید که است شده ارائه مؤثر و پویا ریاضی کلاس های ایجاد برای اساسی بعد پنج ۱ جدول در .[۲۹] می گیرند شکل دسترس در

با معلمان آن در که است مداوم و تعاملی جمعی، فرآیند یک ریاضی تدریس بهبود گیرند. قرار توجه مورد ریاضی مؤثر تدریس در

می کنند. حرکت مؤثر و پویا ریاضی کلاس از مشترک چشم انداز یک سمت به عمیق، گفت وگوی و بازخورد مشاهده، طریق از یکدیگر،

فرآیند بهبود برای ابزاری به عنوان باید بلکه نمی دهد؛ ارائه یادگیری از کاملی تصویر نتایج، بر صرف تمرکز ارزیابی، اصل به توجه با

و سنجش .[۲۳] دهد ارائه معلمان و دانش آموزان به یاددهی‑یادگیری بهبود جهت در سازنده ای بازخورد و باشد ‑یادگیری یاددهی

تحصیلی پیشرفت بررسی مانند مختلفی اهداف با و است ریاضیات یاددهی‑یادگیری فرآیند از جدایی ناپذیر بخشی عنوان به ارزیابی

به کارگیری با آن ها بهبود و یاددهی‑یادگیری فرآیندهای ضعف و قوت نقاط کردن مشخص و آموزشی برنامه های بررسی دانش آموزان،

بلکه شود، محدود دانش آموزان رویه ای مهارت های سنجش به تنها نباید ارزیابی سؤالات .[۳۱ ،۳] می پذیرد انجام مختلف رو ش های

ریاضی مفاهیم در دانش آموزان استنباط و استدلال توانایی و گیرد بر در نیز را خلاق و انتقادی تفکر همچون تفکر از بالاتری سطوح باید

انجام متنوعی اهداف با است ممکن دانش آموزان ریاضی مهارت های و دانش سنجش اگرچه .[۲۶] نماید ارزیابی دقیق به طور را

دانش آموزان پیشرفت و رشد ارتقای برای آموزشی تصمیم گیری های تسهیل و ریاضی یادگیری از پشتیبانی آن غایی هدف اما شود،

است.

است. یاددهی‑یادگیری فرآیند کیفیت ارتقای کلیدهای از یکی ارزیابی، و سنجش سؤالات طراحی در متنوع رویکردهای از بهره گیری

این می آورند. فراهم را معتبر و گوناگون پاسخ های ارائه امکان مشخص، صحیح پاسخ یک تنها داشتن جای به باز‑پاسخ سؤالات

امکان بر علاوه باز، فرآیند سؤالات .[۳۱] می شود دانش آموزان تفکر شیوه و استدلال نوع درک، بهتر شناخت موجب سؤالات

سبک های با دانش آموزان به ساختاری چنین دارند. نیز را متنوع استراتژی های و مسیرها از شدن حل قابلیت متفاوت، پاسخ های

شکل گیری و استدلالی مهارت های تقویت موجب و بیابند خود توانمندی های با متناسب راه حل هایی می دهد اجازه مختلف یادگیری

.[۳۱] می شود دانش آموزان میان ریاضی گفت وگوی

ریاضی یادگیری اصلی بعد چهار که می شود پیشنهاد سؤالات طراحی برای معتبر چارچوبی عنوان به ۹SPUR مدل راستا، همین در

دانش آموزان رویه ای توانایی های مهارت ها، بر مبتنی سؤال های .[۳۲] بازنمایی ها و کاربردها ویژگی ها، مهارت ها، می گیرد: هدف را

قرار سنجش مورد را مسائل حل در فناوری از استفاده یا مسئله، حل روش های طراحی مشخص، محاسباتی مراحل اجرای مانند

ریاضی، استدلال نظیر توانایی هایی و دارند تمرکز ریاضی بنیادین اصول مفهومی درک بر ویژگی ها، با مرتبط سؤال های می دهند.

توانایی و می پردازند زندگی محور و واقعی موقعیت های به کاربردی، سؤال های می سنجند. را روابط درک و مفاهیم ساختار تحلیل

بر مبتنی سؤال های نهایت، در می کنند. بررسی ملموس بسترهای در ریاضی پدیده های تفسیر و تحلیل مدل سازی، در را دانش آموزان

می کنند. تقویت و سنجیده تفسیر، در را دانش آموزان توانایی آماری، یا هندسی تصاویر جداول، نمودارها، از استفاده با بازنمایی ها

ایفا آن ها بالاتر مرتبه تفکر رشد در کلیدی نقش که شود استفاده مسائلی از دانش آموزان یادگیری ارزیابی و سنجش در همچنین،

تا کنند تحلیل و مقایسه استنباط، تفسیر، را داده شده اطلاعات باید دانش آموزان سؤالات، نوع این در مسئله۱۰، طرح مانند می کنند.

توانایی و مفهومی درک خلاقیت، و می کنند فراهم اکتشافی یادگیری برای زمینه ای مسائلی، چنین یابند. دست مسئله ساختار به خود
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فرد رضوانی ف. ۴۴

ریاضی مؤثر تدریس کلیدی ابعاد :۱ جدول

توضیح کلیدی بعد

جای به باید معلم باشد. متمرکز منسجم و مرتبط مهم، مفاهیم بر باید ریاضی تدریس

بین ارتباط تا دهد فرصت دانش آموزان به فرمول ها، و قواعد حفظی و مجزا آموزش

ریاضی، استدلال بر کید تأ شامل این کنند. کشف را کاربردها و فرآیندها مفاهیم،

معنادار و پایدار شبکه ای ایجاد هدف، است. مثبت ذهنی عادت های و مسئله حل

است. دانش آموزان ذهن در ریاضی دانش از

ریاضی محتوای

فکری چالش های با آن در دانش آموزان که کند فراهم محیطی باید ریاضی کلاس

از بیش یا بی معنی مسائل ارائه از اجتناب معنای به این شوند. درگیر معنادار و

مسائل با سازنده طور به را دانش آموزان باید معلم آن، جای به است. ساده حد

فراهم معنا ساخت و عمیق درک فرصت که گونه ای به نماید، درگیر چالش برانگیز

شود.

شناختی تقاضای

بدون دانش آموزان، همه که باشد داشته ساختارهایی باید ریاضی مؤثر کلاس یک

معنادار صورت به باشند داشته فرصت آن ها، هویت یا تجربه پیشینه، به توجه

طراحی کلاسی، تعامل مدیریت شامل این کنند. شرکت ریاضی فعالیت های در

است. شنیده شده کمتر صداهای به توجه و عادلانه گروهی فعالیت های

به عادلانه دسترسی

ریاضی محتوای

شکل گیری بلکه نیست، صحیح پاسخ آوردن دست به تنها ریاضی تدریس هدف

فرصت باید دانش آموزان است. ریاضی کاربران عنوان به دانش آموزان مثبت هویت

توسعه را یکدیگر ایده های و کنند استدلال دهند، توضیح بزنند، حدس تا باشند داشته

دهند.

و مرجعیت عاملیت،

ریاضی هویت

ارزشیابی است. استوار دانش آموزان واقعی اندیشه های به پاسخگویی بر مؤثر تدریس

آن از استفاده و دانش آموزان درک درباره اطلاعات جمع آوری معنای به تکوینی

طریق از بتواند باید معلم است. آن بهبود و یاددهی‑یادگیری فرآیند طراحی برای

در دانش آموزان فکر و درک از مناسب، فعالیت های طراحی و هدفمند پرسش های

نماید. سازماندهی آن اساس بر را آموزش سپس و شود گاه آ ریاضی دانش با ارتباط

ارزشیابی از استفاده

تکوینی

را دانش آموزان توانایی واقعی، دنیای بر مبتنی ریاضی مدل سازی مسائل این، بر علاوه .[۳۳ ،۳۲] می کنند تقویت را مسئله حل

می شود بازنمایی واقعی پدیده یک مدل سازی، فرآیند در می کنند. تقویت مسائل حل برای غیرریاضی و ریاضی دانش به کارگیری در

نمادین، و نموداری بازنمایی فرایند، درک بر کید تأ نهایی، پاسخ یافتن بر صرف تمرکز به جای شود فراهم آن ریاضی تحلیل امکان تا

به را دانش آموزان و داده افزایش را ریاضی یادگیری انگیزه مدل سازی، مسائل .[۱۰ ،۳] است واقعی بستر در نتایج تفسیر و

می کنند مواجه موقعیت هایی با را دانش آموزان نیز ارزشیابی۱۱ مسائل .[۲۶ ،۳] می کند تبدیل مستقل و مسئولیت پذیر یادگیرندگانی
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۴۵ ایران در متوسطه ریاضی آموزش ساختاری چالش های تحلیل

دو به مسائل این ،[۷] بلوم اصلاح شده طبقه بندی براساس دهند. انجام گاهانه آ انتخابی یا تصمیم گیری قضاوت، باید آن ها در که

روش چند معایب و مزایا (تحلیل کردن نقد و رایج) بدفهمی های به توجه با استدلال یا پاسخ یک صحت (بررسی کردن چک دسته

.[۲۵] می شوند تقسیم بهینه) رویکرد انتخاب و مسئله یک برای حل

دسترسی می تواند ریاضی نرم افزارهای از استفاده شود. گرفته به کار ریاضی یاددهی‑یادگیری در قدرتمندی ابزاری عنوان به باید فناوری

در .[۲۳ ،۲۱] آورد فراهم داده ها تحلیل و مدل سازی برای فرصت هایی و بخشد بهبود را ریاضی تجسم نماید، آسان تر را مفاهیم به

نرم افزارهایی به دسترسی گسترش است. مانده باقی نمایشی صرفاً یا سطحی، محدود، فناوری از بهره گیری ایران مدارس از بسیاری

کیفیت بهبود در بسزایی تأثیر می تواند هوشمند، تخته های مانند تعاملی ابزارهای از استفاده با همراه ، Ⅾesⅿos و GeoGebra مانند

از بهره گیری موفقیت این، وجود با دارد. کید تأ مفهومی سواد کنار در ریاضی دیجیتال سواد توسعه بر رویکرد این باشد. داشته آموزش

است مناسب زیرساخت های فراهم آوری و معلمان حرفه ای توسعه درسی، برنامۀ اهداف با دقیق هماهنگی نیازمند آموزش در فناوری

.[۲۷ ،۲۳]

تحقیق نظری چارچوب .۳

آن ها تحلیل و توصیف مدل سازی، پرسشگری، امکان که است نظری چارچوبی نیازمند درسی برنامه های تکوین و ساختار تحلیل

انسانی، فعالیت های تمام می توان ATⅮ از استفاده با است. گرفته بهره [۱۴] ATⅮ نظریه از می توان راستا، این در کند. فراهم را

از یکی .[۱۴] نمود بررسی مشخص نهاد یک در را ریاضیات یاددهی‑یادگیری با مرتبط فعالیت های جمله از نظری، چه و عملی چه

.[۱۴] است تربیت و تعلیم هم تعیینی سلسله مراتبی سطوح نظریه، این در کلیدی مفاهیم

سطوح است. درس کلاس محدوده از فراتر بسیار می گذارند، تأثیر یاددهی‑یادگیری فرآیندهای بر که محدودیت هایی و شرایط

توجه با را ریاضی دانش یادگیری و یاددهی که می کند فراهم پژوهشگر برای را امکان این تربیت و تعلیم هم تعیینی سلسله مراتبی

مفهوم این .[۱۱] نماید بررسی پداگوژی و آموزشی نهاد جامعه، جمله از مختلف، سطوح در موجود محدودیت های و شرایط به

بیرون چه و درون چه را، آموزشی فرایندهای بر مؤثر محدودیت های و شرایط مجموعه می توان آن به واسطه که می آورد فراهم تحلیلی

فراهم را نظام مند تحلیل بر مبتنی راهکارهای ارائۀ امکان همچنین، کرد. طبقه بندی و شناسایی درس، کلاس و مدرسه نهاد از

معلمان حرفه ای توسعۀ ارتقای و درسی برنامه های بازنگری آموزشی، سیاست گذاری در استفاده قابلیت که راهکارهایی می سازد؛

(رشته  خاص سطوح به و آغاز پداگوژی۱۵) و آموزشی۱۴ نهاد جامعه۱۳، (تمدن۱۲، عمومی سطوح از نظر مورد مقیاس های دارند.

نظری چارچوب و پژوهش هدف به توجه با .[۱۴ ،۱۱] (۲ (شکل می شود ختم موضوع۲۰) و زمینه۱۹ بخش۱۸، حوزه۱۷، علمی۱۶،

از: عبارت اند مطالعه این پژوهشی پرسش های
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فرد رضوانی ف. ۴۶

تربیت. و تعلیم هم تعیینی سلسله مراتبی :۲ شکل

سلسله مراتبی سطوح از سطح کدام در یک هر و کدام اند متوسطه مقطع در ریاضی آموزش بر مؤثر محدودیت های و شرایط (۱)

می گیرند؟ قرار تربیت و تعلیم هم تعیینی

بهبود و اصلاح برای می توان عملی راهکارهای چه شناسایی شده، محدودیت های و شرایط ماهیت و جایگاه به توجه با (۲)

سازگار سطح هر الزامات و نیازها با تا کرد ارائه متوسطه مقطع در آن آموزشی ثبات حفظ و ریاضی درسی برنامه های

باشد؟

تحقیق روش .۴

تجارب منظر از ایران متوسطه مقطع در ریاضی یادگیری و یاددهی چالش های شناسایی هدف با که است کیفی نوع از پژوهش این

معلمان، تجارب عمیق فهم بر تمرکز و پژوهش اکتشافی ماهیت و تحقیق نظری چارچوب به توجه با است. شده انجام معلمان زیسته

در شخصی تجارب و داستان ها کاوش در توانایی دلیل به روایت پژوهی گردید. انتخاب اصلی روش به عنوان روایت پژوهی۲۱ رویکرد

بازنمایی و شنیدن با تا است شده تلاش تحقیق این در .[۱۶ ،۱۵] است مناسب مطالعه این برای حرفه ای، و اجتماعی بسترهای

چالش های از عمیق و چندلایه درکی ریاضی، آموزش در پژوهشگر شخصی تجربه های از بهره گیری و ریاضی معلمان روایت های

شود. ارائه ایران آموزشی نظام متوسطه مقطع در ریاضی آموزش

تجارب شامل خودپژوه روایت شد. استفاده معلمان روایت های و خودپژوه۲۲ روایت از ترکیبی داده ها، غنای برای مطالعه، این در

که است چالش برانگیز موقعیت های و آموزشی سیاست های با مواجهه تدریس، در حرفه ای تجربه های ریاضی، معلم به عنوان پژوهشگر

دیدگاه نیز معلمان روایت های شدند. پژوهش اولیه تحلیل های زمینه ساز و شده اند مستندسازی بازتاب گرایانه یادداشت های قالب در

می دهد. بازتاب را رضوی خراسان استان در متوسطه مقطع ریاضی معلمان سایر

انتخاب افرادی تا می شود انجام هدفمند نمونه گیری به صورت و کیفی منطق اساس بر معمولا شرکت کنندگان انتخاب روایت پژوهی، در

به صورت نمونه ها نیز پژوهش این ۱۶].در ،۱۵] دهند ارائه مطالعه مورد پدیده با مرتبط و معنادار غنی، روایت هایی بتوانند که شوند

متفاوت حرفه ای تجربه های و جغرافیایی موقعیت های بافت ها، با معلمان از متنوع روایت هایی تا شدند انتخاب دسترس در و هدفمند
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۴۷ ایران در متوسطه ریاضی آموزش ساختاری چالش های تحلیل

زیسته تجربه های عمیق فهم بلکه نیست، آماری تعمیم آن هدف زیرا است، همسو روایت پژوهی ماهیت با رویکرد این شود. گردآوری

بافت روستایی)، و (شهری جغرافیایی موقعیت مانند معیارهایی اساس، همین بر است. متفاوت آموزشی و اجتماعی زمینه های در

و فردی روایات ترکیب این شد. گرفته نظر در سال) ۳۰ تا ۸) کاری سابقه و غیردولتی) دولتی، نمونه تیزهوشان، (دولتی، نهادی

.[۱۶] است آورده فراهم را ریاضی آموزش وضعیت از عمیق تر درک و تقاطع مقایسه، امکان بین الاذهانی

سال ۱۲ دارای که پژوهشگر شدند. جمع آوری پژوهشگر بازتاب گرایانه یادداشت های و نیمه ساختاریافته مصاحبه های طریق از داده ها

چالش های با مواجهه و تدریس زمینه در خود شخصی تجربیات اساس بر بازتاب گرانه ای یادداشت های است، ریاضی تدریس سابقه

بین مقایسه امکان و شده گرفته به کار خودپژوه روایت تحلیل در مکمل داده های به عنوان یادداشت ها این کرد. ثبت آموزشی نظام

مجازی یا تلفنی حضوری، به صورت [۱۷] فردی نیمه ساختاریافته مصاحبه های کردند. فراهم را معلمان سایر و پژوهشگر تجربیات

سؤالات شامل مصاحبه راهنمای انجامید. طول به دقیقه ۴۵ تا ۳۰ بین مصاحبه هر و شدند انجام گفت وگومحور فضایی در و

بود. شده طراحی فناوری و ارزیابی یادگیری، یاددهی، درسی، برنامۀ برابری، حوزه های در NⅭTⅯ اصول اساس بر که بود باز‑پاسخ

پرسش های از نمونه هایی شدند. پیاده سازی کامل به طور و ضبط شرکت کنندگان از گاهانه آ رضایت دریافت از پس مصاحبه ها تمامی

از: بودند عبارت مصاحبه در مطرح شده

چیست؟ هستید مواجه آن با تدریس در که محدودیت هایی و چالش ها مهم ترین متوسطه، مقطع در ریاضی معلم به عنوان •

کنید. بیان خود تجربه از عملی نمونه های امکان صورت در و دهید توضیح را خود پاسخ لطفاً

توضیح را خود پاسخ لطفاً شده اید؟ رو به رو ریاضی درسی کتاب های تدریس و درسی برنامۀ اجرای در چالش های چه با •

دهید.

خود پاسخ لطفاً می کنید؟ پیشنهاد متوسطه مقطع در ریاضی آموزش کیفیت و درسی برنامۀ بهبود برای را راهکارهایی چه •

دهید. توضیح را

مؤثر و مستمر به صورت تغییرات تا کرد حفظ اصلاحات این در را آموزشی پایداری و ثبات می توان چگونه شما نظر به •

شود؟ اعمال ریاضی آموزش در

پیاده سازی و خوانده بار چندین روایت ها تمامی ابتدا .[۱۶ ،۱۵] شد انجام مضمون۲۳ تحلیل رویکرد از بهره گیری با داده ها تحلیل

شش اساس بر کدها و شدند کدگذاری دستی به صورت داده ها گردید. مشخص اولیه الگوهای شناسایی برای کلیدی بخش های و شدند

تا شدند مقایسه خام داده های با استخراج شده مضامین شدند. تنظیم تربیت و تعلیم هم تعیینی مراتب سلسله سطوح و NⅭTⅯ اصل

مضامین تأیید برای منبعی به عنوان پژوهشگر بازتاب گرانه یادداشت های همچنین، گردد. حاصل اطمینان آن ها جامعیت و انسجام از

برسد. حداقل به پژوهشگر پیش فرض های تأثیر تا گردیدند بازبینی مستمر به طور تحلیل، اعتبار افزایش برای و شدند استفاده

نتایج .۵

سطوح در ایران آموزشی نظام در ریاضی آموزش کلیدی چالش های استخراج به منجر پژوهش این در به دست آمده تحلیل های

است. شده تشریح تفصیل به مضامین این از یک هر ادامه، در گردید. تربیت و تعلیم هم تعیینی مراتب سلسله

کلان سیاست گذاری های میان قابل توجهی شکاف که می دهد نشان مطالعه این در مشارکت کنندگان و نویسنده روایت جامعه. .۱ .۵

سوی از پرورش و آموزش بنیادین تحول سند همچون بالادستی اسناد به ویژه، دارد. وجود مدارس میدانی واقعیت های و آموزشی نظام

مفاد که دارند باور معلمان از بسیاری می شوند. توصیف گوناگون بسترهای در ناکارآمد و غیرعملیاتی سنگین، متونی به عنوان معلمان

نیست. پیاده سازی قابل محروم، مناطق در به ویژه مدارس، تمامی در اسناد این
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شده تبدیل فعلی نظام در آموزشی بی عدالتی اصلی مصادیق از یکی به برخوردار، و محروم مناطق مدارس میان عمیق تفاوت های

آموزشی تجهیزات از دولتی، بودجه های کمبود دلیل به ضعیف، اقتصادی شرایط با یا کوچک تر شهرستان های در مستقر مدارس است.

و آموزشی امکانات حرفه ای، و مناسب نیروی مناطق تمام «در داشت: اظهار معلمان از یکی بی بهره اند. متخصص انسانی نیروی و

تیزهوشان مانند خاص مدارس همچنین، پرجمعیت اند. بسیار برخوردار مناطق در کلاس ها طرفی از است. نشده توزیع به خوبی بودجه

دارند…». ویژه ای بودجه

به علاقه مند دانش آموزان دارد. وجود نابرابری نیز، المپیادها مانند آموزشی فرصت های به دسترسی در حتی که می دهد نشان روایت ها

شوند. بهره مند معتبر منابع یا تخصصی آموزش از می توانند به ندرت توسعه یافته، کمتر مناطق در به ویژه پیشرفته، علمی فعالیت های

دارد. حکایت مدارس و کلان برنامه های عدالت محور اهداف میان فاصله از به روشنی مسئله این

نهاد این بهره مندی وجود با است. پرورش و آموزش وزارت انسانی منابع سیاست های در جدی نارسایی های بیانگر پژوهش یافته های

مناطق در متخصص معلمان عادلانه توزیع در اختلال به منجر ناکارآمد سیاست های و نامتوازن پراکندگی توجه، قابل انسانی نیروی از

نابرابری های برخوردار، و محروم مناطق میان به ویژه انسانی، نیروی انتقال نظام در موجود چالش های است. شده کشور مختلف

را معلمان میان در حرفه ای ناکارآمدی احساس و تدریس، کیفیت افت انگیزه، کاهش چون پیامدهایی و کرده تشدید را آموزشی

اتلاف نوعی به اداری، و معلمی شغلی مسیرهای بین تمایز عدم نیز و نقش ها تفکیک در مدیریت سوء همچنین، است. داشته به دنبال

توانمند نیروهای حضور هستند، روبرو متخصص معلمان کمبود با مدارس از بسیاری که شرایطی در است. شده منجر انسانی سرمایه

محسوب پرورش و آموزش در انسانی منابع از استفاده ناکارآمد از مصداقی ــ تدریس با مستقیم ارتباط بدون ــ اداری سمت های در

آمده مشارکت کنندگان از یکی روایت در بگذارد. مدارس در آموزشی کیفیت بر منفی تأثیر می تواند نهایت در مسئله این می شود.

است:

در کارآمد و متخصص نیروهای از گاهی هستند، کار به مشغول پرورش و آموزش ادارات در که کارمندانی

استخدام ادارات برای که افرادی باید من نظر به دهد؟ رخ اتفاقی چنین باید چرا هستند. خودشان رشتۀ

باشند. جدا می شوند، انتخاب معلمی برای که افرادی از می شوند

کیفیت در معلمان حساس نقش به توجه با است. مواجه سیاست گذاری و ساختاری چالش های با معلمان استخدام و جذب فرآیند

مسیرهای از معلمان حاضر، حال در شود. تدوین هدفمند و دقیق معیارهای اساس بر آنان جذب سیاست های می رود انتظار آموزش،

پیمانی، رسمی، قراردادهای قالب در سوادآموزی نهضت و معلم سرباز طرح استخدامی، آزمون های فرهنگیان، دانشگاه مانند مختلفی

و علمی صلاحیت  سطح در ناهمگونی موجب استخدامی وضعیت های و مسیرها تنوع این می شوند. جذب حق التدریس و شرکتی

ریاضی، به ویژه دروس، تخصصی محتوای با ابتدایی معلمان تحصیلی رشتۀ تناسب به کم توجهی همچنین، است. شده معلمان حرفه ای

پژوهش در شرکت کننده معلمان از یکی است. شده دانش آموزان ریاضی یادگیری در بنیادین ضعف و آموزشی شکاف های ایجاد موجب

کرد: بیان مسئله این به اشاره با

از یکی است. پایه ریاضی در آن ها ضعف وجود ریاضی، درس یادگیری در دانش آموزان مشکلات از یکی

ریاضی آموزش دوره های است بهتر است. انسانی گروه دانشجویان میان از ابتدایی دبیران انتخاب آن، علل

واگذار رشته این متخصص معلمان به بااهمیت دروس این تدریس یا شود برگزار ابتدایی معلمان برای ابتدایی

شود.

اهمیت از کسی کمتر امروزه که می رود شمار به پرورش و آموزش نظام در تعیین کننده چالش های از یکی معلمان معیشتی مشکلات

به دارد. منفی تأثیر معلمان روانی آرامش و انگیزه بر مالی، ثبات عدم و شغلی نارضایتی دشوار، اقتصادی شرایط است. غافل آن

ارائه آموزش در مطلوبی کیفیت بالا تخصص با معلمانی حتی که شود موجب می تواند مشکلات این پژوهش، در حاضر معلمان گفته

موضوع این بگیرند. فاصله یاددهی‑یادگیری فرآیند در لازم پویایی از نهایت، در و نکنند به روزرسانی را خود تخصصی دانش ندهند،
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از یکی می دهد. قرار تحت الشعاع نیز را یادگیری برای دانش آموزان اشتیاق و انگیزه بلکه می دهد، کاهش را آموزش کیفیت تنها نه

مسئله این باشند، داشته دومی شغل ناچارند معلمان بیشتر سخت، اقتصادی وضعیت این «با داشت: اظهار خصوص این در معلمان

است». یافته کاهش سال هاست معلمان انگیزه و تمرکز که چرا می کند؛ وارد آموزش به بزرگی لطمه

قابل تأثیر دوم متوسطۀ دورۀ در پداگوژی و آموزشی نهاد سطح دو بر که است کنکور و نهایی آزمون های دیگر، چالش های از یکی

حاشیه به را تربیتی و آموزشی اهداف سایر آزمون ها، این در موفقیت بر افراطی تمرکز معلمان، و نویسنده باور به گذاشته اند. توجهی

ماهیت دشواری نظیر عواملی دلیل به معلمان مدارس، از بسیاری در درسی، کتاب های محتوای در تغییرات وجود با است. رانده

از ناچارند کنکور بر بالا تمرکز و والدین خواسته های ریاضی، پیش نیاز مفاهیم در دانش آموزان ضعف زمان، کمبود ریاضی، درس

معنادار یادگیری نه تنها شرایطی، چنین در نمایند. استفاده سنتی رویکردهای با مفاهیم سطحی تدریس یا جزوه نویسی چون روش هایی

اظهار مشارکت کننده معلمان از یکی راستا این در می یابد. کاهش به شدت نیز یادگیری برای دانش آموزان انگیزه بلکه نمی افتد، اتفاق

کنند.» حفظ آن معنای به توجه بدون را تکنیک ها می کند مجبور را دانش آموزان نهایی امتحانات و «کنکور داشت:

شده موجب دوازدهم، پایۀ در به ویژه کنکور، در مطلوب رتبۀ به دستیابی و نهایی امتحانات در بالا نمرۀ کسب بر تمرکز همچنین،

بی تفاوت کلاسی ارزشیابی های و درسی برنامۀ به نسبت یا کنند خودداری مدرسه کلاس های در منظم حضور از دانش آموزان برخی است

کلاس های در شرکت یا آموزشی ویدئوهای کمک درسی، کتاب های چون منابعی طریق از را ریاضی یادگیری آنان عوض، در باشند.

مفهومی درک که به گونه ای دارد؛ همراه به را رویه ای صرفاً و سطحی یادگیری شکل گیری خطر روند، این می کنند. پیگیری خصوصی

می دهد. مسئله حل تکنیک های تمرین و فرمول ها حفظ به را خود جای ریاضی مباحث

در موفقیت عدم صورت در حتی بالاتر پایه به دانش آموزان ارتقای امکان دانش آموزان، از برخی ضعیف عملکرد عوامل از دیگر یکی

کرد: کید تأ پژوهش در مشارکت کننده معلمان از یکی زمینه، این در است. ریاضی مانند تخصصی دروس

ریاضی گذراندن به موفق که دارند حضور ریاضی‑فیزیک رشته در حتی دانش آموزانی گاهی من کلاس در

هرچند داشت؟ می توان دانش آموزان این از عملکردی چه انتظار شرایطی، چنین در نشده اند. گذشته سال

بازنگری برنامه ها از برخی است بهتر اما باشد، امتحانات و ارزشیابی به معطوف صرفاً نباید آموزش هدف

گردد. اعمال پرورش و آموزش نظام در بیشتری قاطعیت و جدیت و شوند

مدارس تفکیک طریق از ایران، در آموزشی نظام طبقاتی ساختار که هستند معتقد پژوهش در شرکت کنندگان آموزشی. نهاد .۲ .۵

شکل گیری زمینه ساز بلکه کشیده، چالش به را یادگیری برای برابر فرصت های نه تنها شاهد، و فرهنگیان دولتی، نمونه تیزهوشان، به

دانش آموزان دوش بر را توجهی قابل روانی بار انتظارات، این است. شده مدارس این دانش آموزانِ از جامعه و والدین فزاینده انتظارات

مواردی در می شوند. تحصیلی فشار و مزمن استرس دچار کنکور، برای آماده سازی مسیر در آنان، از بسیاری که به گونه ای می دهد؛ قرار

از شدیدتر به مراتب شکست، احساسی و روانی پیامدهای باشند، داشته مطلوبی عملکرد سراسری آزمون در نتوانند دانش آموزان که

همیشه که است این بیانگر کنکور «رتبه های گفت: وضعیت این توصیف در معلمان از یکی می شود. تجربه دیگر مدارس دانش آموزان

رتبه های در ناچیزی سهم متوسط خانواده های یا دولتی مدارس دانش آموزان هستند. مرفه خانواده های یا خاص مدارس از رتبه ها این

دارند». کنکور برتر

مسئله ای است؛ آموزشی فضای فیزیکی محدودیت های و کلاس ها در دانش آموزی جمعیت بالای تراکم چالش ها، از دیگر یکی

در به ویژه چالش این می سازد. مواجه جدی دشواری های با را پداگوژی) سطح (در تدریس فعال و نوین روش های مؤثر اجرای که

و فضا کمبود زمانی، محدودیت دلیل به معلم، که جایی دارد؛ بیشتری نمود انسانی علوم و تجربی علوم رشته های پرجمعیت کلاس های

و می یابد کاهش فردی تفاوت های به توجه امکان می دهد، دست از را تعاملی رویکردهای از استفاده فرصت عملا درسی، برنامۀ فشار

یکنواخت، فعالیتی به یاددهی ‑یادگیری فرآیند شرایطی، چنین در می شود. رانده حاشیه به دانش آموزان یادگیری مشکلات به رسیدگی

در مشکل این می گردد. مقدم یادگیری تعمیق و مفهومی درک بر اطلاعات صرف انتقال آن، در که می شود تبدیل کم تأثیر و معلم محور
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عمیق تری منفی آثار می تواند است، تأمل برای فرصت و فردی بازخورد مستمر، تمرین تعامل، نیازمند ذاتاً که ریاضی مانند دروسی

چه کنیم، درست گروه حتی نمی توانیم کلاس، در دانش آموز تعداد این «با که: می کند اشاره این باره در معلمان از یکی بگذارد. به جای

می شود.» ریاضی مفاهیم تدریس و نظم کنترل صرف کلاس وقت بیشتر کنیم. استفاده تعاملی روش های بخوایم اینکه به برسه

چیدمانی چنین است. گرفته صورت تدریس سنتی الگوهای مبنای بر مدارس اغلب در درس کلاس های فیزیکی طراحی همچنین،

این باره در معلمان از یکی می سازد. روبه رو جدی موانع با ریاضی، آموزش در به ویژه را، تعاملی و فعال تدریس رویکردهای اجرای

می دهد: پیشنهاد

توی را دانش آموزان می توانستیم صورت این در بود؛ تخته دورش تا دور که داشتیم کلاس هایی کاش ای

راه سپس کند، حل را مسئله یک گروه هر که طوری به نماییم. درگیر بیشتر مسئله حل و گروهی فعالیت های

گفت وگو و کردن استدلال نحوه دانش آموزان که می شود باعث روش این نمایند. بررسی را یکدیگر حل های

بگیرند. یاد را ریاضی زبان به کردن

تأمین آموزشی، فضاهای طراحی در به ویژه است؛ آموزشی کلان سیاست گذاری های در بازنگری ضرورت نشان دهنده وضعیت این

است. مدارس واقعی ظرفیت های به توجه با دانش آموز به معلم نسبت متناسب سازی و متخصص، انسانی نیروی

به آموزشی، مطالب گسترده حجم به توجه با ،۲ و ۱ حسابان مانند درس هایی در به ویژه ریاضی، دروس به اختصاص یافته زمان

از کامل بهره برداری امکان موجود زمانی محدودیت اما شده اند، طراحی فعالیت محور درسی کتاب های اگرچه است. ناکافی شدت

برای لازم فرصت امر این که می پردازند، کتاب محتوای ارائه به تنها معلمان از بسیاری نتیجه، در نمی آورد. فراهم را نوین روش های

زمان تقسیم همچنین، می کند. سلب را آن ها دانش پیشین بررسی و بدفهمی ها اصلاح اشکالات، رفع دانش آموزان، آموخته های مرور

می رود. شمار به اجتناب ناپذیر ضرورتی سیاست گذاری، این در بازنگری و نیست برخوردار لازم توازن از مختلف دروس میان آموزشی

کرد: بیان معلمان از یکی

فرصت و است کوتاه بسیار درس این به یافته اختصاص ساعات حسابان، درس های مطالب حجم به توجه با

مانند عمده ای بخش های است مجبور ریاضی دبیر ندارد. وجود جدید مفاهیم بر تمرکز و تمرین برای کافی

دهد. آموزش سطحی صورت به و سرعت به را است دانشگاهی ریاضیات بنیادین مفاهیم از یکی که مشتق

آن ها به زیادی زمان عمومی دروس برخی می شود... ضعیف تر دانش آموزان عقب ماندگی باعث روند این

شود. تجدیدنظر تخصصی دروس ساعات تخصیص در است بهتر که یافته اختصاص

تمامی ماه، اسفند اوایل تا که دارند انتظار معلمان از دانش آموزان، و والدین درخواست های گرفتن نظر در با آموزشی، نهادهای برخی

انتقال بر صرفاً را خود تمرکز معلمان که می شود آن به منجر انتظار این کنند. تدریس را دوازدهم مقطع در ریاضی کتاب مباحث

گفت وگوهای تکوینی، ارزیابی های اجرای برای کافی فرصت نتیجه در کنند، معطوف درسی کتاب محتوای در سریع پیش روی و مطالب

منفی تاثیر دانش آموزان ریاضی مفاهیم مفهومی یادگیری بر شرایط این نمی شود. فراهم درس کلاس در تعاملی فعالیت های یا مفهومی

برنامه های طراحی در نیز را معلم حرفه ای نقش بلکه می دهد، کاهش را یاددهی‑یادگیری فرایند کیفیت تنها نه وضعیت این می گذارد.

می سازد. محدود تربیتی تصمیم گیری های و آموزشی

شده سبب کنکور، نتایج در آن ها مستقیم تأثیر دلیل به به ویژه نهایی، امتحانات نتایج بر آموزشی نهادهای برخی بیش ازحد تمرکز

بی تفاوت غیرنهایی، دروس پایانی و تکوینی مستمر، ارزشیابی های جمله از ارزشیابی، انواع سایر به نسبت دانش آموزان که است

از بسیاری است. داشته مضاعفی تأثیر نمی شود، محسوب نهایی دروس جزو دهم پایه  در که ریاضی درس مورد در مسئله این باشند.

و تست زنی تکنیک های یادگیری روی بر را خود تمرکز و می پردازند ریاضی مطالعه به کنکور برای آمادگی هدف با تنها دانش آموزان

ندارند. کافی توجه ریاضی دانش عمیق و مفهومی یادگیری به نتیجه، در می دهند. قرار کمک آموزشی کتاب های از استفاده
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حسابان، ریاضی، شامل تحصیلی مختلف شاخه های در ریاضی کتاب های کلیه تدریس فعلی، آموزشی نظام در پداگوژی. .۳ .۵

نیازمند دروس، تنوع این که حالی در است. ریاضی دبیران تمام عهده بر عموماً آمار، و ریاضی و احتمال و آمار گسسته، هندسه،

مشخص شاخه آن در که شود انجام معلمانی توسط دروس این تدریس است بهتر است. ریاضی متفاوت حوزه های در تخصصی دانش

از یکی باشند. نوین، ابزارهای و نرم افزارها از بهره گیری زمینه در به ویژه مرتبط، مهارت های و تخصصی دانش دارای ریاضیات از

تمامی بر یا باشد داشته تخصص ریاضی شاخه های تمام در هم زمان نمی تواند ریاضی معلم «یک داشت: اظهار این باره در معلمان

توسط ریاضی درس هر است بهتر من نظر به کند. استفاده آن ها از درست جای در و باشد مسلط آن ها به مربوط نرم افزارهای

شود». تدریس حوزه آن متخصص

امکانات و تجهیزات فراهم سازی و معلمان حرفه ای اختیارات افزایش که بودند معتقد پژوهش در شرکت کنندگان همچنین،

یا محدود بسیار درس کلاس های در نوین تعاملی فناوری های و ابزارها دارد. بسزایی نقش ریاضی آموزش فرآیند بهبود در مناسب،

می شود. تلقی ریاضی درس در یادگیری کیفیت کاهش عوامل از یکی خود این که است، غایب

دانش آموزان رویه ای دانش عمدتاً که می کنند طرح ریاضی درس در مدرسه ای امتحانات و ارزشیابی ها در را سؤالاتی بیشتر معلمان

و مسئله حل تکنیک های یادگیری روی بیش تر دانش آموزان که است شده باعث ارزیابی نوع این می دهند. قرار سنجش مورد را

در آن ها به کارگیری توانایی یا ریاضی مفاهیم عمیق درک به اینکه بدون کنند، تمرکز سؤالات به پاسخگویی برای تکراری روش های

مانع و کرده تقویت را سطحی یادگیری می تواند سؤالات طراحی در جهت گیری ای چنین باشند. داشته کافی توجه جدید موقعیت های

دانش آموزان شود. در ریاضی تفکر و تحلیلی مهارت های شکل گیری

یادگیری معکوس، یادگیری نظیر ارزشیابی و یاددهی–یادگیری نوین روش های با پرورش، و آموزش نظام در معلمان از بسیاری

ادامه کلاس مدیریت به معلم محور و سنتی شیوه های از استفاده به همچنان و ندارند کافی آشنایی ارزشیابی ها انواع و اکتشافی

کمتر مناطق در به ویژه است؛ معلمان میان تعامل و یادگیری برای حرفه ای فرصت های کاهش امر، این اصلی دلایل از یکی می دهند.

ریاضی آموزشی گروه های و یافته اند کاهش حضوری کارگاه های می شوند، برگزار مجازی صورت به عمدتاً ضمن خدمت ها که توسعۀافته

کرد: بیان چنین باره این در معلمان از یکی نیستند. فعال

متخصصین و یکدیگر همفکری با معلمان که می شود خوب خیلی آموزشی گروه های جلسات در من نظر به

یک چون بپردازند. جبر و هندسه مثل ریاضی مفاهیم آموزش برای مناسب محتوای تولید به فناوری، حوزه

بدهد. انجام رو کاری چنین مفاهیم تمامی برای به تنهایی خودش نتواند ممکنه معلم

در دانش آموزان تعداد محسوس افت بوده ایم، روبه رو آن با اخیر سال های در که جدی چالش های از دیگر یکی علمی. رشته .۴ .۵

تحت را آموزش کیفیت هم که مسئله ای است؛ دوم متوسطه دوره در ریاضی یادگیری برای آن ها انگیزه کاهش و ریاضی ‑فیزیک رشته

نقش انگیزشی افت این در متعددی دلایل معلمان، این نظر از است. کرده همراه نگرانی هایی با را حوزه این آینده هم و داده قرار تأثیر

رشته. این با مرتبط شغلی چشم اندازهای در ابهام مهم تر، همه از و درس این در قبلی عملکرد ضعف ریاضی، مفاهیم دشواری دارند:

این نظرم به ندارند. خوب شغلی آینده به امیدی ریاضی رشته دانش آموزان از خیلی «الان می دهد: توضیح این باره در معلمان از یکی

دارد». تحصیل ادامه و ریاضی مفاهیم یادگیری برای دانش آموزان این تلاش و انگیزه در اساسی نقش امر

ایجاد پایه علوم و فناوری مهندسی، حوزه های در متخصص نیروی تربیت برای جدی چالش های آینده، در می تواند شرایطی چنین

مسئله، حل و خلاقانه تفکر به تشویق ریاضی، با مرتبط حوزه های در الهام بخش و موفق الگوهای معرفی روند، این با مقابله برای کند.

تدریس سبک های در تغییر آموزش، در نوین فناوری های از هوشمندانه استفاده صنعت، و زندگی در ریاضی واقعی کاربردهای نمایش

نقش یادگیری کیفیت ارتقای در می تواند دانش آموز و معلم میان همدلانه و مؤثر ارتباطی ایجاد و معنادار، و فعال رویکردهای به سوی

باشد. داشته بسزایی

عنوان به شوند. ناکارآمد دروس برخی جایگزین کارآمد دروسی دادند پیشنهاد پژوهش در شرکت کنندگان روز، مسائل به توجه با
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مثلا) واقعی مسائل در ریاضی مفاهیم کاربرد بیمه)، مالیات، سرمایه، مدیریت سود، (شامل مالی ریاضی آموزش مانند دروسی نمونه،

تحقیقاتی فعالیت های و آماری) نرم افزارهای (شامل کاربردی آمار و داده کاوی مقدمات ارتفاعات)، تعیین در مثلثات از استفاده

داشت: اظهار باره این در معلمان از یکی نماید. کمک دانش آموزان خلاق و انتقادی تفکر تقویت به می تواند

در ساعت سه حجم با دهم پایه در مجدداً گذرانده اند، نهم پایه در دانش آموزان که دفاعی آمادگی درس مثلا

جایگزین را مالی» «ریاضی همچون کاربردی تری دروس می توان محتوا، این تکرار به جای می شود. ارائه هفته

شود. کمک روزمره زندگی برای دانش آموزان عملی آمادگی و ریاضی سواد ارتقای به تا کرد

از سری و دنباله انتگرال، مانند ریاضی بنیادین مباحث برخی حذف مشارکت کنندگان، توسط مطرح شده چالش های از دیگر یکی

عمیق تر فهم در اساسی نقش مفاهیم این معلمان، دید از بود. ریاضی‑فیزیک رشته در به ویژه دوم، متوسطه دوره درسی کتاب های

در پایه ریاضیات آموزش در مفهومی شکاف های بروز به است ممکن آن ها نبود و می کنند ایفا دانشگاهی دوره  در ریاضی مباحث

بینجامد. عالی آموزش سطح

آموزش بر عمدتاً ریاضی درسی کتاب های که باورند این بر پژوهش این در شرکت کننده معلمان و نویسنده بخش. و حوزه .۵ .۵

مبانی درک و آن ها تحلیل تکنیک ها، این از استفاده چرایی به و دارند تمرکز مسئله حل تکنیک های و روش ها اجرای چگونگی

صرفاً بلکه معنا، انتقال و تولید برای ابزارهایی به عنوان نه حل روش های رویکردی، چنین در است. نشده چندانی توجه نظری شان

این که می شود آشکار زمانی حل روش های معرفتی ارزش که است حالی در این می شوند. داده آموزش اجرایی مهارت هایی به مثابه

در دانش انتقال و استدلال ها بازسازی معنا، تولید زمینه ساز و گیرند قرار ریاضیات بنیادی ساختارهای درک چارچوب در ابزارها

با قضیه یک اثبات ارائۀ یا فهم هنگام دانش آموزان است. برجسته تر هندسه حوزۀ در به ویژه مسئله این شوند. جدید موقعیت های

و ریاضیات به نسبت دانش آموزان شناختی کنش های تضعیف به بلندمدت، در وضعیت، این می شوند. مواجه جدی دشواری های

تصریح این باره در نیز پژوهش در شرکت کننده معلمان از دیگر یکی می انجامد. درس این یادگیری در آن ها نفس به اعتماد کاهش

می کند:

ساده، عددی مثال های و نمودارها طریق از شهودی درک با آن جایگزینی و تحلیلی اثبات های چشمگیر کاهش

دانش آموزان برای مفاهیم یادگیری تسهیل و دانش آموزان میان در ریاضی اضطراب کاهش موجب سو یک از

و فرمول ها، چرایی تحلیل توانایی کاهش استدلالی، تفکر تضعیف به منجر دیگر، سوی در اما است؛ شده

است. شده نااشنا و بدیع مسائل حل در ضعف

شدن فعال از مانع کمبود، این است. مطرح شده سؤالات در کافی تنوع عدم درسی، کتاب های محتوای چالش های از دیگر یکی

بسیاری توجه نتیجه، در می شود. دانش آموزان فراشناختی و شناختی توانمندی های و بالاتر سطوح تفکر انتقادی، تفکر خلاق، تفکر

کتاب مطالعه به صرفاً که دانش آموزی که چرا است. شده معطوف کمک آموزشی منابع به درسی کتاب از دانش آموزان و معلمان از

داشت: اظهار این باره در معلمان از یکی شد. خواهد مواجه جدی دشواری های با کنکور در موفقیت برای کند، بسنده درسی

این کنند. تضمین را کنکور در دانش آموزان موفقیت نمی توانند تنهایی به درسی کتاب در موجود سؤالات

کتاب های از استفاده و جزوه نوشتن سمت به معلمان و شود رانده حاشیه به درسی کتاب که شده باعث مسئله

امروزه اما باشد، داشته را مکمل نقش باید کمک آموزشی کتاب که حالی در کنند. پیدا سوق کمک آموزشی

می کند. جلوه بیشتر درسی کتاب از ریاضی یادگیری فرآیند در آن اهمیت

تمرین به عمدتاً نیز ریاضی درسی کتاب های در موجود مسئله های که داشتند اشاره مشارکت کنندگان موضوع. و زمینه .۶ .۵

مشاهده آن ها در کاربردی و واقعی مسائل از چندانی ردپای و شده اند محدود مفهومی تفکر و استدلال به توجه بدون تکنیک ها
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معنادار خود واقعی زندگی با ارتباط در را ریاضی یادگیری دانش آموزان که شود این به منجر نهایت در می تواند رویکرد این نمی شود.

کرد: بیان این باره در معلمان از یکی نکنند. تلقی

کاربردی  نسبی افزایش جهت در مثبت گامی می توان را نو نگاشت ریاضی کتاب های در اعمال شده اصلاحات

کتاب ها این محتوای بازنگری اند. نیازمند همچنان مفاهیم برخی حال، این با دانست. ریاضی مفاهیم کردن

در کارکرد منظر از روش ها این بی آنکه است، متمرکز تمرین حل تکنیک های و روش ها آموزش بر عمدتاً

گیرند. قرار ارزیابی مورد جدید دانش تولید قابلیت یا واقعی دنیای

دنیای مسائل در ریاضی تکنیک های کاربرد شیوه های دادن نشان که بودند باور این بر خود، تجربه های اساس بر معلمان، و نویسنده

با که کند ایفا دانش آموزانی یادگیری انگیزه افزایش در مؤثری نقش می تواند دروس سایر و ریاضی مفاهیم میان ارتباط ایجاد و واقعی

دارد؟». فایده ای چه مطالب این «یادگیری که می کنند مطرح را تکراری پرسش این همواره و هستند یادگیری دنبال به مشخص هدفی

نتیجه گیری و بحث .۶

تصویری روایت پژوهی، رویکرد و [۱۴] تربیت و تعلیم هم تعیینی مراتب سلسله سطوح از بهره گیری با مطالعه، این یافته های

می دهد نشان معلمان روایت های تحلیل می کند. ترسیم ایران متوسطه مدارس در ریاضی آموزش نظام چالش های از انتقادی و چندلایه

درس کلاس های زیسته واقعیت های و ــ بنیادین تحول سند نظیر ــ آموزشی کلان اسناد در اعلام شده اهداف میان عمیقی شکاف که

است دشوار گاهی حال، این با شدند. مشخص تربیت و تعلیم هم تعیینی مراتب سلسله مختلف سطوح در شکاف ها این دارد. وجود

نهاد و جامعه تمدن، (مانند: اند خارجی محدودیت های از ناشی مطلوب تغییرات سر بر موجود چالش های شود داده تشخیص که

این دارد. قرار [۲۷ ،۵] پیشین مطالعات راستای در یافته ها این است. تغییر از پرهیز به معلمان تمایلات در ریشه یا آموزشی)

در ارزیابی و سنجش و یادگیری یاددهی، رویکرد های و درسی، برنامۀ انسجام برابری، مانند NⅭTⅯ بنیادین اصول با شکاف ها،

.[۲۳ ،۲۲] است تضاد

نظیر خاص مدارس از حمایت کنار در دولتی، مدارس و کمتر برخوردار مناطق بر ویژه تمرکز با آموزشی عدالت توسعه جامعه، به توجه با

افزون .[۲۱] است هم راستا نیز برابری اصل با که ضرورتی است؛ انکارناپذیر ضرورتی فرهنگیان، و شاهد تیزهوشان، دولتی، نمونه

تصمیم گیری های در آنان مشارکت تقویت و تشویق شغلی، رشد فرصت های ایجاد معلمان، از معنوی و مادی حمایت های این، بر

معلمان میان در انگیزه ارتقای و آموزشی کیفیت حفظ در عوامل مهم ترین از اندیشه هایشان، و تلاش ها شناختن رسمیت به و آموزشی،

.[۴] می شود محسوب دانش آموزان و

طراحی ریاضی فعال آموزش نیازهای با متناسب مدرسه ای فضاهای می شود پیشنهاد یافته ها، به توجه با آموزشی، نهاد با ارتباط در

فعال، مشارکت به می تواند باشند، انگیزه بخش و چالش برانگیز محتوایی نظر از که فعالیت هایی طراحی همچنین، شوند. تجهیز و

شود. منجر ریاضی مفاهیم درباره دانش آموزان عمیق تفکر و گفت وگو،

به کارگیری بر تمرکز با به ویژه است؛ ضروری امری معلمان حرفه ای صلاحیت مستمر ارتقای پداگوژي، در مطرح شده مشکلات به توجه با

بنیادین اصول با مستقیم به طور ضرورت این دارد. ضرورت آموزش کیفیت بهبود برای ارزیابی و یاددهی‑یادگیری نوین رویکردهای

کلاس های و کارگاه ها برگزاری نتایج، به توجه با .[۲۷ ،۲۱] است هم راستا پیشین پژوهش های و NⅭTⅯ ریاضی معلمان ملی شورای

همچنین و فناوری، و ریاضی آموزش در متخصص اساتید مشارکت با ریاضی معلمان برای علمی نشست های حضوری، ضمن خدمت

طراحی ریاضی، مختلف مفاهیم آموزش در فناوری به کارگیری تدریس، نوین روش های آموزش هدف با وبینارهایی و همایش ها

بیانجامد یاددهی‑یادگیری فرآیند کیفیت ارتقاء به می تواند که است اقداماتی جمله از ارزشیابی، نوین شیوه های و اثربخش، سؤال های

طرح ،[۳۱] باز فرآیند ،[۳] باز‑پاسخ سؤالات جمله از ارزیابی و سنجش در سؤال ها مختلف انواع به کارگیری همچنین، .[۲۳]

ریاضی مفهومی یادگیری در می تواند [۳۲] SPUR مدل از استفاده و ارزشیابی[۲۵] مسائل ،[۱۰ ،۳] مدل سازی ،[۳۲] مسئله
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باشد. اثربخش

در انتگرال همچون بنیادینی مفاهیم عمیق آموزش به بی توجهی که می دهد نشان پژوهش این یافته های علمی، رشته با ارتباط در

دانشگاه در پایه ریاضیات دروس در مفهومی شکاف ایجاد به منجر ریاضی ‑فیزیک، رشته دانش آموزان برای به ویژه متوسطه، دوره

ریاضی در مفاهیم این تدریجی آموزش و توسعه  ضرورت بر که مطالعاتی است؛ هم راستا نیز پیشین مطالعات با نتیجه این می شود.

این نتایج به توجه با کلیدی توصیه دو راستا، این در .[۶ ،۴] دارند کید تأ دانشگاهی سطوح در ریاضی درک تقویت برای مدرسه ای

دوم، متوسطه ریاضی درسی کتاب های اصلاح یا مجدد تألیف و بازنگری فرآیند در که است لازم نخست، است. طرح قابل پژوهش

تا شود گرفته بهره ریاضی آموزش متخصص کارشناسان و دانشگاه ها علمی هیئت اعضای نظرات از ریاضی‑فیزیک، رشته در به ویژه

تدریس از پیش دانشگاه اساتید که می شود پیشنهاد دوم، گردد. حاصل دانشگاهی نیازهای و مدرسه محتوای بین بیشتری هماهنگی

داشته متوسطه دوره ریاضی کتاب های بر مروری دیفرانسیل، معادلات یا مهندسی ریاضی عمومی، ریاضی مانند ریاضی پایه دروس

احتمالی خلأهای و آمادگی سطح با را یاددهی‑یادگیری فرآیند بتوانند و یابند گاهی آ دانشجویان ریاضی پیشین دانش از تا باشند

و کرده کمک دانشگاه و مدرسه میان آموزشی شکاف کاهش به می تواند رویکرد این نمایند. طراحی دانشگاه به تازه وارد دانشجویان

کند. تسهیل را دانشجو به دانش آموز انتقال فرایند

مفهومی مبانی تبیین بدون تکنیک ها اجرای چگونگی بر صرف تمرکز که است آن از حاکی یافته ها آخر، سطح چهار نتایج به توجه با

همچون ریاضی گفتمان از گسسته و مفهومی انسجام فاقد رویه هایی به عنوان تکنیک ها که می شود موجب آن ها، درونی عقلانیت و

امری به مثابه را آن اثبات، مفهوم با مواجهه در دانش آموزان از بسیاری که می شود موجب امر این .[۴] شوند تلقی اثبات و استدلال

نه تنها یادگیری، و یاددهی فرایند در اثبات مفهوم ادغام عدم این تلقی کنند. خود پیشین ریاضی تجربه های از جدا و انتزاعی دشوار،

و داده افزایش را حل روش های الگوریتمی بازتولید به دانش آموزان وابستگی بلکه می سازد، محدود را استدلالی تفکر بسط امکان

.[۳۰] می دهد کاهش ناآشنا مسائل با مواجهه در را آن ها توانایی

می تواند رویکردی چنین چراکه کرد؛ پرهیز شهودی یا تجربی صرفاً استدلال های با اثبات جایگزین سازی از باید مسیر، این در

به توجه با فعالیت هایی باید درسی کتاب های در عوض، در کند. ایجاد اثبات واقعی کارکرد و ریاضیات ماهیت از نادرستی درک

از پشتیبانی و گفت وگو، استدلال، فرایندهای در شدن درگیر به را دانش آموزان که شوند طراحی [۹] اثبات سطوح سلسله مراتب

نظریه چارچوب در [۸] پرسش۲۴ بر مبتنی آموزش همچون رویکردهایی از می توان هدف این با .[۳۰] دهد سوق خود ریاضی ایده های

گرفت. بهره [۱۴ ،۱۲] تربیت و تعلیم انسان شناسی نظریه چارچوب در مسیرها۲۶ بررسی و مطالعه و [۱۳] تعلیمی۲۵ موقعیت های

را دانش آموزان معلم، و می شود آغاز بنیادین پرسش یک طرح با یاددهی فرایند آماده، پیش از اثباتی ارائۀ به جای رویکردها، این در

.[۱۲ ،۸] می سازد بدل لذت بخش تجربه ای به را آن و می کند هدایت اثبات ساختن برای لازم ابزارهای تدریجی تولید فرایند در

در خود ریاضی دانش از بتوانند دانش آموزان تا کنند سطحی کاربردهای جایگزین را فعالیت هایی باید درسی همچنین،کتاب های

بازنگری شده طبقه بندی چون چارچوب هایی از بهره گیری با می تواند سؤالات طراحی .[۲۷] نمایند استفاده واقعی دنیای مسائل حل

طراحی .[۲۶ ،۲۴ ،۲۰ ،۱۹ ،۷] شود انجام واقعی دنیای با مرتبط پرسش های و ریاضی مدلسازی ، مسئله بر مبتنی یادگیری بلوم۲۷،

افزایش موجب ناآشنا، موقعیت های و غیرالگویی مسائل حل در دانش آموزان توانمندسازی بر علاوه درسی، کتاب در سؤالاتی چنین

می شود نیز تفکر بالاتر سطوح به ارتقا و جدید موقعیت های در ریاضی دانش کاربرد در آن ها توانایی تقویت ریاضی، یادگیری انگیزه

.[۲۷ ،۲۶]

24Inquiry based mathematics education
25Theory of Didactical Situations
26Study and Research Paths
27Revised Bloom’s Taxonomy



۵۵ ایران در متوسطه ریاضی آموزش ساختاری چالش های تحلیل

تحلیل آزمایشی حدی تا و نو رویکردهای از استفاده با و محدود داده هایی مبنای بر پژوهش، این یافته های که شود کید تأ است لازم

تجربه های و دیدگاه ها تأثیر تحت و شده تفسیر نویسنده و پاسخ دهندگان برداشت و منظر از مشاهدات تمامی این، بر علاوه شده اند.

برنامه های تحول و ساختار بر تربیت و تعلیم هم تعیینی سلسله مراتبی سطوح اثرگذاری چگونگی تحلیل در به ویژه، دارد. قرار آن ها

است. کرده منعکس را واقعیت از محدودی بخش تنها ریاضی معلمان با مصاحبه به ما اتکای درسی،

طراحی گونه ای به ریاضی درسی برنامۀ است ضروری دیگری، زمان هر از بیش امروزه می دهد نشان روشنی به شواهد حال، این با

تحقق که می دهد نشان پژوهش این یافته های .[۵] دهد پرورش دانش آموزان در را مسئله حل و خلاق انتقادی، تفکر توانایی که شود

یک مستلزم بلکه نیست؛ امکان پذیر آن ها به بخش هایی افزودن یا درسی کتاب های تغییر با تنها آموزشی تحول برنامه های اهداف

معلمان حرفه ای توسعه نظام و ارزشیابی، شیوه های تدریس، الگوهای آموزشی، کلان سیاست های در چندسطحی و ساختاری تحول

جهان در زیستن برای آماده و مسئله محور، متفکر، دانش آموزانی پرورش برای مؤثر ابزاری به می تواند زمانی ریاضی آموزش است.

درس کلاس های در پایدار و واقعی به صورت معنادار یادگیری و مفهومی، انسجام آموزشی، عدالت اصول که شود تبدیل امروز پیچیده

بهره گیری برای ضروری پیش نیازی تغییرات، این بر مؤثر سازوکارهای عمیق و نظام مند تحلیل این رو، از .[۲۳ ،۲۲ ،۲۱] شوند جاری

می شود. محسوب مدارس در ریاضیات آموزش کارآمدی و کیفیت ارتقای جهت در پژوهش یافته های از مؤثر
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Abstract. The most distinctive characteristic which differentiates mathe-
matics from the various branches of empirical science, and which accounts for
its fame as the queen of the sciences, is no doubt the peculiar certainty and
necessity of its results. In this way, Hempel described a specific feature of
modern mathematics. Hempel traced this certainty and this necessity back
to the consideration that after Hilbert mathematics has developed towards a
formal-abstract science, which does not need ontological bounding to reality
(physical space) anymore but is based solely on logical consistency. However,
at school mathematics still is not and cannot be taught in this abstract form
for various reasons, here the usage of illustrative material, diagrams and real-
world application is essential. From a constructivist point of view, students
in this environment construct a so-called “empirical-concrete” mathematical
worldview on the basis of real objects than a “formal-abstract” worldview as
it is described by Hempel. This “empiricalconcrete” mathematical worldview,
on an epistemologically level, is quite close to the natural sciences; one could
speak of mathematics in modern school as something like a “quasi-natural sci-
ence”. Questions regarding core beliefs, terms and processes of natural sciences
(education) in general and physics (education) in particular are of eminent im-
portance to mathematics teachers from this point of view and open a whole
range of possibilities for further discussions and cooperation at the crossroads.
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همپل که ویژگی ای می شود؛ متمایز تجربی علوم از خود نتایج ضرورت و قطعیت به واسطۀ ریاضیات چکیده.

نسبت هیلبرت از پس ریاضیات تحول به را قطعیت این او بنامد. علوم» «ملکۀ را آن تا داشت آن بر را

واقعیت با هستی شناختی پیوندهای بر نه که شد بدل انتزاعی و صوری دانشی به ریاضیات که جایی می دهد،

به نمی تواند ریاضیات مدرسه ای، آموزش در حال، این با است. استوار منطقی سازگاری بر صرفاً بلکه فیزیکی،

ضروری واقعی دنیای کاربردهای و تصویری مواد نمودارها، از استفاده و شود تدریس انتزاعی کاملا شکل این

توسط توصیف شده «صوری–انتزاعی» جهان بینی به جای فضا این در دانش آموزان سازه گرایانه، دیدگاه از است.

معرفت شناختی، منظر از می سازند. واقعی اشیای بر مبتنی «تجربی–عینی» ریاضی جهان بینی یک همپل،

دانست؛ طبیعی» شبه « علم نوعی را آن می توان و است نزدیک طبیعی علوم به مدرسه ای ریاضیات نوع این

می سازد مهم بسیار ریاضی معلمان برای را فیزیک آموزش به ویژه و طبیعی علوم بنیادین پرسش های که امری

می کند. فراهم میان رشته ای گفت وگوی برای زمینه ای و

2010 Mathematics Subject Classification. 45D05.
معرفت شناسی فیزیک، و ریاضیات بین رابطه میان رشته ای، کلیدی. واژگان

E. Krause, Mathematics—A “Quasi-natural Science” at School?, Concepts, Strategies and

Models to Enhance Physics Teaching and Learning, 2019.
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کنند؟ همکاری هم با ریاضی و فیزیک آموزشگران باید چرا .۱

باعث این مانند متافیزیکی باورهای − [۱۶] آفرید!» هندسه از استفاده با را جهان «خدا فرعی. بخش یک از نمونه ای .۱ .۱

دهند. توضیح ریاضیات و طبیعی علوم بین ارتباط طریق از را واقعی دنیای تا کنند تلاش کپلر یوهانس چون دانشمندانی که شده اند

اساس بر که خود، چندوجهی مدل طریق از را سیارات نامنظم ظاهراً فاصله های توانست شگفت انگیز تجربه ای در او دلیل، همین به

نه تنها می توان را فیزیک و ریاضیات بین ارتباط متافیزیکی، ملزومات این بدون حتی .(۱ (شکل دهد توضیح بود، افلاطونی اجسام

دو این یادگیری و آموزش برای را بی شماری امکانات ارتباط این بلکه کرد، بازسازی موضوع دو این پیدایش تاریخ بررسی طریق از

میان رشته ای ،۲۰۰۰ دهۀ آغاز از می کند. عبور رشته ها بین مرزهای از اغلب تدریس عالی، آموزش در به ویژه می کند. فراهم رشته

اصل یک به عنوان بلکه است، گرفته قرار توجه مورد [۲۹] آموزش و [۵] پژوهش جدید شیوۀ یک به عنوان دانشگاه ها در نه تنها بودن

کرده پیدا ویژه ای جایگاه متوسطه، مدارس در مسئله محور پروژه های قالب در مثلا یادگیری‑آموزشی فرآیندهای طراحی در آموزشی

.[۲۶ است[۲۰،

«شایستگی های از دهند، توسعه را کلیدی شایستگی های بتوانند دانش آموزان که امید این با ، [۱۰] گرانزر راستا این در

استفاده تدریس مختلف روش های از عملی طور به چالش برانگیز، و پیچیده مفهوم این تحقق برای و می گوید سخن میان رشته ای»

رشته های از دانش نظام مند تحلیل و کاربرد ترکیب، توانایی روی بر همواره تمرکز حال، این با .( [۲۱ ،۳] مثال، (به عنوان است کرده

مدتی ریاضیات و مهندسی فناوری، علوم، رشته های میان در به ویژه میان رشته ای یادگیری و تدریس آموزشی پتانسیل است. مختلف

.[۲۳ است[۱۵، گرفته قرار بحث مورد که است

می دهد نشان ریاضیات اصلی درسی برنامۀ به نگاهی .[۹] هستند مناسب هدف این برای خاص به طور فیزیک و ریاضیات

واقعی زمینه های با کاربردی موقعیت های در را ریاضیات بتوانند دانش آموزان که است این ریاضی آموزش مهم وظایف از یکی که

وجود ریاضی تدریس در ریاضی غیر کاربردی زمینه های گنجاندن برای مختلفی روش های اگرچه .[۲ ،۳۸] کنند تجربه ملموس و

خاص موقعیت های فقط که [۱ ،۱۴] می شوند ارائه محاسباتی استاندارد تکنیک های به صورت هم هنوز آن ها از برخی متأسفانه دارد،

گیج کننده یا دشوار است ممکن آن ها اجرای که می کنند مطرح را مختلف کاربردی مسائل از مجموعه ای یا و داده پوشش را ریاضی

در کاربردها این از استفاده اما می دهد، ارائه معتبر به صورت ریاضیات به کارگیری برای را بسیاری زمینه های فیزیک .[۳۶] باشد

فیزیک یادگیری در مهمی نقش ریاضیات دیگر، سوی از نیست. می رسد، نظر به که سادگی آن به ریاضی یادگیری و تدریس فرآیند

برای ابزاری به عنوان نه تنها ریاضیات است. غیرممکن ریاضیات بدون کمی، به صورت فیزیک به پرداختن .[۲۸ ،۱۸] می کند ایفا

این فیزیک معلمان بزرگ چالش های از یکی می شود. استفاده پیچیده مفاهیم دقیق و مختصر بیان برای زبانی به عنوان بلکه محاسبات،

محتوایی سطح در فیزیک و ریاضیات میان روابط این اما است. ضروری فیزیک برای ریاضیات چگونه و چرا دهند توضیح که است

ریاضیات بین معرفت شناختی مشابهت های تا می پردازد فرا‑سطح در فیزیک و ریاضی ارتباط بررسی به مقاله این دارند. قرار

سطح در شباهت ها این کند. بررسی فیزیک و ریاضیات یادگیری و تدریس برای را آنها پیامدهای و دهد نشان را فیزیک و مدرسه ای

در مدرسه، در فیزیک و ریاضیات میان رشته ای آموزش برای محکم پایۀ یک محتوایی، سطح در ارتباطات با همراه معرفت شناختی،

می کند. فراهم پژوهشی پروژه های طراحی در و معلم تربیت دوره های

مدرسه ای ریاضیات و مدرن ریاضیات درباره باورها .۲

متفاوتی بسیار پاسخ های چیست، ریاضیات که بپرسید مردم از اگر چیست. کلی به طور ریاضیات که بگیریم نظر در باید نخست،

بود خواهد موافق [۲۲ ،۶] اینشتین با احتمالا باشد، آموخته دانشگاهی سطح در را مدرن ریاضیات که کسی کرد. خواهید دریافت

به قطعی اند، که جایی تا و نیستند؛ قطعی دارند، اشاره واقعیت به ریاضیات قوانین که جایی «تا می گوید: ( [۷ ،۱۱] از نقل (به که

هنگامی اما است. مهم بسیار ریاضیات برای است، آن درونی سازگاری معنای به که ریاضیات، در قطعیت ندارند». اشاره واقعیت
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فیزیک و ریاضیات ارتباط نمایش از مثالی به عنوان [۱۶] کپلر چندوجهی مدل :۱ شکل

سال ۱۰۰ حدود که ریاضیات از انتزاعی‑صوری مفهوم این می رود. بین از قطعیت این می شود، داده ارجاع واقعیت به ریاضیات که

ریاضیات موضوعی حوزه زیرا شد. ریاضیات در بهره وری چشمگیر افزایش به منجر یافت، توسعه [۱۲] هیلبرت دیوید توسط پیش

زیرا می شدند، بررسی سه بعد تا فضاهایی تنها هیلبرت، از پیش هندسه، در مثال، به عنوان .[۴] یافت گسترش قابل توجهی به طور

علوم اولیه نمونۀ به عنوان ریاضیات ،[۱۲] هیلبرت زمان از .[۲۵] می آمدند شمار به غیرواقعی فیزیکی نظر از بالاتر ابعاد با فضاهای

می شود: تعریف زیر ویژگی های با و شده تلقی صوری‑انتزاعی

اصل موضوعی ساختار •

واقعیت از جدا •

ساختارها) بر (تمرکز نشده تفسیر انتزاعی سیستم های علم •

درونی) (سازگاری حقیقت مطلق مفهوم •

است». شده قطع هیلبرت توسط واقعیت با ریاضیات «پیوند گفت: [۸] فرودنتال به استناد با می توان خلاصه، به طور

متفاوت می کنند، کسب درس کلاس در که ریاضیاتی به نسبت دانش آموزان باور ریاضی، آموزش در مستند فرضیۀ یک اساس بر

جدید») «ریاضیات (جنبش ۱۹۷۰ و ۱۹۶۰ دهۀ در مدارس در انتزاعی‑صوری قالبی در ریاضیات آموزش برای تلاش ها .[۳۴] است

آموزشی رسانه های و دیداری ابزارهای کمک با و ملموس به صورت را ریاضیات دارند سعی معلمان عوض، در شد. مواجه شکست با

انتزاعی‑صوری ریاضی نظریۀ یک مایل اند معلمان از برخی که حالی در می کند: آشکار را دوراهی یک تجربی مطالعات کنند. تدریس

می گیرند فرا را مفهومی و بصری ابزارهای از استفاده چگونگی درباره تجربی‑نمایشی نظریه یک عمل در دانش آموزان کنند، منتقل را

آموزش بیشتر توسعۀ برای مشاهده این دارند— ریاضیات از متفاوتی برداشت های دانش آموزان و معلمان می رسد، نظر به .[۳۷ ،۳۱]

واقعیت، پدیده های که معنا این به هستند، «فیزیکی» نظریه های دانش آموزان، نظریه های شرایط، این در است. مهم بسیار ریاضی

تجربی پدیده های توضیح و توصیف هدف، آن هاست: تجربی جنبۀ دو، این اشتراک وجه می شوند. تبیین و توصیف تجسم سازی، یعنی

است. (فیزیکی)
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سطح در ریاضیات انتزاعی‑صوری درک با مدرسه ای ریاضیات از دانش آموزان درک چگونه که می دهند نشان زیر مثال دو

بر کامل به طور [۱۲] هیلبرت دیوید توسط بار نخستین برای اقلیدسی هندسۀ مدرسه ای. هندسۀ اول: مثال دارد. تفاوت دانشگاهی

این مدارس، در هندسه آموزش در حال، این با است. موضوعه اصل ۲۰ شامل دستگاه این شد. نهاده بنا موضوعی اصول اساس

سیاه تخته یا رسم کاغذهای روی بر که شکل هایی کمک با هندسه بلکه نمی شود، ارائه ابتدا در انتزاعی‑صوری موضوعی اصل دستگاه

که هیلبرت، هندسه» «مبانی کتاب معنای به را انتزاعی‑صوری هندسه دانش آموزان ترتیب، این به می شود. تدریس می شوند، ترسیم

شکل های از تجربی‑نمایشی نظریه یک بلکه نمی گیرند، فرا است، شده کشیده تصویر به ماهرانه ترسیمی شکل های کمک با صرفاً

هنگام دانش آموزان مشاهدۀ با او است. شده تأیید [۳۳ ،۳۲] شونفیلد تجربی مطالعات در موضوع این .[۳۴] می آموزند را ترسیمی

در هستند، تجربی» باور «نظام یک دارای دانش آموزان که رسید نتیجه این به آن ها، باورهای» «نظام بررسی و هندسی مسائل حل

می کنند. پیروی ریاضی» باور «نظام یک از ریاضی دانان که حالی

یا جبری اشیایی توابع این هستند. توابع مدرن، انتگرال و دیفرانسیل حساب اصلی موضوع است. مدرسه ای آنالیز دوم، مثال

تنها مدارس در حقیقی اعداد مجموعۀ که آنجا از می کنند. برآورده را خاصی نظری ویژگی های که هستند انتزاعی‑صوری روابطی

انتگرال و دیفرانسیل حساب تدریس نمی گیرد، قرار بحث مورد معمولا آن بودن کامل مفهوم به ویژه و می شود تدریس ابتدایی به صورت

که گراف ها)، (ترسیم نمودارها طریق از توابع بصری نمایش عوض، در شود. انجام دانشگاهی سطح همانند نمی تواند مدارس در

در دانش آموزان نتیجه، در می گیرد. قرار تدریس پایۀ است، گرافیکی ماشین حساب های روی نمایش یا دستی رسم اساس بر اغلب

درک یک حال، این با .[۳۷] توابع دربارۀ انتزاعی نظریۀ یک نه می گیرند، یاد ترسیمی نمودارهای دربارۀ تجربی نظریۀ یک واقع

در ریاضیدانان از بسیاری که می دهند نشان [۳۵] تاریخی تحلیل های نیست. نقص یک لزوماً مدرسه در ریاضیات از تجربی‑عینی

برنولی یوهان و یاکوب همچنین و لایبنیتس و هندسه برای پاش موریتس آنها، از مثال هایی داشته اند: ایده ای چنین ریاضیات تاریخ

به ریاضیات از تجربی‑فیزیکی مفهوم یک که می دهد نشان تاریخی موردی مطالعات این هستند. انتگرال و دیفرانسیل حساب در

می رسد. نظر به مناسب مدرسه در آموزش برای ویژه

کرد: مشخص زیر نکات با می توان را ریاضیات از تجربی باورهای نظام یک

واقعی موضوعی حوزه یک •

شناخته شده دانش به ارجاع و منطقی استدلال طریق از دانش توضیح •

تجربه گرایی طریق از دانش تثبیت •

فیزیک و مدرسه ای ریاضیات بین معرفت شناختی شباهت های .۳

طبیعی پدیده های استقرایی تعمیم . [۲۴] می کنند ایفا فیزیک در مهمی نقش نیز استنتاج بلکه استقرا، تنها نه گالیله، زمان از

در نظریه شکل گیری برای نظام مند روشی به عنوان استقرا تثبیت برای تلاش هایی اگرچه نمی شود. علمی دانش تولید به منجر به تنهایی

فرانسیس استقرایی روش رویکرد، نوع این مثال مشهورترین نبوده اند. موفقیت آمیز چندان تلاش ها این اما است، شده انجام فیزیک

کرد سعی تکراری، فرایند یک در بیکن) معروف منفی و مثبت جدول های (همان داده ها ثبت و نظام مند مشاهدۀ با او است. بیکن

کشف حرکت و گرما بین ارتباطی روش این با او اگرچه آورد. دست به غیره) و دوم مرحله اول، مرحله خطی (نتیجه جدیدی بینش

قابل طبیعت واقعی قوانین کشف برای بیکن دقیق روش عمل، «در می نویسد: خود تاریخی بررسی های در [۳۰] سیمونی اما کرد،

اینشتین است، رایج بسیار فیزیک ماهیت از بدفهمی این است». نشده کشف طریق این از جدیدی قانون هیچ و نیست استفاده

نظرات دربارۀ [۱۳] هولتون است. گرفته موضع صرف استقرایی دیدگاه های علیه طبیعی، علوم فلسفۀ دربارۀ خود نوشته های در بارها

در که است منطقی نردبان یک از صعود شکل به اغلب ابتدایی، مراحل در علم یک پیشرفت و «رشد می دهد: توضیح چنین اینشتین

استقرایی وجود روش «هیچ :[۶] است گفته اینشتین می شوند». حاصل جزئی مشاهدات از استقرا از استفاده با کلی گزاره های آن،
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اینشتین EJASE مدل :۲ شکل

پژوهشگران از بسیاری که است فلسفی  بنیادی خطای واقعیت، این درک عدم شود. منجر فیزیک بنیادی فرضیه های به که ندارد

تجربیات آشفتۀ تنوع کردن سازگار برای است تلاشی علم :[۶] می کند توصیف این گونه را علم او است». کرده گمراه را نوزدهم قرن

نتیجۀ که شوند، مرتبط نظری ساختار به به گونه ای باید فردی تجربیات دستگاه، این در منطقی؛ و منسجم فکری دستگاه یک با حسی

ساخته آن هاست، تفسیر هدف که نظریه ای اما هستند. اولیه داده های حسی، تجربیات باشد. قانع کننده و منحصربه فرد ارتباط این

و پرسش ها معرض در همواره و نهایی، کاملا نه فرضی، طاقت فرسا، بسیار تطبیق فرآیند یک نتیجه نظریه این است. انسان دست

تردیدهاست.

این کرد. تبیین علم ماهیت دربارۀ را خود دیدگاه نوشت، سولووین موریس خود دوست به ۱۹۵۲ سال در اینشتین که نامه ای در

بازنشر و تحلیل [۱۷] کراوزه و [۱۹] کوهن ،[۱۳] هولتون توسط می شود، شناخته EJASE مدل نام به علمی مقالات در که مدل

است. شده خلاصه ۲ شکل طرح در او توضیح اصلی هسته است. شده

هستند موضوعه اصول اینشتین، نظر طبق فرآیند، این واقعی شروع نقطه اما است. تجربیات نشان دهنده E خط مدل این در

اصول سمت به منحنی پیکان گرفت. نظر در بشر دست ساخته نتیجه در و آزاد ذهنی آفرینش یک عنوان به را آن ها می توان که

دقیق طور به باره این در اینشتین می کند. ایجاد مدل این در را سوالات بیشترین شک بدون می شود، نامیده «جهش» که موضوعه،

استوار E بر A روانشناختی، نظر از نویسنده): توسط ترجمه ، [۱۳] هولتون از شده نقل سولوین، به اینشتین (نامه می دهد توضیح

نقض معرض در همواره که دارد وجود (روانشناختی) شهودی ارتباط یک فقط بلکه ندارد، وجود A به E از منطقی مسیر هیچ است.

است. شدن

بسیار عامل آزمایش از حاصل تجربیات بی شک است. دشوار نظریه یک موضوعه اصول خلق در دخیل عوامل دقیق تعیین

باشند گرفته ریشه متافیزیکی اعتقادات از شاید که دیگر، جسورانه» «ایده های اما است، نظریه یک موضوعه اصول خلق در مهمی

.(۲ شکل در S) هستند استخراج قابل گزاره هایی تعاریف، و موضوعه اصول مجموعه از باشند. دخیل امر این در است ممکن نیز

نمی گیرند. قرار تجربی داده هیچ تأثیر تحت خود خودی به و هستند استنتاجی فقط S و A بین روابط

از پیکان های با را نکته این اینشتین دهند. نشان را خود صحت تجربه، بر مبتنی تجربی نظریه در باید شده استخراج گزاره های

گزاره های A، موضوعه اصول می شود. انجام آزمایش ها طریق از معمولا کار این فیزیک، در می کند. مشخص E مستقیم خط به S

ندارند. تجربی ارجاع هیچ خود خودی به نظری مفاهیم می دهند. تشکیل را نظریه ریاضیاتی هسته آنها، بین ارتباط و S شده استنتاج

اصول خلق دارد. وجود قیاسی‑ربایشی استدلال های و گالیله ای استنتاج بر مبتنی نهایی استنتاج به دیگر افزودنی یک مدل، این در
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باورها نظام به بردن پی برای هندسی تکلیف یک :۳ شکل

چارلز توسط منطق این می شود. شناخته ربایش عنوان به بیشتر A به E از کمان نیست. حسی تجربیات استقرایی تعمیم موضوعه،

شد. دانش نظریه حوزه وارد [۲۷] بیستم قرن آغاز و نوزدهم قرن پایان در (۱۸۳۹ −۱۹۱۴) پیرس سندرز

که می کند پیشنهاد را قاعده ای و است حل نشده ناسازگاری یک یا پرسش یک غیرمنتظره، واقعیت یک معمولا ربایش شروع نقطه

می شود. وضع موقت شکل به بلکه نمی شود، استنتاج پیش فرض ها از قاعده این می کند. برطرف را تردید یا می دهد پاسخ پرسش به

سنجش برای آزمایش، از حاصل تجربی داده های می شوند. استخراج دیگر منطقی استدلال یک در گزاره هایی موضوعه، اصول این از

که است بدیهی دارند. نقش دانش تولید فرآیند این در نیز استقرا نوعی، به و، استنتاج ربایش، بنابراین، می روند. کار به قضایا این

می یابد. بهبود مراحل این تکرار با نظریه شکل گیری بود. نخواهد مرحله ای و خطی صورت به روند این

که ریاضیات بر حاکم تجربی دیدگاه با است، مطرح علم ماهیت تبیین برای برجسته الگویی عنوان به که اینشتین، EJASE مدل

دارد. همخوانی هایی پرداخته، آن به [۳۲] شونفیلد

[۳۲] شونفیلد که بیندازیم مسئله ای به دقیق تر نگاهی می خواهیم فیزیک، و مدرسه ای ریاضیات بین شباهت های دادن نشان برای

دهید نشان شده اند. داده خط دو این از یکی روی P نام به نقطه ای و متقاطع راست خط دو کرد: استفاده آن از خود تحقیقات برای

نقطه P، نقطه و باشند مماس آن بر متقاطع راست خط دو که کرد رسم را دایره ای خط کش، و پرگار از استفاده با فقط می توان چگونه

می دهد نشان را دانشجویان رفتار از الگویی کرد، تهیه [۳۲] شونفلید که رونوشت هایی .(۳ (شکل باشد خطوط از یکی با تماس

مقابل، در می کنند. تأیید و تولید شکل رسم با منحصراً را خود فرضیات و ایده ها و می کنند عمل محض» «تجربه گرایان مانند که

شکل رسم اساس بر فقط دانشجویان توسط هندسی فرضیه های بررسی می کند. استفاده تعاریف و اصطلاحات از ریاضی دان یک

منطقی استدلال که می دهد نشان ۴ شکل می یابد. افزایش دقت میزان نمی کند، استفاده رسم از ریاضی دان که وقتی می شود. انجام

را ناسازگار) منطقی نظر (از متفاوت حل راه دو می توانند آن ها زیرا ندارد، اهمیت صحیح ظاهراً رسم یک اندازه به دانشجویان برای

برسند. نظر به مناسب دو هر اگر بپذیرند،

پژوهشی پیشنهادات و جمع بندی .۴

می دهد اجازه رشته دو این بین معرفت شناختی شباهت های این، بر علاوه دارند. گسترده ای محتوایی اشتراکات فیزیک و ریاضیات

با واقعیت، با ارتباط در هستی شناختی محدودیت های منظر از که مدرسه ای، ریاضیات به ویژه، کنیم. مقایسه یکدیگر با را آن ها که

عنوان به می توان را مدرسه ای ریاضیات اساس، این بر می کند. نمایان فیزیک با را جذابی مقایسه وجوه دارد، تفاوت نوین ریاضیات

باید بنیادی پژوهش های است: رشته دو هر برای جدیدی پژوهشی ظرفیت های شامل مقایسه این کرد. قلمداد طبیعی شبه علم یک

تحقیقات با باید پژوهش ها این کنند. مشخص را آموزش برای آن ها پیامدهای و کرده بررسی را حوزه دو این بین دقیق هم افزایی های
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تصویر چون هستند، متناقض منطقی لحاظ از اینکه وجود با می پذیرند، را حل راه دو هر دانش آموزان :۴ شکل

.[۳۱، p. ۱۷۰] می رسد نظر به درست

موجود، نظری چارچوب در را علم ماهیت از دانشجویان درک و ریاضیاتی باورهای که پژوهش هایی مثال، طور به شود، همراه تجربی

بین رشته ای دوره یک می توان مثال، عنوان به گیرند. قرار ارزیابی مورد و طراحی مداخلاتی است لازم این، بر علاوه می کنند. شناسایی

در و محتوایی سطح در را رشته دو این تفاوت های و اشتراک وجوه فیزیک، و ریاضی دبیران آن، در که کرد طراحی معلم تربیت در

دهند. قرار بررسی و بحث مورد معرفت شناختی فرا‑سطح
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Abstract. This paper addresses the question of why learning failures in
mathematics occur even when learners possess the relevant knowledge and
strategies. Drawing on Bachelard’s notion of the epistemological obstacle, we
argue that many persistent learning failures cannot be reduced to superficial
misunderstandings; rather, they stem from deep-seated, prior cognitive struc-
tures that resist new knowledge. We show that Schoenfeld’s theory of problem
solving, particularly the components of beliefs and control, can be understood as
a metacognitive reformulation of the same Bachelardian logic. We also demon-
strate that concepts such as diSessa’s p-prims, Fischbein’s coercive intuitions,
and Tall and Vinner’s concept image are all distinct forms of Bachelardian ob-
stacles. The theoretical framework of the paper is based on the Mathematical
Knowledge Architecture (MKA), which introduces five mechanisms, translation,
compression, reconfiguration, coordination, and epistemic shift, as the core pro-
cesses underpinning the construction and evolution of knowledge. Using this
framework, an analysis of three instructional vignettes on infinite cardinality,
the harmonic series, and the quotient group reveals how a single epistemological
obstacle can systematically disrupt multiple MKA mechanisms.
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برخورداری باوجود حتی ریاضیات، در یادگیری شکست های چرا که می پردازد پرسش این به مقاله این چکیده.

بسیاری از که می کنیم استدلال باشلار، معرفتی مانع مفهوم تکیه بر با می دهد. رخ استراتژی، و دانش از یادگیرنده

در ریشه شکست ها این بلکه داد؛ تقلیل سطحی سوتفاهم های به نمی توان را یادگیری پایدار شکست های

نظریه می توان که می دهیم نشان می ایستند. جدید دانش دربرابر که دارند ذهن مقاوم و پیشینی ساختارهای

باشلاری منطق همین فراشناختی بازصورت بندی به مثابه را کنترل و باورها مولفه دو به ویژه شونفلد، حل مساله

تصویر فیشبین، قهری شهودهای دی سسا، خُرده شهودهای چون مفاهیمی که می دهیم نشان هم چنین کرد. تفسیر

معماری بر مقاله نظری چارچوب باشلاری اند. مقاومت های از گوناگونی اشکال همگی وینر و تال مفهومی

به عنوان را معرفتی گذار و هماهنگی بازآرایی، فشرده سازی، ترجمه، مکانیسم پنج که است استوار ریاضی دانش

درباره آموزشی وینیت سه تحلیل چارچوب، این براساس می کند. معرفی دانش تحول و ساخت سازوکارهای

واحد معرفتی مانع یک چگونه که می دهد نشان خارج قسمتی گروه و هارمونیک سری نامتناهی، کاردینالیتی

شکست های که می دهد نشان نتایج کند. مختل را دانش معماری مکانیسم چندین سیستماتیک به طور می تواند

معماری مکانیسم های و معرفتی موانع هم زمان تحلیل ازطریق و معماری محورند و چندلایه پدیده هایی یادگیری،

قابل فهم اند. ریاضی دانش
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مقدمه .۱

حل مساله مرحله چهار معرفی با که اثری می گذرد؛ ،[۱۴] کنیم حل مساله چگونه پولیا۱، جورج کلاسیک کتاب انتشار از سال هشتاد

در پولیا مدل آن، گسترده تاثیر باوجود اما کرد. ارائه ایده آل حل کننده رفتار برای هنجاری چارچوبی رهیافت ها۲، از مجموعه ای و

شکست آن ها به کارگیری در می دانند، را رهیافت ها زمانی که حتی دانش آموزان، چرا بود: ناتوان بنیادین تشخیصی پرسش پاسخ به

ماند. بی پاسخ دهه چند تا نظری، شکاف این می خورند؟

چارچوبی از را پولیا مدل ،[۱۶] و [۱۵] باورها۶ و کنترل۵ منابع۴، مولفه سه افزودن با او کند. پر را خلا این کوشید شونفلد۳ آلن

عوامل به عنوان کنترل و باورها نقش برجسته سازی شونفلد، اصلی نوآوری کرد. تبدیل توصیفی‑تحلیلی چارچوبی به هنجاری

باشد. اثرگذار حل مساله فرآیند بر رهیافت ها یا محتوا دانش بیش از می تواند که عواملی بود؛ حل کنندگان موفقیت/شکست تعیین کننده
باشلار۸ گاستون معرفتی۷ موانع کلاسیک مفهوم پرتو در می توان شونفلد نظریه در را باورها مفهوم که می شود استدلال مقاله این در

این می گیرد. نشات جدید دانش دربرابر قبلی دانش مقاومت از بلکه دانش، فقدان از نه علمی یادگیری باشلار، به نظر کرد. بازخوانی

سطحی اشتباه یک صرفا این که نه دارد، ساختاری ماهیتی و باشد داشته مفهومی یا زبانی شهودی، تجربی، منشا می تواند مقاومت

ساختارهایی دانست: موانع همین از فراشناختی بازتابی می توان را شونفلدی باورهای شود، پذیرفته دیدگاهی چنین اگر .[۳] باشد

می کنند. مختل را کنترل فرایند و محدود را شناختی منابع که پایدار

در قهری۹ شهودهای مفهوم برده است. پیش غیرمستقیم، یا مستقیم به طور را، فکری خط این نیز ریاضی) (آموزش معاصر ادبیات

تعریف درمقابل مفهومی۱۵ تصویر و [۷] دی سسا۱۴ در خُرده شهودها۱۳ ،[۱۱] هانسون۱۲ در ادراک۱۱ بودن نظریه بار ،[۱۰] فیشبین۱۰

می سازد. محدود را ریاضی فهم چگونه ریشه دار ذهنی مقاومت های که می دهند نشان همگی [۱۹] وینر۱۸ و تال۱۷ در مفهومی۱۶

موقعیت های نظریه در بروسو تحلیل های یا حد، مفهوم درک درمورد سیرپینسکا کارهای همچون رویکردها، برخی در این، افزون بر
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۷۱ پیشرفته ریاضیات در معرفتی موانع

قالب در و یافته توسعه ضمنی به صورت باشلاری منطق همان اما است؛ نشده وضع مقاومت ها این برای جدیدی اصطلاح دی داتیک،

است. بازتولیدشده بنیادی مفهومی موانع و شناختی تضادهای

به عنوان شونفلدی باورهای آن، در که می دهد ارائه نظری سنتز یک یادگیری، روان شناسی و علم فلسفه دوگانگی از عبور با مقاله این

،[۱] (ⅯKA) ریاضی دانش معماری چارچوب بر تکیه با ادامه، در می شود. تبیین باشلاری معرفتی موانع همان فراشناختی تجلی

تصویری ارائه هدف، داده شود. نشان درعمل معرفتی مقاومت های این سازوکار تا می شود تحلیل بازسازی شده کلاسی موقعیت سه

معماری یک پیامد بلکه نیست، ایزوله بدفهمی یک ناشی از اغلب ریاضیات، در یادگیری شکست های چرا که است این از روشن

است. ناپایدار شناختی

موانع محوریت با که است بازسازی شده۱۹ آموزشی وینیِت سه شامل مقاله این اصلی داده های روش شناسی روش شناسی. .۱ .۱

وینیت ها این شده اند. طراحی خارج قسمتی) گروه و هارمونیک سری نامتناهی، (کاردینالیتی پیشرفته ریاضیات در کلاسیک معرفتی

این محتوای شده اند. غنی واقعی جزئیات با که دارند فکری۲۰ آزمایش های به شبیه ماهیتی بلکه نیستند، تجربی خام داده های

دستیابی نه روش، این به کارگیری از هدف است. همکاران آموزشی روایت های تحلیل و کلاسی مشاهدات تلفیق حاصل روایت ها،

است. باشلاری معرفتی مانع یک مواجهه با در شناختی شکست سازوکارهای آشکارسازی و نظری تبیین بلکه آماری، تعمیم پذیری به

مکانیسم های تا می سازد فراهم را امکان این ،[۱۳] است استوار بحرانی لحظات به توجه کردن۲۱ و ایزوله کردن برمبنای که رویکرد این

تحلیلی تعمیم منطق از روش شناسی این کنیم. بررسی بالا تحلیلی وضوح با را، لحظات این در شکست خورده فعال شده/ شناختی

داده ها. آماری نمایندگی در نه است، تبیینی انسجام در آن اعتبار و می کند پیروی [۲۰]

شده است سازمان دهی به گونه ای وینیت ها تحلیل و است استوار (ⅯKA) ریاضی دانش معماری مکانیسم پنج بر تحلیلی چارچوب

و شونفلد باشلار، ایده های نظری، بخش در کند. مسدود را ⅯKA مکانیسم های می تواند معرفتی مانع یک چگونه نشان دهد که

چارچوب یک درقالب آن ها یکپارچه سازی بلکه نیست؛ نظریه ها این مقایسه مقاله هدف اما می شود، بازخوانی ⅯKA منظر از دیگران

سطحی سوتفاهم های میان تمایز که می سازد قادر را ما روش شناسی انتخاب این است. شناختی شکست توضیح برای واحد تشخیصی

کنیم. استخراج را آن آموزشی دلالت های و دهیم نشان را ساختاری معرفتی موانع و

نظری پیشینه .۲

در باشلار گاستون توسط نخستین بار معرفتی مانع مفهوم ریاضی. آموزش پژوهش های در آن بازتاب و معرفتی موانع .۱ .۲

آن در که است گسسته فرایندی بلکه نیست؛ انباشتی و پیوسته حرکت یک علم یادگیری باشلار، نظر از شد. معرفی علم فلسفه

جهان، بدیهی تفسیرهای و طبیعی شهودهای خام، تجربه از برخاسته پیشین، دانش این کند. عبور خود پیشین دانش از باید یادگیرنده

.[۳] کند مسدود را علمی مفاهیم یادگیری مسیر می تواند و است مقاوم تغییر دربرابر بلکه نمی شود، ناپدید نه تنها

درحقیقت اما می رسد، به نظر معتبر یادگیرنده ازنظر که ساختاری می کند: ایجاد کاذب اقناع نوعی معرفتی مانع که داد نشان باشلار

مواجهه ازطریق تنها که گسستی است؛ معرفتی۲۲ گسست نوعی نیازمند یادگیری ازاین رو، است. ناسازگار علمی مفاهیم معماری با

بسیاری از آغاز نقطه باشلار، پیشین دانش مشکل زایی درباره دیدگاه این می دهد. رخ مفهومی بازسازی و شناختی تضادهای با گاهانه آ

ریاضی، آموزش کلیدی نظریه های چگونه که می دهیم نشان ادامه در است. ریاضیات یادگیری دشواری های درباره معاصر تبیین های

می کنند. ایفا جدید دانش دربرابر مقاومت مشابه نقشی همگی یادگیری، لحظه در ریشه ای، و ماهیتی تفاوت های باوجود
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حاصل را ریاضی یادگیری شونفلد کرد. مشاهده شونفلد کارهای در و فراشناختی سطح در می توان را دیدگاه این بازتاب نخستین

حل مساله برای را لازم استراتژی یا دانش دانش آموزان وقتی حتی که می دهد نشان او می داند. باورها و کنترل دانش، میان تعامل

باورهایی نمونه، برای .[۱۶ ،۱۵] بازدارد دانش آن به کارگیری از را آنان می تواند ریاضی ماهیت درباره آنان ریشه دار باورهای دارند،

وقت اتلاف خلاق «تفکر یا ماست» توان از فراتر مساله نشد، پیدا سریع جواب «اگر الگوریتم»، اجرای و سرعت یعنی «ریاضی نظیر

ذهنی ساختارهای [۱۲]؛ می دهد سوق ناکارآمد رفتارهای به را یادگیرنده و می اندازد کار از را مساله حل کنترلی ساختار است»،

معرفتی موانع فراشناختی صورت می توان را شونفلدی باورهای معنا، این در می کنند. مختل را یادگیری درعمل قابل اعتماد، به ظاهر

دانست.

دانش نظریه در می کند. دنبال ساختاری تر و خُردتر سطحی در را منطق این دی سسا دارد، تمرکز کلان باورهای بر شونفلد درحالی که

نظر از اولیه، شهودی عناصر این است. خُرده شهودها به نام شهودی کوچک قطعه های از شبکه ای یادگیرنده دانش او، تکه تکه۲۳

می توان .[۷] مقاوم اند تغییر دربرابر و می کنند عمل نادرست اغلب جدید مسائل در اما قابل اطمینان اند، و طبیعی کاملا یادگیرنده

ریاضی رسمی مدل های شکل گیری مانع اما بدیهی اند به ظاهر که شهودی ای عناصر دانست: خرد معرفتی موانع را خرده شهودها این

هستند. باشلار نزد معرفتی مانع ویژگی های همان درونی، اقناع قدرت و آموزش دربرابر مقاومت پایداری، چون ویژگی هایی می شوند.

می دهد نشان فیشبین می کند. تاکید آن اجبارکننده  قدرتِ و روان شناختی جنبه بر فیشبین شهود، بازدارنده نقش به نگاه همین با هم سو

را ریاضی استدلال مسیر و می شوند تجربه بدیهی واقعیت یک به مثابه یعنی دارند؛ بی واسطه اقناع قدرت و اقتدار شهودها برخی که

نمی کند اصلاح را آن ها به آسانی نیز رسمی آموزش بلکه می کنند، ایجاد مفهومی خطاهای نه تنها قهری شهودهای این می کنند. کنترل

اما است، پذیرفتنی کاملا یادگیرنده نظر از اگرچه طبیعی، شهود است: هم خوان باشلار منطق با مستقیم به طور ایده این .[۱۰ ،۵]

شود. یادگیری توقف باعث که کند ایجاد مقاوم و نادرست معرفتی ساختار یک می تواند

مفهومی تصویر مفهوم معرفی با آن ها یافت. وینر و تال نظریه در می توان را رسمی دانش و ذهنی ساختار میان تقابل این دیگر تجلی

یا نادرست، ناقص، است ممکن که دارد ذهنی تصویر یک ریاضی مفهوم هر برای یادگیرنده که می گویند مفهومی، تعریف درمقابل

می گیرد، قرار تعارض در رسمی تعریف با دارد) قبلی تجربیات در ریشه (که مفهومی تصویر هنگامی که .[۱۹] باشد محدود بیش ازحد

0.999... مواجهه با هنگام دانشجویان بسیاری از می گویند وینر و تال مثال، برای می شود. شناختی تضاد و تنش دچار یادگیری

بپذیرند نمی توانند بنابراین کامل؛ مقدار یک نه می بیند، ناتمام فرایند یک را بی نهایت آن ها شهود .0.999... = 1 که نمی پذیرند

طبیعی شهود جنس از مانع نوعی شهودی، بازنمایی شده ساختار این داشته باشد. نهایی مقدار می تواند بی نهایت مرحله ای فرایندی که

است.

رویکردهای برخی در کرده اند. وضع جدید اصطلاحات که نیست نظریاتی به محدود باشلاری منطق نفوذ که کرد اشاره باید درنهایت،

مانع برای جدیدی نام ،[۴] بروسو آموزشی موقعیت های نظریه یا ریاضی درک از [۱۸] سیرپینسکا تحلیل مانند ریاضی، آموزش

برای را مساله ساختار طبیعی، به ظاهر پیشین دانش نیز نظریه ها این در شده است. حفظ بنیادین منطق همان و نشده ارائه معرفتی

آثار این می دهد. رخ عمیق یادگیری که است شناختی تضادهای مواجهه با و مفهومی بازسازی ازطریق تنها و می کند تحریف یادگیرنده

باشد. قابل ردیابی مستقیم ارجاعات ازطریق صرفا که است آن از گسترده تر ریاضی آموزش در باشلار نفوذ که می دهند نشان

(ⅯKA) ریاضی دانش معماری نظریه موانع. از عبور و اصلاح ساخت، مکانیسم های :(ⅯKA) ریاضی دانش معماری .۲ .۲

توضیح بنیادی شناختی مکانیسم پنج ازطریق را ریاضی دانش تحول و سازمان دهی ساخت، چگونگی که است ساختاری چارچوبی

هستند شناختی مهندسی کنش های از مجموعه ای مکانیسم ها این معرفتی. گذار و هماهنگی بازآرایی، فشرده سازی، ترجمه، می دهد:

.[۱] می گیرد به کار مفهومی چالش های مواجهه با و موجود معماری های یکپارچه سازی جدید، مفاهیم ساخت برای یادگیرنده که
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۷۳ پیشرفته ریاضیات در معرفتی موانع

می کند: ایفا محوری و کلیدی نقش دو (ⅯKA) ریاضی دانش معماری مقاله، این نظری پیشینه در

آنی)؛ و ناگهانی تغییر یک صرفا نه (و است تدریجی و چندمرحله ای فرایند یک معرفتی مانع از عبور که می دهد نشان •

گذار یا ترجمه (مانند مشخص مکانیسم کدام این که تشخیص ازطریق می کند؛ فراهم را یادگیری شکست های تحلیل امکان •

شده است. مختل معرفتی)

در مشاهده شده سیستمی شکست های برای موجود بهینه تبیین یک به عنوان صرفا ⅯKA پژوهش، این در که کنیم تاکید است لازم

یک ⅯKA که است این نشان دادن ما تلاش درواقع، باشد. ⅯKA صحت اثبات کننده وینیت ها نه این که می شود؛ پیشنهاد وینیت ها

می سازد. فراهم شکست ها این پنهان زوایای درک و مشاهده برای قدرت مند تحلیلی لنز

این از عبور برای یادگیرنده که می گوید ⅯKA می کنند، توصیف را یادگیری مانع فیشبین یا دی سسا شونفلد، چون نظریه هایی اگر

بخش های در موردی تحلیل زیربنای دانش، معماری مکانیسم های و باشلاری منطق میان پیوند این دارد. نیاز حرکاتی چه به مانع

است. مقاله بعدی

می کنیم: معرفی را مکانیسم پنج این از هریک ادامه در

معتبر، ترجمه اساسی شرط است. دیگر نظامی به بازنمایی نظام یک از مفهومی سازه یک نظام مند جابه جایی ترجمه ۲۴ ترجمه.

معماری دو میان معمولا مکانیسم این اثر حوزه کنند. تغییر کاملا نمایش ابزارهای اگر حتی است، سازه آن عمیق معنایی ساختار حفظ

مسائل حل برای حوزه یک ابزارهای ساختن دسترس پذیر آن، اصلی کارکرد و جبر) و هندسه (مثلا است متفاوت بازنمایی نظام دو یا

نمادین جبر و اقلیدسی هندسه عظیم معماری های بین پلی که دکارت توسط مختصات دستگاه ابداع همانند است. دیگر حوزه ای

است.

مفهوم یا سازه یک به زمان بر و چندمرحله ای پیچیده، فعالیت یک آن در که است شناختی فرآیندی فشرده سازی ۲۵ فشرده سازی.

در فرکتالی به صورت مکانیسم این است. دانش معماری در اصلی ابزارساز مکانیسم، این می شود. بدل قابل دستکاری و ایستا واحد،

an مفهومی سازه به a× a× · · · × a رویه آن، طی که است فرآیندی همان این خرد، سطح در می کند. عمل مختلف مقیاس های

جایگشت ها، حوزه در پراکنده محاسباتی رویه های برروی کار دهه ایِ چند و طولانی فرآیند تاریخی، کلان مقیاس در می شود. فشرده

شد. فشرده گروه انتزاعی سازه در درنهایت

بازچینش را موجود دانش اجزای میان روابط جدید، نقض مثال یا ابزار ایده، یک ورود که می دهد رخ زمانی بازآرایی ۲۶ بازآرایی.

معماری یک درون آن اثر حوزه دارد. را مقاوم سازی و نوسازی مهندس نقش مکانیسم این می سازد. کارآمدتر و تازه شبکه ای و می کند

که نامتناهی، سری های در ریمان بازآرایی مانند مفهومی. شبکه انسجام افزایش و بدفهمی ها رفع تناقضات، حل کارکردش و است

شد. غیرمشروط) مشروط/ (همگرایی جدید دسته بندی های با پیچیده تر معماری یک خلق ازطریق مفهومی بحران حل منجربه

ادغام یکپارچه و نو نظام یک در را مجزا مفهومی ساختار یا معماری چند یا دو که است خلاقانه ای فرآیند هماهنگی ۲۷ هماهنگی.

ایجاد و قوانین تغییر با هماهنگی می سازد، حوزه دو بین پلی تنها که ترجمه برخلاف دارد. را کلان شهرساز نقش مکانیسم این می کند.

معماری یک و می شوند ادغام درهم معماری دو آن در که است فرآیندی هماهنگی می کند. خلق نو معماری ای تازه، زیرساخت های
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استدلال های کردن محاسبه پذیر به واسطه تحلیلی هندسه خلق مانند می آید. پدید خود خاص موجودیت های و قوانین با جدید کاملا

مختصات. دستگاه معرفی ازطریق هندسی

ریاضی جامعه زمانی که است؛ ریاضی دانش در اعتبار و صدق بنیادین معیارهای در تغییر به معنای معرفتی گذار ۲۸ معرفتی. گذار

را قانون اساسی بازنویسی و انقلاب نقش مکانیسم این می کند. اتخاذ معتبر ریاضیات تشخیص برای نو چارچوبی یادگیرنده، یک یا

استدلال شناخت، نحوه در ریشه ای دگرگونی یک تکاملی، تغییرات برخلاف و است معماری یک بنیادین اصول بر آن اثر حوزه دارد.

نااقلیدسی به اقلیدسی هندسه از گذار و اقلیدسی بداهت به چالش کشیدن و هذلولوی هندسه با رویارویی مانند است. اعتباربخشی و

سیستم. یک درونی منطقی سازگاری به شهود با انطباق از تغییر حقیقت؛ معیار در بنیادین تغییر و

ⅯKA با کالبدشکافی بنیادین: معرفتی موانع تحلیل .۳

موقعیت سه کالبدشکافی برای چارچوب این از کردیم، ایجاد را (ⅯKA) تحلیلی ابزار و معرفتی موانع نظری چارچوب که اکنون

شده اند انتخاب دلیل این به خارج قسمتی گروه و هارمونیک سری نامتناهی، کاردینالیتی وینیت سه می کنیم. استفاده کلاسیک کلاسی

جدید) (دانش ریاضی صوری تعریف با مستقیما پیشین) (دانش ریشه دار شهودهای هستند؛ باشلاری معرفتی موانع بارز نمونه که

می گیرد. قرار درتضاد

می دهیم نشان ما ادامه، در می شود. ظاهر کنترل در شکست و باور به صورت مانع این شد، اشاره شونفلدی تحلیل در که همان طور

را ⅯKA مکانیسم های واحد، معرفتی مانع آن، در که است زنجیروار شکست یک شناختی، سطح در فراشناختی، شکست این که

می کند. مختل سیستماتیک به طور

می کند: بیان را کانتور نظریه از بنیادین گزاره ای استاد ریاضی، مبانی کلاس در نامتناهی). (کاردینالیتی ۱ وینیت

است.» برابر (E) زوج اعداد تعداد با (N) طبیعی اعداد «تعداد

N باشد؟ مجموعه کل با هم تعداد زیرمجموعه، یک می شود مگر است؟ ممکن چطور «استاد می دهد: نشان واکنش بلافاصله سپهر،

است.» بزرگ تر قطعا پس فرد! هم و دارد را زوج اعداد هم که

وجود آن ها بین یک به یک تناظر یک اگر تنها و اگر هم اندازه اند مجموعه «دو می دهد: ارائه را بودن هم اندازه رسمی تعریف استاد

تابع، این که می دهد نشان و می نویسد تخته روی شده است، تعریف f(n) = 2n با که را f : N → E تابع سپس باشد.» داشته

پوشاست. و یک به یک

است! غلط می کنم فکر هنوز «ولی می گوید: و است نشده قانع هم چنان اما می پذیرد، را تابع جبری منطق می فهمد، را فرمول سپهر

داریم.» عدد E برابر دو به تعداد N در ما

به معنای معرفتی مانع یک بارز نمونه این، است. فعال مقاومت یک بلکه نیست؛ یادگیری در ساده شکست یک سپهر واکنش

(کاردینالیتی جدید دانش پذیرش در معرفتی اصلی مانع به اکنون بوده، مفید زمانی که متناهی) (شهود قبلی دانش است: آن باشلاری

شده است. تبدیل نامتناهی)

شهود برخورد از که است ساختاری واکنشی بلکه نیست؛ جدید تعریف یک پذیرش در ناتوانی صرفا یادگیری شکست وینیت، این در

است. قابل ردیابی ⅯKA مکانیسم های در واکنش این دید، خواهیم که همان طور می شود. ناشی بی نهایت صوری معماری با متناهی

قدرت مند اما نانوشته اصل یک بر او دانش معماری است. بازآرایی در شکست یک سپهر، اصلی شکست وینیت. تحلیل

استاد گزاره است. مطلق قانون یک روزمره، تجربیات متناهی دنیای در اصل، این است.» کل از کوچک تر «جز، شده است: بنا
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۷۵ پیشرفته ریاضیات در معرفتی موانع

مورد مستقیم به طور را موضوعی اصل این که است مفهومی بحران یک بلکه [۶]؛ نیست ناسازگار۲۹ داده یک صرفا (|N| = |E|)

می دهد. قرار هدف

به را (f(n) = 2n (تابع جدید داده می دهد ترجیح پرهزینه)، بازآرایی (یک قدیمی ساختار این بازسازی و تخریب به جای سپهر

ذهنی ایستایی همان بازسازی، دربرابر مقاومت این حقیقت. یک نه کند، رد منطقی حیله یک به عنوان را آن و [۶] براند حاشیه

.[۱۹] می نامند مفهومی تعریف با ریشه دار مفهومی تصویر تضاد را بازآرایی مانع این وینر و تال .[۳] است باشلاری

حقیقت معیار یک در سپهر معرفتی. گذار در شکست می شود: پشتیبانی عمیق تر مانع یک توسط مستقیما بازآرایی، در شکست

فیزیکی و تجربی شهود با سازگاری سپهر، برای حقیقت معیار است. شهودی اتکای این جا، در معرفتی مانع کرده است. گیر قدیمی

معرفتی۳۰، ایستایی این رسمی. تعریف با درونی منطقی سازگاری است: جدید حقیقت معیار یک ارائه درحال استاد اما است.

ظاهر محدودکننده باور یک به صورت شونفلد ادبیات در جدید، معیارهای نپذیرفتن و قدیمی تر حقیقت معیار یک در گیرکردن یعنی

باز منطقی پایش۳۱ از را سپهر کنترل سیستم باور همین و باشد، تضاد در فیزیکی شهود با نباید ریاضیات می گوید که باوری می شود؛

نامتناهی دنیای در جدید اساسی قانون پذیرش مانع از باور، این و باشد»، سازگار سلیم عقل با باید «ریاضیات که باور همان می دارد.

درمقابل که می کند جلوه بدیهی و قدرت مند آن قدر است» کل از کوچک تر «جز شهود است؛ فیشبین قهری شهود همان این می شود.

مستلزم گذار این باشد. دشوار تواند می چقدر تعریف به معنا از گذار که می بینیم این جا در می کند. مقاومت ( (تابع منطقی اثبات

صوری منطق دربرابر قهری شهود قدرت معرفتی گذار مانع کند. حرکت طبیعی شهود برخلاف می تواند ریاضیات که است آن پذیرش

است.

روزمره زبان از را تعداد کلمه باید سپهر می شود. نیز ترجمه در شکست منجربه معرفتی)، گذار و بازآرایی (در بنیادین شکست دو این

کند. ترجمه یک به یک) تناظر (مبتنی بر آنالیز منطق زبان به متناهی) شمارش (مبتنی بر

نماد این نمی تواند او می داند. یکسان شمارش فرآیند با را تعداد کلمه سپهر که است این می شود مانع ایجاد باعث این جا در که چیزی

او نمی کند؛ باور را ترجمه این اما می بیند، را تابع او کند. متصل آن به را (تناظر) جدید معنای و رها فرآیند آن از را تعداد) (کلمه

نامتناهی کاردینالیتی مفهوم به را متناهی اندازه مفهوم باید سپهر این جا در می دهد. نشان را تعداد غیراز چیزی تابع، این می کند فکر

کند. ترجمه

یک به عنوان را تابع او فشرده سازی. در شکست می دهد: رخ دیگری شکست کند، بررسی را تابع می کند تلاش سپهر زمانی که حتی

… می رود ۶ به ۳ می رود، ۴ به ۲ می رود، ۲ به ۱ می بیند: بی پایان رویه

کند؛ فشرده ایستا و واحد مفهومی سازه یک در را نامتناهی رویه این نیست قادر او کرده است. گیر الگوریتمی فرآیند این در سپهر

مفهومی ابزار یک به عنوان کاردینالیتی برابری از بتواند او که می شود آن مانع از فشرده سازی، در شکست این هم توانی. نام به سازه ای

این جا در .([۱۷ ،۸ ،۲] اسفارد۳۵ شی انگاری۳۴ و دوبینسکی۳۳ کپسوله سازی۳۲ با کنید (مقایسه کند استفاده پیچیده تر ساختارهای در

است. کاردینالیتی تعریفِ این که بپذیرد و کند فشرده سازی را یک به یک تناظر مفهوم باید دانشجو

29Anomalous Data
30Epistemic Fixation
31Monitoring
32Encapsulation
33Ed Dubinsky
34Reification
35Anna Sfard



سیاوشی م.ع. و نامداری، م. سبزی، م. ۷۶

در طبیعی، شهود به بیش ازحد اتکای او، معرفتی مانع منطق نیست. محدود مجموعه ها نظریه ویژه موضوع یک به سپهر شکست

در (سری ها دیگر زمینه ای در چگونه شناختی ساختار همین که می بینیم بعد، وینیت در می شود. تکرار نیز ریاضی دیگر حوزه های

می شود. ظاهر دوباره آنالیز)

تخته روی را هارمونیک سری او می کند. تدریس را سری ها همگرایی مبحث استاد آنالیز، درس در هارمونیک). (سری ۲ وینیت

می نویسد:

∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+ . . .

است.» واگرا می کند، میل صفر به ( 1
n ) عمومی اش جمله بااین که سری، «این می گوید: سری، اول جمله چند نوشتن پس از استاد

واگرا سری این که می کند اثبات (f(x) = 1/x نمودار زیر (مساحت انتگرال آزمون سپس و جملات گروه بندی روش بااستفاده از او

.Sn → ∞ می نویسد و می کند میل بی نهایت به آن مجموع و است

هیچ اند، تقریبا که چیزهایی مجموع می شود مگر می شوند. کوچک تر مرتبا دارند جملات ولی «استاد، می کند: مقاومت به شدت کیهان،

شود؟» بی نهایت

و است نامحدود مساحت این می دهد نشان و می گذارد به نمایش را نمودار زیر مساحت و می کند رسم را تابع نمودار استاد سپس

است. همان واگرایی دلیل

صفر به ورودی «وقتی می گوید: باخود نمی شود. عوض عددی واقعیت او ذهن در می داند. هندسی ترفند یک فقط را این کیهان ولی

شود.» متوقف یک جایی باید پس نمی ماند. شدن اضافه برای چیزی می رود،

باشلاری مقاومت همان از نشانه ای او شکست مکانیسم اما سری هاست؛ درباره ساده محاسباتی مساله یک کیهان مساله ظاهر، در

می شود» کل توقف منجربه جز «زوال دینامیکی شهود بلکه جز‑کل، متناهی شهود نه این بار، شد. دیده نخست وینیت در که است

می کند. مقاومت سری ها صوری معماری دربرابر

معرفتی مانع یک او شکست می داند. صفر به درستی را 1
n حد او نیست؛ محاسبه در ناتوانی کیهان، شکست وینیت. تحلیل

می کند». تضمین را کل توقفِ جز، «زوالِ این که به باور است: تمام عیار

در اما است. پایان نشانه کوچک شدن دنباله ها، و شهودی دنیای در دهد. تغییر را همگرایی برای حقیقت معیار است ناچار دانشجو

تحلیلی معیار به جملات شدن کوچک شهودی معیار از است ناچار او است. همگرایی سرعت جدید، حقیقت معیار سری ها، دنیای

کند. گذر زوال سرعت

باور این می شود. دیده شود» ناپدید باید سیستم بر اثرش می رود، صفر به فرآیند یک خروجی «اگر به صورت معرفتی مانع این جا در

کافی. نه است، لازم شرط صفرشدن که می شود مفهومی دگرگونی این فهم مانع از

انباشت فرآیند و (an → 0) جملات زوال فرآیند پویاست: فرآیند دو هم زمان خرد] سطح [در هماهنگی نیازمند سری ها درک

.(Sn → ∞) جزیی مجموع های

کلان فرآیند با را خرد فرآیند این نمی تواند و است متمرکز تک  جملات روی فقط او ذهن است. موضعی تمرکز پدیده دچار کیهان

انداخته است. سایه مجموع منطق بر جمله منطق او، دانش معماری در کند. هماهنگ (انباشت)

(1/x نمودار زیر (سطح پیوسته معماری به اعداد) (جمع گسسته معماری از را مساله بتواند باید دانشجو شهود، این غلبه بر برای

خودِ (lnx) که بفهمد نمی تواند درنتیجه می بیند؛ محاسباتی ترفند را انتگرال و نمودار کیهان اما .([۹] با کنید (مقایسه کند ترجمه

اوست. مانع مهم ترین ترجمه ای، شکست این است. سری آرام انباشت همان مفهومی و هندسی تبلور
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می کند: دفاع آن از خود، شهود بردن سوال زیر به جای کیهان می اندازد. کار از را کنترل معرفتی، مانع چگونه که می بینیم این جا در

می شود. متوقف تحلیلی تفکر بنابراین، و است ارزیابی فعالیت تعلیق نشان دهنده جمله این درنمی آید.» جور عقل «با

محتواهای به محدود باشلاری موانع اما دارند. تحلیلی و عددی شهودهای در ریشه دو هر که دیدیم را معرفتی موانع از نمونه دو این جا تا

می دهد: نشان را مانع از خاص نوع این سوم وینیت است. ساختار خود معرفتی مانع گاهی نیز، جبر بالاتر سطوح در نیستند؛ عددی

بپذیرد. را ریاضی مفاهیم هستی شناسی۳۶ سطوح نمی تواند یادگیرنده جایی که

می دهد توضیح او می کند. تدریس را خارج قسمتی گروه چالش برانگیز مفهوم استاد جبر، درس در خارج قسمتی). (گروه ۳ وینیت

مجموعه یک خود جدید، ساختار عضو هر یعنی هستند؛ هم دسته ها بلکه نیستند، منفرد عناصر یا اعداد دیگر جدید، گروه این عناصر که

می کند: معرفی را گروه عمل سپس است. aH به شکل G عناصر از

(aH)(bH) = (ab)H.

نیست؛ عنصر یک یا عدد یک aH نیست. منطقی تعریف این «استاد، می گوید: و می شود چالش دچار تعریف این دیدن با ناهید،

نه شده است، تعریف عناصر برای ضرب کرد؟ ضرب هم در عناصر به جای را مجموعه ها می شود چطور است. عنصر از مجموعه ای

دسته.» یک کل برای

است ممکن چطور است. ..., 2, 5, 8, ... گسسته عدد بی نهایت شامل 2̄ کلاس «مثلا می کند: اشاره صحیح اعداد مثال به سپس

شوند؟» تبدیل واحد شی یک به ناگهان این ها تمام

این بار اما است؛ قبلی مقاومت های جنس همان از بپذیرد، را عنصر یک نقش نمی تواند مجموعه یک که ناهید، اولیه واکنش این

مستقیم به طور را بازآرایی و فشرده سازی مکانیسم های مقاومت، همین چگونه می دهیم نشان ادامه در جبری. ساختارهای سطح در

می کند. مختل

می داند. را باقیمانده کلاس های با کار حتی و هم نهشتی، ضرب، قوانین او نیست؛ محاسباتی شکستی ناهید واکنش وینیت. تحلیل

شود. عنصر می تواند بالاتر سطحی در سطح، یک در مجموعه یک که بپذیرد نمی تواند است؛ درگیر معرفتی مانع یک با او

ببیند؛ شی را aH نمی تواند بنابراین بنشیند. عنصر جای نمی تواند هرگز مجموعه یک و تجزیه ناپذیر، چیزی یعنی عنصر ناهید برای

است. فشرده سازی مکانیسم در شکست همان این است. عناصر از لیستی تنها

باشد مجموعه پایین سطح در می تواند موجودیت یک است؛ ریاضی سلسله مراتب بازآرایی مستلزم هم ارزی کلاس های درک ازطرفی،

را جدید مفهومی جهان نتواند می شود باعث ساختاری مقاومت این و نمی پذیرد؛ را لایه ها نسبیت این او عنصر. بالا سطح در و

می خورد. شکست بازآرایی مکانیسم در درنتیجه کند. سازمان دهی

را G/H در ضرب تعریف و می شود غیرقابل فهم او برای دارد، ساختاری و چندلایه ماهیتی که خارج قسمتی، گروه مفهوم درنهایت

فقط ریاضی «عملیات شده است: تبدیل شونفلدی باور یک به چگونه باشلاری، مانع که می بینیم این جا در می پندارد. متناقض ذاتا

را صوری تعاریف او نمی دهد اجازه و می کند فلج را ناهید کنترل سیستم باور، این ساختارها.» روی نه می شوند، تعریف اعداد روی

کند. اجرا آزمایشی به صورت حتی

نتیجه گیری و بحث .۴

یادگیری دشواری های که داد نشان خارج قسمتی، گروه و هارمونیک سری نامتناهی، کاردینالیتی متمایز، کلاسی وینیت سه تحلیل

معماری در سیستمی فروپاشی یک از نمادهایی بلکه نیستند؛ ایزوله بدفهمی های یا موضعی خطاهای ریاضیات، پیشرفته سطوح در
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بازآرایی توانایی مانند شناخت، ضروری مکانیسم های که می دهد رخ زمانی دشواری ها این به عبارت دیگر، یادگیرنده اند. شناخت

«جز شهود بر سپهر پافشاری نشود. فعال جدید مفاهیم مواجهه با در مفهومی، سازه های به رویه ها فشرده سازی یا قدیمی ساختارهای

تجلی عنصر، به مثابه مجموعه پذیرش در ناهید ناتوانی و زوال یافته جملاتِ مجموع واگرایی دربرابر کیهان مقاومت کل»، از کوچک تر

کردیم استدلال مقاله این در جدید. دانش دربرابر پیشین شناختی ساختارهای مقاومتِ است؛ مشترک زیربنایی شناختی سازوکارهای

شناسایی مدرن تر چارچوب های در را آن ها می توانیم اکنون که است باشلاری به معنای معرفتی موانع بارز نمونه های مقاومت ها، این که

کنیم.

یادآور باشلار است. باشلاری ریشه های به بازگشت تحلیل، لایه نخستین باشلاری. معرفتی مانع ظهور شکست: ریشه یابی

آشنای قالب های به را جدید مفاهیم می کنند تلاش که معرفت هایی می خوانند؛ باستانی شهودهای با را جهان یادگیرندگان که می شود

بودند: ریاضیات متفاوت قلمرو سه در پدیده همین روشن تجلی مقاله این وینیت سه .[۳] کنند تحمیل خود

کرد؛ تحمیل نامتناهی بر را متناهی شهود دانشجو کاردینالیتی، در •

انداخت؛ سایه همگرایی تحلیل بر توقف دینامیکی شهود هارمونیک، سری در •

شد. جدید ساختار پذیرش مانع از منفرد شی هستی شناسی تصور خارج قسمتی، گروه در •

بود. فهم پیشینی نظام سیطره ناشی از بلکه رسمی، تعریف با ناآشنایی ناشی از نه مقاومت مورد، سه هر در

نشان شونفلدی تحلیل می شود؟ ظاهر حل مساله رفتار در چگونه معرفتی مانع این اما شونفلدی. خوانش رفتار: به مانع ترجمه

معرفتی مانع که دیدیم بررسی شده، وینیت های در می شود. تبدیل کنترل لایه در شکست به مستقیما باشلاری، موانع این که می دهد

را بازبینی راهبرد ظاهری، تناقض دربرابر یا (کاردینالیتی)، کند تغییر سلیم عقل به نظری مبانی از دانشجو قضاوت معیار باعث شد

بدین ترتیب، خارج قسمتی). (گروه بگذارد کنار شهودی معیارهای به نفع را رسمی استدلال مسیر یا و هارمونیک)، (سری کند رها

ریشه یابی معرفت شناسی لایه در باشلار که است پدیده ای همان فراشناختی لایه درواقع شونفلد، کنترلی شکست که دادیم نشان ما

می کرد.

چرخ دنده های کدام کنترلی، شکست این که است این سوال حال .(ⅯKA)ریاضی دانش معماری نقش شکست: کالبدشکافی

وینیت هر اما است، یکسان معرفتی) (مانع کلی زیربنایی شناختی سازوکار اگرچه که می گوید ما تحلیل می اندازد؟ کار از را ذهنی

است: خاص محوری مکانیسم یک در اختلال بیان گر

اندازه؛ مفهومی شبکه تخریب در ناتوانی بازآرایی؛ در شکست کاردینالیتی: •

همگرایی؛ حقیقت معیار تغییر در ناتوانی معرفتی؛ گذار در شکست هارمونیک: سری •

واحد. شی به مثابه مجموعه بازنمایی در ناتوانی فشرده سازی؛ در شکست خارج قسمتی: گروه •

و جدید مفهوم فهم برای لازم مفهومی ساختار بین ناسازگاری هستند: واحد فرآیند یک از تجلی سه درواقع ظاهری تفاوت های این

قبلی. تجربه از موروثی ساختار

ایران، در ریاضی آموزش مانند خاص، آموزشی بافت های به که می شود آشکار زمانی نظری تفکیک این اهمیت آموزشی. دلالت های

معرفتی مانع مفهوم جایی که است؛ داخلی پژوهشی ادبیات در مفهومی خلا پرکردن تحقیق، این اصلی انگیزه های یکی از می نگریم.

محتوایی خطای یک بدفهمی است: بنیادین تمایز، این که نشان داد ما تحلیل می شود. خلط بدفهمی۳۷ با اغلب و است غایب تقریبا

مفهومی تحلیل های از مهمی بخش شده است باعث تمایز این فقدان است. موفق پیشین دانش محصول ذاتا معرفتی مانع اما است،
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یادگیرندگان پایدار خطاهای می تواند که می کند فراهم نظری ابزاری معرفتی، موانع بحث بازگشودن بماند. باقی سطحی ایران در

دهد. ارتقا شناختی ساختارهای سطح به موردی اشتباهات سطح از را آن و کند تحلیل بیشتری بسیار بادقت را ایرانی

این است. محدودیت هایی دارای اما است، غنی نظری ازنظر اگرچه مقاله، این در شده ارائه تحلیل پیشنهادها. و محدودیت ها

باورهای انگیزشی، عوامل مانند دیگر حیاتی عوامل دارد. تمرکز یادگیری موانع شناختی ابعاد بر که است مفهومی پژوهش یک مقاله

سه بر پژوهش این نشده است. بررسی پژوهش این در گاهانه آ به طور دانشجو، یادگیری بر اجتماعی‑فرهنگی بافت تاثیر و عاطفی

تجربی تایید برای نیستند. یادگیری در معرفتی موانع تمام نماینده لزوما اما شده اند، انتخاب به دقت اگرچه که بود متمرکز وینیت

به طور که شود طراحی آزمون هایی آتی پژوهش های در که می شود پیشنهاد است. نیاز بزرگ مقیاس در کمی مطالعات به فرضیه ها،

بررسی را پیشرفته مفاهیم یادگیری در شکست با آن ارتباط و اندازه گیری را فشرده سازی یا بازآرایی ترجمه، در دانشجو ناتوانی مستقیم

کند.

مدل های با را آن ها و بگیریم جدی را باشلاری معرفتی موانع که می شود فهم پذیر زمانی ریاضی یادگیری در شکست پایانی. سخن

شونفلد، تحلیل های چرا که می دهد نشان و می سازد فراهم را امکانی چنین ⅯKA کنیم. یکپارچه فراشناختی و شناختی معاصر
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به بلکه محتوا، انتقال به نه صرفا که طراحی هایی شود؛ منجر آموزشی طراحی های از جدیدی نسل شکل گیری به می تواند مفهوم این

می اندیشند. شناختی گذارهای معماری
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