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بهینه سازی مسائل از رده ای حل برای عمومی چارچوبی به عنوان خودکار مشتق گیری

امین طوسی∗ محمود

مشهد فردوسی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده کامپیوتر، علوم گروه
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یادگیری در گرادیان بر مبتنی روش های پیاده سازی در کلیدی ابزارهای از یکی خودکار مشتق گیری چکیده.

مقاله این در می کند. فراهم پیچیده توابع برای را مشتق ها کارای و دقیق محاسبه ی امکان که است ماشین

شده بازخوانی جذاب مثال چند نمایش با خودکار مشتق گیری چارچوب در کاهشی، گرادیان کلاسیک الگوریتم

فرموله برنامه نویسی در ارزیابی قابل هدف تابع یک به صورت بهینه سازی مسئله ی رویکرد، این در است.

نیست، کلاسیک ریاضیات در متعارف یا ساده تحلیلی بیان دارای هدف تابع که مواردی در حتی می شود،

می شود. گرفته به کار مفهومی تغییر بدون کاهشی گرادیان الگوریتم و می شوند محاسبه خودکار به طور گرادیان ها

هدف، تابع مناسب تعریف با صرفاً می توان را ناهمگون ظاهراً مسائل از بسیاری که است آن اصلی نکته ی

فزآینده پیچیدگی با مثال چهار دیدگاه، این تدریجی تبیین برای کرد. حل مشترک محاسباتی چارچوب یک در

بسته ی فرم با آشنا مسئله ای زیرا است، شده انتخاب مثال نخستین به عنوان خطی رگرسیون شده اند. بررسی

الگوریتم های و خودکار، مشتق گیری کاهشی، گرادیان میان ارتباط نمایش برای شفاف بستری و است تحلیلی

تابع کلاسیک ریاضیات در اگرچه که می شوند ارائه مثال هایی ادامه، در می کند. فراهم ماشین یادگیری پایه ی

خودکار مشتق گیری از استفاده با و بیان، قابل محاسباتی هدف تابع یک قالب در اما ندارند، تمیز و صریح هدف

مشتق گیری چگونه دهد نشان که است انگیزه بخش و آموزشی متنی ارائه ی مقاله، هدف هستند. حل قابل

به گونه ای کند، ایجاد ماشین یادگیری مدرن کاربردهای و کلاسیک عددی بهینه سازی میان پلی می تواند خودکار

باشد. الهام بخش و قابل درک کامپیوتر علوم و ریاضی علوم دانشجویان برای که

2020 Mathematics Subject Classification. 68T07, 68U10, 68U10, 68T45.

عددی. بهینه سازی هدف، تابع ماشین، یادگیری کاهشی، گرادیان خودکار، مشتق گیری کلیدی. واژگان
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امین طوسی محمود ۲

پیش گفتار .۱

برای تحلیلی روابط استخراج و مدل ها طراحی بر اصلی تمرکز ماشین، یادگیری و بهینه سازی کلاسیک متون از بسیاری در

می کنند. ایفا مسئله حل امکان پذیری در تعیین کننده ای نقش آن مشتقات و هدف تابع صریح فرم رویکرد، این در است. گرادیان ها

محاسبه ی به نیازی دیگر چارچوب ها، این در است. کرده دگرگون را نگاه این خودکار۱ مشتق گیری چارچوب های ظهور حال، این با

شود. فرموله مشتق پذیر محاسباتی فرآیند/تابع یک به صورت مسئله است کافی ندارد؛ وجود گرادیان ها تحلیلی

بلکه گرادیان ها، محاسبه ی سرعت در نه خودکار مشتق گیری اصلی اهمیت که است کلیدی نکته ی این بر کید تأ مقاله این هدف

محاسباتی نگاشت یک به صورت را آن بتوان که مسئله ای هر دیگر، بیان به است. نهفته هدف/زیان تابع تعریف برای عمل آزادی در

حتی بود؛ خواهد حل قابل گرادیان بر مبتنی بهینه سازی چارچوب در کرد، تعریف اسکالر مقدار یک به تصمیم متغیرهای از مناسب

باشد. غیرکلاسیک ماهیتی دارای مسئله این اگر

می شود داده نشان و می گیرد قرار توجه مورد مسئله حل مشترک الگوی یک خاص، کاربرد یک بر تمرکز به جای مقاله، این در

از شده اند: مرتب پیچیده به ساده از هدفمند به صورت مثال ها گیرند. قرار الگو این ذیل می توانند نامرتبط ظاهراً مسائل چگونه که

شبکه های با نقاشی نهایت در و عصبی، سبک انتقال گراف، چیدمان تا آشنا، و کلاسیک مسئله ی یک به عنوان خطی رگرسیون

است. متفاوت زیان تابع و تصمیم متغیرهای تعریف تنها و نمی کند تغییری بهینه سازی الگوریتم مثال ها، این تمامی در عصبی.

یادگیری و بهینه سازی پایه ای مفاهیم با که هستند کامپیوتر علوم و ریاضی علوم پژوهشگران و دانشجویان مقاله اصلی مخاطب

ندارند. محاسباتی فیزیک یا تصویر، پردازش کامپیوتری، گرافیک مانند حوزه هایی در پیش زمینه ای لزوماً اما دارند، آشنایی ماشین

را خودکار مشتق گیری نقش و باشند فهم قابل میان رشته ای تخصصی دانش به نیاز بدون که شده اند انتخاب به گونه ای مثال ها تمام

کنند. برجسته شفاف به صورت

به گونه ای مثال ها ترتیب می شود. بررسی فزآینده پیچیدگی با مثال ها از مجموعه ای طریق از کلی چارچوب این مقاله، ادامه ی در

تابع تعریف آن ها در که برسد مسائلی به روشن تحلیلی ساختار با کلاسیک مسئله ی یک از به تدریج خواننده که است شده انتخاب

در تغییر بدون شود داده نشان که است آن هدف است. غیرممکن عملا تحلیلی مشتق گیری و بزرگ تر، متغیرها فضای پیچیده تر، زیان

واحد محاسباتی چارچوب یک در را مسائل از گسترده ای طیف می توان زیان، تابع بازتعریف با صرفاً و کاهشی، گرادیان الگوریتم

کرد. حل

خودکار مشتق گیری با بهینه سازی مسائل حل کلی چارچوب .۲

تصمیم متغیرهای حسب بر مشتق پذیر ۲ زیان تابع یک کمینه سازی به صورت مسئله مقاله، این در ارائه شده مثال های تمامی در

تحلیلی، به صورت نه گرادیان ها که است آن اساسی نکته ی می گردد. حل کاهشی گرادیان الگوریتم از استفاده با سپس و می شود فرموله

است. شده خلاصه ۱ الگوریتم در فرآیند این کلی چارچوب می شوند. محاسبه خودکار مشتق گیری از استفاده با بلکه

1Automatic Differentiation
2Loss Function



۳ بهینه سازی مسائل از رده ای حل برای عمومی چارچوبی به عنوان خودکار مشتق گیری

خودکار مشتق گیری با کاهشی گرادیان بر مبتنی بهینه سازی کلی چارچوب ۱ الگوریتم
توقف شرط ،η > 0 یادگیری نرخ ،x0 تصمیم متغیرهای اولیه ی مقدار ،L(x) زیان تابع ورودی:

(پارامترها) متغیرها بهینه شده ی مقدار خروجی:

x← x0 اولیه: مقداردهی :۱

کن: بروزرسانی را پارامترها زیر صورت به است نشده برقرار توقف شرط که زمانی تا :۲

خودکار مشتق گیری با گرادیان محاسبه ی ▷ x← x− η∇xL(x)

برگردان پارامترها بهینه ی مقدار عنوان به را x :۳

چیست؟ خودکار مشتق گیری

و ابتدایی عملیات به تابع تجزیه ی پایه ی بر که گرادیان هاست دقیق محاسبه ی برای عددی روشی خودکار مشتق گیری

برخلاف و نمی شود تحلیلی فرمول های به منجر نمادین، مشتق گیری برخلاف می کند. عمل زنجیره ای قاعده ی از استفاده

برای ابزاری بلکه نیست؛ بهینه سازی الگوریتم یک خودکار مشتق گیری نیست. تقریب خطای دچار متناهی، تفاضلات

محاسباتی فرآیند یک به صورت هدف تابع که می کند پیدا را اهمیت بیشترین زمانی ابزار این گرادیان هاست. محاسبه ی

نباشد. امکان پذیر عملا آن از دستی مشتق گیری که به گونه ای باشد، شده تعریف پیچیده

متغیرهای مناسب انتخاب اما است، ساده بسیار ظاهری نظر از الگوریتم این اگرچه که می شود داده نشان بعدی بخش های در

از می کند؛ فراهم را مسائل از گسترده ای طیف حل امکان مشتق پذیر، محاسباتی فرآیند یک به صورت زیان تابع تعریف و تصمیم

بر مبتنی کلی روال این با زیر مسأله ی چهار حل به بعد بخش چهار در پیچیده. تولیدی فرآیندهای تا گرفته کلاسیک آماری مسائل

شد: خواهد پرداخته خودکار مشتق گیری

خطی رگرسیون (۱)

دوبعدی فضای در گراف (نمایش) ترسیم (۲)

عصبی سبک انتقال (۳)

عصبی شبکه های با نقاشی (۴)

شد. خواهد تعریف مربوطه بخش در موارد این از یک هر

شروع نقطه ی کاهشی: گرادیان و خطی رگرسیون .۳

تمرکز امکان که ریاضی علوم دانشجویان اغلب برای آشنا مثالی می شود؛ بررسی خطی رگرسیون مسئله ی شروع، نقطه ی به عنوان

به صورت داده ها از مجموعه ای فرض به می کند. فراهم محاسباتی پیچیدگی های با درگیرشدن بدون را بهینه سازی کلی چارچوب بر

می باشد. ŷ = w0 + w1x فرم از خطی مدل یک با داده ها این تقریب هدف، و است اختیار در {(xi, yi)}ni=1

میانگین خطای تابع تقریب، کیفیت سنجش برای خطی،  رگرسیون در بهینه سازی. مسئله ی یک عنوان به رگرسیون .۱ .۳

می شود: انتخاب هدف تابع به عنوان ۳ (MSE) مربعات

L(w0, w1) =
1

n

n∑
i=1

(w0 + w1xi − yi)
2
.

3Mean Squared Error (MSE)



امین طوسی محمود ۴

است: بیان قابل – wjها کردن پیدا – یادگیری مسئله ی یک عنوان به بهینه سازی، مسئله ی یک به صورت که

min
w0,w1

L(w0, w1).

اساس بر و تکراری به صورت پارامترها آن در که می شود استفاده ۴ (۱ (الگوریتم کاهشی گرادیان الگوریتم از مسئله، این حل برای

می شوند: به روزرسانی خطا تابع گرادیان

wj ← wj − η
∂L
∂wj

است. یادگیری نرخ η آن در که

حل فرم حتی و هستند محاسبه قابل به سادگی تحلیلی به صورت پارامترها به نسبت خطا تابع جزئی مشتق های مثال، این در

از عمیق یادگیری و عصبی شبکه های در منجمله و نیست کارا بسته حل روش که مواردی در اما دارد، وجود نیز مسئله ۵ بسته ی

.[۱] می شود استفاده آن حل برای کاهشی گرادیان الگوریتم

الگوریتم در ضروری بخشی انرژی)۶ تابع یا خطا تابع زیان،  (تابع هدف تابع مشتق محاسبه خودکار. مشتق گیری نقش .۲ .۳

و دارند را هدف تابع خودکار مشتق گیری امکان تنسورفلو۸ و پای تورچ۷ مانند ماشین یادگیری چارچوب های و هست کاهشی گرادیان

فرآیند یک به عنوان صرفاً خطا تابع حالت، این در گردد. واگذار ابزارها این خودکار مشتق گیری قابلیت به می تواند گرادیان ها محاسبه ی

پیاده سازی و استخراج به نیازی بی آنکه می شود، محاسبه خودکار به صورت پارامترها به نسبت آن گرادیان و شده تعریف محاسباتی

نسبت بنیادینی مزیت خودکار مشتق گیری فوق الذکر، خطی رگرسیون سادگی به مسئله ای در باشد. داشته وجود تحلیلی مشتق های

است عمیق یادگیری مدلهای و عصبی شبکه های در یادگیری روش های همه اساس و پایه اما نمی کند ایجاد کلاسیک روش های به

در که است بعدی مثال های برای خواننده ذهن آماده سازی و مسئله حل کلی چارچوب نمایش مثال، این طرح از هدف .[۸ ،۳ ،۱]

بود. نخواهد امکان پذیر عملا مشتق ها تحلیلی محاسبه ی آن ها

خطای تابع کمینه کننده ی که می شود داده ها روی بر خط یک برازش به منجر بهینه سازی الگوریتم اجرای محاسباتی. نتیجه ی .۳ .۳

نشان را مسئله فرموله سازی صحت و الگوریتم همگرایی به خوبی اولیه، داده های کنار در خط این گرافیکی نمایش است. تعریف شده

است. شده داده نشان مصنوعی داده تعدادی خطی رگرسیون برآورد برای ۱ الگوریتم بهینه سازی روال نتیجه ی ،۱ شکل در می دهد.

تغییری الگوریتم کلی ساختار اگرچه که شد خواهد مشاهده بعدی، مثال های در شده اند. داده نمایش آبی نقاط با واقعی داده های

می یابد. افزایش چشمگیری به طور گرادیان ها محاسبه ی پیچیدگی و هدف تابع ماهیت اما نمی کند،

بعدی مثال های در که چارچوبی است؛ مسئله حل کلی چارچوب تثبیت بلکه جدید، روش یک ارائه ی نه مثال، این طرح از هدف

بهینه سازی کلی چارچوب مثال، این در می شود. پیچیده تر چشمگیری به طور مسئله ماهیت که حالی در می ماند، باقی تغییر بدون

پیچیدگی تدریجی افزایش با مقاله، ادامه ی در شده اند. مشخص تصمیم متغیرهای و هدف تابع تنها است؛ منطبق ۱ الگوریتم با کاملا

می شود. تبدیل مسئله حل در ضروری مؤلفه ی یک به کمکی ابزار یک از خودکار مشتق گیری که شد خواهد داده نشان مسائل،

4Gradient Descent
5Closed Form Solution
6Objective, Loss, Error or Energy Function
7PyTorch
8TensorFlow



۵ بهینه سازی مسائل از رده ای حل برای عمومی چارچوبی به عنوان خودکار مشتق گیری

پنجاهم دور اول دور الگوریتم شروع

پای تورچ. در خودکار مشتق گیری و کاهشی گرادیان از استفاده با y = wx+b خطی رگرسیون برازش :۱ شکل

خط چین و مدل اولیه ی مقداردهی بیانگر سیاه خط چین می دهند. نشان را تولیدشده نویزی داده های آبی نقاط

است. بهینه سازی روال آخر و دوم مراحل سبز

بهینه سازی مسئله ی یک به عنوان گراف ترسیم .۴

ماهیتی ظاهر در اگرچه مسئله، این می شود. بررسی پیوسته بهینه سازی مسئله ی یک به عنوان گراف ترسیم مسئله ی بخش، این در

کنید فرض کرد. فرموله اسکالر هدف تابع یک کمینه سازی قالب در را آن می توان و بوده ریاضی کاملا خود بنیان در اما دارد، بصری

موقعیت یک انتساب هدف، است. شده داده E یال ها مجموعه ی و V رأس ها مجموعه ی با G = (V,E) جهت بدون گراف یک

رأس هر به دوبعدی

v ∈ V 7−→ pv = (xv, yv) ∈ R2

مشبک مصنوعی گراف یک از تصادفی چیدمان یک ۲ شکل باشد. خوانا بصری و ساختاری نظر از حاصل، نمایش که است به گونه ای

مختصات تصادفی انتخاب با اما هست مشبک گراف یک گراف، می دانیم اینکه با می شود، مشاهده که همان گونه می دهد. نشان را

مناسبی نمایش گراف که شوند پیدا گونه ای به صفحه در گراف رئوس مختصات که هست آن هدف دارد. نامنظمی نمایش رأس ها،

می یابد تقلیل X مختصات ماتریس یک یافتن به گراف ترسیم مسئله ی ترتیب، این به باشد. داشته

X =


p⊤
1

...

p⊤
|V |

 ∈ R|V |×2.

قالب در کیفی معیارهای از مجموعه ای بهینه سازی، مسئله ی یک به گراف ترسیم مسئله ی تبدیل برای مسئله. ریاضی فرم .۱ .۴

هستند: زیر موارد شامل معمولا معیارها این می شود. تعریف هدف/انرژی/زیان تابع یک

یال، توسط متصل رأس های نزدیک بودن •

یکدیگر، از غیرمتصل رأس های فاصله گرفتن •

رأس ها. هم پوشانی از جلوگیری •

می شوند. ترکیب L(X) هدف تابع در ریاضی جملات به صورت ملاحظات این

است: شده تشکیل دافعه و جاذبه اصلی مؤلفه ی دو از هدف تابع هدف. تابع تعریف .۲ .۴



امین طوسی محمود ۶

بعدی. دو فضای در گراف رئوس تصادفی چیدمان :۲ شکل

زیر جمله ی با ویژگی این باشند. نزدیک یکدیگر به باید متناظر رأس های ،(u, v) ∈ E یال هر برای (یال ها). جاذبه جمله ی .۱

می شود: مدل

Lattraⅽt(X) =
∑

(u,v)∈E

‖pu − pv‖2 .

تجربه را دافعه نیروی یک رأس ها متمایز جفت های تمام رأس ها، هم پوشانی و تجمع از جلوگیری برای (رأس ها). دافعه جمله ی .۲

می کنند:

Lrepuⅼse(X) =
∑
u ̸=v

1

‖pu − pv‖+ ε
,

است. صفر بر تقسیم از جلوگیری برای کوچک مقدار یک ε > 0 آن در که

می شود: تعریف زیر به صورت نهایی هدف تابع فوق، مؤلفه ی دو ترکیب با نهایی. هدف تابع

L(X) = Lattraⅽt(X) + λLrepuⅼse(X),

تقلیل زیر بهینه سازی مسئله ی به گراف ترسیم مسئله ی نتیجه، در است. دافعه و جاذبه بین تعادل تنظیم ضریب λ > 0 آن در که

می یابد:

min
X∈R|V |×2

L(X).

عمل: در اما دارند، ساده ساختاری به تنهایی هدف تابع جملات از یک هر اگرچه تحلیلی. مشتق گیری چالش .۳ .۴

می کند، رشد گراف اندازه ی با هدف تابع جملات تعداد •

می شود، ظاهر متعدد جملات در هم زمان به طور مکانی متغیر هر •

است. گرادیان ها کامل بازنویسی مستلزم جدید معیارهای افزودن یا تغییر و •

بود. خواهد انعطاف پذیری فاقد و خطا مستعد پیچیده، فرآیندی L(.) تابع از تحلیلی مشتق گیری شرایطی، چنین در

محاسباتی نگاشت یک به عنوان صرفاً L(X) هدف تابع خودکار، مشتق گیری چارچوب در خودکار. مشتق گیری نقش .۴ .۴

رویکرد: این در می گردد. محاسبه خودکار به صورت – ∇XL – مکانی متغیرهای به نسبت آن گرادیان و می شود تعریف

می شوند، گرفته نظر در مشتق قابل متغیرهای به عنوان رأس ها مختصات •

باشد، غیرساده و غیرخطی توابع شامل می تواند هدف تابع •

می شود. اجرا دستی مشتق گیری بدون نزولی گرادیان الگوریتم و •



۷ بهینه سازی مسائل از رده ای حل برای عمومی چارچوبی به عنوان خودکار مشتق گیری

مختلف تکرار چند در رأس ها موقعیت نمایش .L انرژی تابع کمینه سازی با گراف چیدمان بهینه سازی :۳ شکل

بهینه سازی. الگوریتم از

منظم ساختار که می شود مشاهده است. شده داده نمایش بهینه سازی فرایند از مختلف تکرار چند در گراف وضعیت ،۳ شکل در

می شود. بازیابی تصادفی اولیه ی مقداردهی از به تدریج گراف

L(.) هدف تابع مقدار یکنواخت کاهش و رأس ها تدریجی جابه جایی به منجر بهینه سازی فرآیند اجرای محاسباتی. نتیجه ی .۵ .۴

آن توجه قابل نکته ی می دهد. بازتاب منظم تری به شکل را گراف ساختار که می گردد حاصل رأس ها از آرایشی نتیجه، در می شود.

در صرفاً اصلی تفاوت ندارد؛ خطی رگرسیون مثال با مفهومی تفاوت هیچ مثال این در بهینه سازی الگوریتم کلی ساختار که است

است. نهفته هدف تابع پیچیدگی و تعریف

که: می دهد نشان مثال این

باشد، غیرساده و متنوع معیارهای ترکیب حاصل می تواند هدف تابع •

کرد، مدل پیوسته مسئله ی یک به صورت می توان را گرافی مسئله ی یک •

است. پیچیده ای مسائل چنین حل برای کلیدی ابزاری خودکار مشتق گیری و •

در است؛ غیرمنعطف نیز پیاده سازی نظر از بلکه زمان بر، نه تنها تحلیلی مشتق گیری اینجا در خطی، رگرسیون مثال با مقایسه در

میان تفاوتی کلی، الگوریتم دیدگاه از می کند. فراهم را هدف تابع سریع تغییر و آزمایش امکان خودکار مشتق گیری چارچوب که حالی

شد خواهد داده نشان بعدی، مثال در است. کرده تغییر هدف تابع پیچیدگی و ساختار تنها ندارد؛ وجود خطی رگرسیون و مثال این

است. استفاده قابل نیز تصاویر، مانند پیچیده تر، ساختار با داده هایی برای ایده همین که

خودکار مشتق گیری بر مبتنی بهینه سازی چارچوب در عصبی سبک انتقال .۵

سبک انتقال مسئله ی است. مؤلفه میلیون ها یا و هزاران دارای تصمیم متغیر آن در که دید خواهیم را مسئله ای بخش، این در

منظور می شود. تحلیل مقاله ابتدای در معرفی شده بهینه سازی کلی چارچوب همان در که است مسائلی چنین از نمونه یک [۴]۹ عصبی

را تصویر یک بصری سبک می تواند پیچشی۱۰ عصبی شبکه های از بهره گیری با که است روشی ۵]؛ ،۷ ،۶] عصبی سبک انتقال از

روی بر وسط تصویر (استایل) سبک آن در که می دهد نشان را عصبی سبک انتقال نمونه یک ۴ شکل سازد. منتقل دیگر تصویر به

الگوریتم ساختار در تغییر بدون شود داده نشان که است آن بخش این در هدف است. شده اعمال خیام عمر مجسمه ی از تصویری

9Neural Style Transfer
10Convolutional Neural Networks (CNNs)



امین طوسی محمود ۸

خروجی ⇐تصویر سبک تصویر + (محتوا) ورودی تصویر

شده اعمال ورودی) عنوان (به خیام عمر از تصویری روی بر (استایل) سبک عنوان به وسط تصویر :۴ شکل

است: دسترس قابل زیر گیت هاب از شکل این با مرتبط برنامه است. آمده دست به خروجی تصویر و

.https://github.com/eriklindernoren/Fast-Neural-Style-Transfer

بالا بسیار ابعاد با مسائلی به خطی) (رگرسیون ساده بسیار مسائل از می توان ،L(.) هدف تابع تعریف در تغییر با تنها بهینه سازی،

کرد. گذر تصویر) سبک (اعمال

خروجی تصویر خودِ بلکه نیست، مدل یک پارامترهای تصمیم متغیر مسئله این در پیشین، مثال های برخلاف تصمیم. متغیر .۱ .۵

یک رنگی) کانال هر (و پیکسل هر می شود. گرفته نظر در متغیرها بردار به عنوان x ∈ RH×W×3 تصویر دیگر، عبارت به است.

ثابت فرآیند طول در ([۱۰] VGG-19 (مانند آموزش دیده پیش از پیچشی عصبی شبکه ی می دهد. تشکیل را بردار این از مؤلفه

می رود. به کار ویژگی ها استخراج برای غیرخطی نگاشتی به عنوان صرفاً و می شود داشته نگه

تعریف تصمیم متغیر از اسکالر تابع یک به صورت هدف تابع بهینه سازی، کلی چارچوب مطابق .L(.) هدف تابع تعریف .۲ .۵

:[۲] می شود

L(x) = αLⅽontent(p, x) + β Lstyⅼe(a, x),

آن: در که

محتوا، تصویر p •

سبک، تصویر a •

هستند. اهداف موازنه ی ضرایب β و α و •

یک در متغیر تصویر و محتوا تصویر ویژگی نگاشت های میان اختلاف هدف تابع محتوایی جزء هدف. تابع محتوایی جزء .۱ .۲ .۵

می کند: اندازه گیری را شبکه از lc مشخص لایه ی

Lⅽontent(p, x) =
1

2

∑
i,j

(
F lc
ij (x)− F lc

ij (p)
)2

.

https://github.com/eriklindernoren/Fast-Neural-Style-Transfer


۹ بهینه سازی مسائل از رده ای حل برای عمومی چارچوبی به عنوان خودکار مشتق گیری

است. l لایه ی در شبکه خروجی F l(·) عبارت، این در

ماتریس ،l لایه ی هر برای می شود. تعریف ویژگی ها گرام ماتریس پایه ی بر هدف تابع سبکی جزء هدف. تابع سبکی جزء .۲ .۲ .۵

به صورت گرام

Gl(x) = F l(x)F l(x)⊤

با: است برابر l لایه ی در سبک زیان می دهد. نمایش را ویژگی کانال های بین آماری هم بستگی و شده محاسبه

Lstyⅼe(a, x, l) =
1

4N2
l M

2
l

∑
i,j

(
Gl

ij(x)−Gl
ij(a)

)2
,

فرموله زیر به صورت عصبی سبک انتقال مسئله ی و می آید به دست لایه چند روی مقادیر این وزن دار جمع با سبک نهایی زیان و

می شود:

min
x∈RH×W×3

L(x).

بدون بهینه سازی الگوریتم است؛ L(x) همان هدف تابع و شده جایگزین x تصویر با پارامترها بردار کلی، الگوریتم دیدگاه از

می شود. اجرا تغییر

الگوریتم: از تکرار هر در الگوریتم. چارچوب در خودکار مشتق گیری نقش .۳ .۵

می شود؛ محاسبه شبکه در جلو به رو عبور طریق از L(x) هدف تابع مقدار (۱)

می گردد؛ محاسبه خودکار مشتق گیری از استفاده با (∇xL) هدف تابع گرادیان (۲)

می شود. به روزرسانی گرادیانی گام یک با x تصویر (۳)

که: تفاوت این با می شود، انجام نزولی گرادیان کلی الگوریتم همان با دقیقاً مراحل این تمام

است، عمیق بسیار محاسباتی گراف •

است، زیاد بسیار متغیرها تعداد •

است. غیرممکن عملا گرادیان ها دستی محاسبه ی و •

می کند. کمینه را Lهدف تابع مقدار که می شود تبدیل تصویری به به تدریج محتوا) تصویر یا (نویز اولیه تصویر فرآیند، این اجرای با

مشابه مثال، این .(۴ (شکل می دهد بازتاب را سبک تصویر آماری الگوهای هم و محتوا تصویر هندسی ساختار هم نهایی، تصویر

است: قبل مثال

است، نکرده تغییری بهینه سازی الگوریتم •

است، کرده تغییر تصمیم متغیر ماهیت و L(.) هدف تابع تعریف تنها •

است. کرده فراهم را متغیر میلیون ها با مسائل به چارچوب این مستقیم تعمیم امکان خودکار مشتق گیری و •

گسترش گراف ترسیم با و شد آغاز خطی رگرسیون از که است مسیری همان طبیعی ادامه ی عصبی سبک انتقال منظر، این از

دید. خواهیم را دیگری جذاب کاربرد بعد بخش در یافت.



امین طوسی محمود ۱۰

(b)تا تصاویر .[۱۲] از ۷ شکل از بخشی بازنشر عصبی، نقاشی روش با چهره یک نقاشی مراحل :۵ شکل

می دهند. نشان را عصبی نقاشی روش با آبرنگ و مو قلم توسط (a) مرجع چهره نقاشی از مراحلی (e)

خودکار مشتق گیری بر مبتنی بهینه سازی چارچوب در عصبی نقاشی .۶

مسئله ی یک به عنوان را می شود یاد عصبی۱۱ نقاشی عنوان با آن از که عصبی شبکه های با نقاشی مسئله ی بخش، این در

است؛ ۱۲ نقاشی ضربات از توالی  هایی طریق از نهایی تصویر یک تولید هدف، می کنیم. فرموله مشتق پذیر و پیوسته بهینه سازی

۵ شکل .[۹ ،۱۱ ،۱۲] باشد داشته را تطابق بیشترین داده شده مرجع تصویر یک با بصری نظر از حاصل، تصویر که به گونه ای

به می تواند را آبرنگ و مو قلم با نقاشی بوم روی چهره یکه شدن نقاشی مراحل روش، این چگونه که می دهد نشان را نمونه یک

قابل هدف تابع یک قالب در می توان را غیرپیکسلی و پیچیده تولیدی فرآیند یک چگونه که می دهد نشان مثال این بگذارد. نمایش

نمود. بهینه خودکار مشتق گیری از استفاده با و کرد تعریف مشتق گیری

در مستقیم به صورت نه I نهایی نقاشی باشد. (هدف) مرجع تصویر I⋆ ∈ RH×W×3 کنید فرض مسأله. ریاضی فرم .۱ .۶

به صورت ضربات این می شود. تولید ضربات از مجموعه ای مشتق پذیر (رندرینگ)۱۴ ۱۳ زدن پرداز طریق از بلکه پیکسل ها، فضای

نمایش زیر به صورت می توان را نقاشی پارامترهای آنگاه باشد، ضربات کل تعداد T اگر می شوند. اعمال خالی بوم یک روی ترتیبی

داد:

Θ = {θ1, θ2, . . . , θT },

می کند. مشخص را t‑ام ضربه ی پارامترهای θt هر آن در که

می شود: تعریف پارامتر بردار یک با نقاشی ضربه ی هر تصمیم. متغیرهای .۲ .۶

θt = (xt, yt, αt, ℓt, ct),

آن: در که

بوم؛ روی ضربه مرکز موقعیت :(xt, yt) ∈ R2 •

ضربه؛ زاویه ی :αt ∈ [0, 2π) •

11Neural Painting
12Strokes

مدل های پایۀ بر تصاویر ماشینی تولید فرایند نمایان سازی از است عبارت تصاویر، ماشینی ارائۀ یا و (رندرینگ) زدن پرداز ۱۳

نمایشگر. روی بر آن ها رایانه ای نمایش سپس و محاسباتی
14Rendering
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ضربه؛ مقیاس یا طول :ℓt ∈ R+ •

است. ضربه رنگ :ct ∈ R3 •

پارامترهاست: مجموعه ی کل اصلی، بهینه سازی متغیر نتیجه، در

Θ ∈ RT×d,

می شود. انجام Θ متغیر همین به نسبت به روزرسانی ها و مشتق گیری ها تمام است. ضربه هر پارامترهای تعداد d که

می گیریم: نظر در را مشتق پذیر رندرینگ تابع یک مشتق پذیر. رندرینگ .۳ .۶

I = R(Θ),

مشتق پذیر Θ مؤلفه های تمام به نسبت که است Rاین کلیدی ویژگی می کند. تولید را نهایی تصویر ضربات، پارامترهای دریافت با که

به رندرینگ، فرآیند طریق از نهایی، تصویر فضای از خطا گرادیان می دهد اجازه ویژگی این دارد. وجود ∂I/∂Θ یعنی است،

شود. منتقل ضربات رنگی و هندسی پارامترهای

مرجع تصویر به را شباهت بیشترین I رندرشده تصویر که است به گونه ای Θ پارامترهای یافتن هدف، .L هدف تابع تعریف .۴ .۶

است: شده تعریف جمله دو از ترکیبی به صورت کلی هدف تابع باشد. داشته I⋆

L(Θ) = Lreⅽon(R(Θ), I⋆) + λLreg(Θ).

اندازه گیری را هدف تصویر و تولیدشده تصویر بین اختلاف میزان جمله این .(Reconstruction Loss) بازسازی جمله ی .۱

است: مرجع تصویر و مدل از حاصل تصویر بین اختلاف دوی نُرم متداول، انتخاب یک می کند.

Lreⅽon =
∥∥R(Θ)− I⋆

∥∥2
2
.

مشتق گیری طریق از ضربات پارامترهای به نسبت آن گرادیان و می دهد قرار هدف را نهایی نقاشی بصری کیفیت مستقیماً جمله این

می شود: محاسبه زنجیره ای

∂Lreⅽon

∂Θ
=

∂Lreⅽon

∂I
· ∂I
∂Θ

.

استفاده منظم سازی جملات از ناپایدار، یا غیرطبیعی ضربات تولید از جلوگیری برای .(Regularization) منظم سازی جمله ی .۲

مثال: به عنوان می شود.

Lreg(Θ) =

T∑
t=1

(
‖ℓt‖2 + ‖∇ct‖2

)
,

آن: در که

می کند؛ جلوگیری ضربات حد از بیش شدن بزرگ از اول جمله ی •

می کند. جریمه را رنگ شدید تغییرات دوم جمله ی •

باشند. داشته پایدارتری رفتار گرادیان ها و شده هموارتر بهینه سازی جست وجوی فضای می شوند باعث جملات این
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می شود: خلاصه زیر به صورت نهایی مسئله ی مشتق گیری. و بهینه سازی دیدگاه .۵ .۶

min
Θ
L(Θ).

می شود: انجام (Adam یا SGD (مانند گرادیان بر مبتنی الگوریتم های از استفاده با بهینه سازی

Θ(k+1) = Θ(k) − η∇ΘL(Θ
(k)).

که: است این کلیدی نکته ی

پیکسل ها، به نسبت نه مشتق گیری •

می شود؛ انجام ضربات رنگی و هندسی پارامترهای به نسبت مستقیماً بلکه •

است. مشتق گیری قابل محاسباتی گراف از بخشی رندرینگ، فرآیند کل و •

آن در که است، غیرمتعارف تولیدی مسئله ی یک در خودکار مشتق گیری کاربرد از گویا نمونه ای عصبی نقاشی ترتیب، این به

عصبی نقاشی منظر، این از کلاسیک. شبکه ی یک در عددی مقادیر صرفاً نه دارند، معنایی و هندسی ساختاری تصمیم، متغیرهای

در هندسی، ساختار و معنا دارای متغیرهایی با پیچیده، تولیدی فرآیند یک که جایی است: مقاله این در ارائه شده مسیر پایانی نقطه ی

می شود. حل اصلی الگوریتم در تغییری هیچ بدون و خودکار مشتق گیری بر مبتنی بهینه سازی ساده ی چارچوب همان

نتیجه گیری و جمع بندی .۷

چارچوب یک به عنوان بلکه ماشین، یادگیری در پیاده سازی ابزار یک به عنوان صرفاً نه خودکار مشتق گیری تا شد تلاش مقاله این در

مشتق پذیر، هدف تابع یک مناسب تعریف با که است آن مقاله محوری ایده ی شود. معرفی پیوسته بهینه سازی مسائل حل برای مفهومی

دادند نشان ارائه شده مثال چهار کرد. حل گرادیان بر مبتنی بهینه سازی الگوریتم یک از استفاده با را متنوعی بسیار مسائل می توان

عصبی نقاشی و سبک انتقال مانند تولیدی و پیچیده مسائل تا خطی رگرسیون مانند کم بعد و کلاسیک مسائل از چارچوب این که

این بهینه سازی. الگوریتم در نه است، هدف تابع و تصمیم متغیرهای ماهیت در اصلی تفاوت موارد، این تمامی در است. تعمیم قابل

می سازد. کمرنگ را «پیچیده» و «ساده» مدل های میان مرز و می کند فراهم بهینه سازی مسائل به نسبت یکپارچه دیدگاهی مشاهده،

کاربردهای در مستقیماً چگونه بهینه سازی و هدف تابع گرادیان، مانند کلاسیکی مفاهیم می دهد نشان چارچوب این آموزشی، دیدگاه از

در کوچک گامی مقاله این است امید اما است، نوشتار این از فراتر آخر مثال دو کامل بیان که گرچه می شوند. ظاهر خلاقانه و مدرن

باشد. ماشین یادگیری نوین روش های و عددی، بهینه سازی ریاضیات، آموزش میان عمیق تر پیوند جهت
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داده ها پوششی تحلیل اقتصادیِ تفسیرهای

عزیزی∗ حسین

ایران مغان، پارس آباد اسلامی، آزاد دانشگاه مغان، پارس آباد واحد کاربردی، ریاضی گروه
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و مهم حوزه های از یکی به اخیر دهه ی چند طی بنگاه سطح در تولیدی کارایی زمینه ی در پژوهش چکیده.

اقتصاد در هم و مدیریت علم در هم عملیاتی، پژوهش در هم که حوزه ای است؛ شده تبدیل تحقیقاتی فعال

اما می گیرند، قرار بررسی مورد کارایی از متفاوت ظاهراً تعریف دو مقاله، این در است. یافته ویژه ای جایگاه

این شوند، انجام خطی برنامه ریزی مسائل حل اساس بر برآورد روش دو هر که زمانی که می شود داده نشان

از استفاده با کارایی تحلیل بنیادی مفاهیم ارائه ی مقاله این هدف هستند. یکسان و معادل واقع در تعریف دو

DEA روش و کارایی تحلیل با که است پژوهشگرانی برای ابزاری به عنوان (DEA) داده ها پوششی تحلیل

است. گرفته قرار بحث مورد ویژه توجه و دقت با سایه قیمت های مفهوم همچنین، ندارند. چندانی آشنایی

می باشد: زیر مقاله ی ترجمه ی مقاله این

F. R. Førsund, Economic interpretations of DEA, Socio-Econ. Plann. Sci. 61 (2018), 9–15.

2010 Mathematics Subject Classification. 90B50, 90C05.

. سایه قیمت های خطی، برنامه ریزی داده ها، پوششی تحلیل کارایی، اندازه های کلیدی. واژگان
۱۴۰۵/۰۳/۳۱ برخط انتشار ۱۴۰۵/۰۱/۲۴ پذیرش ۱۴۰۴/۱۱/۲۴ بازنگری ۱۴۰۴/۰۹/۰۵ دریافت تاریخ:

،۱ شماره ،(۱۴۰۵) ۶ ریاضی، علوم سوی به داده ها، پوششی تحلیل اقتصادیِ تفسیرهای ح.عزیزی، مقاله: این به ارجاع نحوه

.۳۱ –۱۵

مشهد. فردوسی ©دانشگاه
۱۵
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مقدمه .۱

علم اقتصاد، رشته های در مهم پژوهشی حوزه های از یکی به و یافته توسعه تدریج به اخیر دهه ی چند طی تولیدی کارایی اندازه گیری

اگرچه هستند. [۴] همکاران و چارنز۲ و [۸] فارل۱ به متعلق زمینه این در اولیه اثر دو است. شده تبدیل عملیاتی پژوهش و مدیریت

اندازه های محاسبه ی و تدوین نحوه ی در اثر دو این رویکرد اما می گیرد، بهره اول مقاله ی در ارائه شده کارایی تعریف از دوم مقاله ی

مدیریت علم اقتصاد، در پژوهشی حوزه ی این تکامل مسیر بر قابل توجهی تأثیر رویکردها تفاوت این است. متفاوت یکدیگر با کارایی

گرفته اند. نادیده را [۸] فارل کار اهمیت و سهم غالباً اخیر، علمی پیش زمینه ی با پژوهشگرانی چراکه است، داشته عملیاتی پژوهش و

تفسیرهای میان تفاوت های بر ویژه تمرکز با است، کارایی به مربوط ادبیات در بنیادی مسائل از برخی بررسی مقاله، این هدف

پژوهشگرانی برای به ویژه می تواند مقاله این این رو، از کارایی. زمینه ی در عملیاتی پژوهش بر مبتنی صورت بندی های و اقتصادی

—۳(DEA) داده ها پوششی تحلیل بر مقدمه ای به عنوان می تواند مقاله این، بر علاوه شود. واقع مفید اقتصاد از غیر رشته هایی از

چالش های و موانع ساختن روشن ضمن مقاله، این در گیرد. قرار استفاده شد—مورد ابداع [۴] منبع در نخستین بار که اصطلاحی

چندانی آشنایی که پژوهشگرانی برای ابزاری به عنوان DEA از استفاده با کارایی تحلیل نظری مبانی کارایی، تحلیل های در بالقوه

آشنایی (خطی) برنامه ریزی پایه ای مفاهیم با خواننده که است این بر فرض می شود. تشریح ندارند، DEA روش و کارایی تحلیل با

دارد.

همکاران و چارنز و [۸] فارل اولیه ی مقاله ی دو در کارایی اندازه های تعریف های ،۲ بخش در است: زیر شرح به مقاله این روند

مسائل در وزن ها) یا دوگان (متغیرهای سایه قیمت های تفسیر بررسی به ۳ بخش است. شده اشاره رویکردها تفاوت به و مرور [۴]

با مرتبط مهم پیشرفت دو بر کوتاهی مرور ۴ بخش می پردازد.۴ می شوند، تنظیم خطی برنامه ریزی مسائل به صورت که DEA

می شوند. مطرح نتیجه گیری ها ،۵ بخش در می دهد. ارائه سیاستی پیامدهای

کارایی اندازه ی تعریف های .۲

مقیاس گذاری پایه ی بر را خود تعریف [۸] فارل است؛ متفاوت اولیه مقاله ی دو در ظاهراً کارایی بنیادین تعریف مقدمه. .۱ .۲

قرار شوند منتقل شد) نامیده مرز» «تابع بعدها (که کارا تولید تابع یک روی بر ناکارا واحد یک مشاهدات اینکه برای لازم تناسبی

که می دهند قرار وزنی ورودی های به نسبت وزنی خروجی های از شاخصی پایه ی بر را خود تعریف [۴] همکاران و چارنز و می دهد،

باشد. (۱ برابر (نرمال شده واحد کاراترین به مربوط نسبت مساوی یا کمتر تا می کنند محدود را نسبت این

باشند: مهیا باید عنصر سه کارایی، درباره ی مطالعه یک انجام برای

کارایی اندازه های تعریفِ (i)

کارایی اندازه های محاسبه ی روش های (ii)

کنیم. اندازه گیری را آن کارایی می خواهیم که فعالیتی خروجی های و ورودی ها درباره ی مرتبط داده های (iii)

در مقاله اش بحثِ پی در فارل که زمانی حال، این با دادند. ارائه را روش ها هم و تعریف ها هم [۴] همکاران و چارنز و [۸] فارل

می تواند توسعه یافته تازه خطی برنامه ریزی که کرد یادداشت ([۲۹۰ ص. ،۸] به شود (رجوع ۱۹۵۶ در آمار سلطنتی انجمن نشست

1Farrell.
2Charnes.
3Data Envelopment Analysis (DEA).

شده اند. اقتباس [۱۴] فورسوند اثر از بخش هایی از همچنین ۳ و ۲ ۴بخش های
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مقیاس۶ به نسبت ثابت بازدهی و تک خروجی حالتِ پوشش برای صرفاً [۹] فیلدهاوس۵ و فارل در ارائه شده کاربردِ شود، گرفته به کار

دوگان مسائل میان پیوند از و دادند تعمیم چندگانه خروجی های برای را خطی برنامه ریزی [۴] همکاران و چارنز بود. شده طراحی

با پژوهشگرانی توسط بیشتر رویکرد این چرا دهد توضیح شاید و استفاده اند مورد هنوز صورت بندی ها این کردند. استفاده اولیه و

است. شده دنبال عملیاتی پژوهش و مدیریت علم پیش زمینه ی

ساده سازی یک باید همواره واقعی جهانِ از مدل نمایش گرفت. قرار کید تأ مورد اولیه مقاله ی دو هر در مرتبط داده های به نیاز

است کافی دارد. وجود مصالحه یک آزادی درجات و متغیرها از محدودی مجموعه ی بر تمرکز بین روش شناختی منظر از باشد.

برای مفید نتایج استخراج توانِ که همان گونه دارد، موردنظر فعالیت های از گاهی آ به بستگی متغیرها ثمربخش انتخابِ که شود گفته

است. آن به وابسته نیز عملی سیاست گذاریِ

بوده دشوار بسیار تحلیل مورد واحدهای میان کارایی تفاوت های علل تعیین روش شناختی و نظری منظر از که داشت توجه باید

از خارج مسأله این حال، این با داد. توصیه کارایی بهبود برای سیاست هایی درباره ی که است دشوار علل، این دانستن بدون است.

فهم می توانند که اخیر روش شناختی پیشرفت دو ولی [۱۳])؛ فورسوند۷ به کنید رجوع بیشتر بحث (برای است مقاله اصلی محدوده ی

شد. خواهند مطرح ۴ بخش در به اختصار بخشند، بهبود را ما

به احتمالا نکرد، ارائه کارایی اندازه های از رسمی  تعریف های [۲۵۳ ص. ،۸] فارل کارایی. اندازه های از فارل تعریف های .۲ .۲

دولت— کارمندان و بازرگانان اقتصادی، آمارگران از وسیعی طیف «برای تا دارد نگه ساده را مطلب بیان می خواست که دلیل این

گسترده به طور که او نمودارهای بااین حال، باشد.» دارند—قابل فهم ریاضیات یا اقتصادی نظریه ی از اندکی دانش که آنان از بسیاری

اما است، شده بازتولید ۱ شکل در ،«۱ «نمودار او، اصلی شکل می کنند. منتقل به خوبی را او کارایی تعریف های شده اند، بازتولید
یافته اند.۸ تغییر خروجی بر تقسیم ورودی استاندارد نمادگذاری به آن محورهای برچسب های

کارایی. اندازه های برای [۸] فارل اصلی تصویر :۱ شکل

5Fieldhouse.
6Constant returns to scale.
7Førsund.

است. شده استفاده ورودی ضرایب برای x و y نمادهای از [۸] فارل ۸در
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نشان را مرزی) (یا کارا تولید تابع واحد ایزوکانت۹ SS′ منحنی است. شده بنا ورودی دو و خروجی یک پایه ی بر تصویر این

در حالت این در تولید تابع درباره ی فنی اطلاعات تمام دارد.۱۰ قرار مقیاس به نسبت ثابت بازدهی تحت شده فرض که می دهد

به عنوان سپس فنی کارایی دارد. قرار P نقطه ی در مطالعه مورد واحد می شود. خلاصه ورودی ضرایب فضای در واحد ایزوکانت

کاهش متناسب به صورت ورودی ها استفاده ی اما می شود داشته نگه ثابت خروجی که حالی در می شود، تعریف مرز تا نسبی فاصله ی

.OQ/OP نسبت یعنی برسیم؛ مرز روی Q نقطه ی به تا می یابد

است: قابل دستیابی روش دو به مرزی فناوری درباره ی دانش

یا مربوطه، تولیدی فعالیت درباره ی مهندسی اطلاعات بر مبتنی •

موجود. عملکرد بهترین مشاهده ی بر مبتنی •

می شود. دنبال دوم رویکرد معمولا تجربی کاربردهای در

تبدیل تابع از استفاده با خروجی، و ورودی چندین با حالتی در می توان، را فارل خروجی محور و ورودی محور کارایی اندازه های

داد: تعمیم اقتصاد در خروجی ها و ورودی ها بین استاندارد

F (Y,X) (F ′
Y > 0, F ′

X < 0), (۱ .۲)

عمومی نمایش به عنوان را F (Y,X) ≤ 0 عبارت می توانیم است. خروجی بردار یک Y و ورودی بردار یک X آن در که

ببریم: به کار زیر مجموعه ی به صورت تولید امکانات

T = {(Y,X) : Y ≥ 0 ⅽan be proⅾuⅽeⅾ by X ≥ 0}. (۲ .۲)

مجموعه از دیگر بیان یک می دهد. نشان ۱ شکل در SS′ منحنی که همان گونه است، مرزی تولید تابع با متناظر مجموعه این مرز

است: چنین تبدیل تابع از استفاده با

T = {(Y,X) : F (Y,X) ≤ 0, Y ≥ 0, X ≥ 0}. (۳ .۲)

به اکید نامساوی درحالی که مرزی؛ تابع روی یعنی هستیم، مجموعه مرز روی یعنی F (Y,X) = 0 تبدیل رابطه ی در تساوی

است: چنین فنی کارایی رسمی تعریف واحد، n میان از j واحد برای است. ناکارا واحد یک وجود معنای

E1j = Minφj
{φj : F (Yj , φjXj) = 0}, E1j ∈ (0, 1], j = 1, . . . , n. (۴ .۲)

برای مشترک مرزی فناوری یک که می شود فرض کرد.۱۱ استفاده E1 نماد از ورودی محور فنی کارایی اندازه ی این برای فارل

دارد. وجود واحدها همه ی

9Isoquant.
یابند، افزایش ضریب همان با و تناسبی به صورت ورودی ها همه ی اگر که معناست بدان مقیاس به نسبت ثابت ۱۰بازدهی

یافت. خواهند افزایش نسبت همان به نیز خروجی(ها)
برای [۲۵۸ ص. ،۹] فیلدهاوس و فارل در اما کرد، استفاده e2 و e1 کوچک حروف با نمادهای از [۲۵۹ ص. ،۸] ۱۱فارل

داد. تغییر بزرگ حرف نمادهای به ورودی محور کارایی اندازه ی
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ورودی ها نگه داشتن ثابت با خروجی ها مقیاس گذاریِ به عنوان که کرد مطرح را خروجی محور فنی کارایی اندازه ی یک همچنین فارل

باشد: ۱ و ۰ بین ،E2 یعنی اندازه، این می خواست همچنین او می شود. تعریف

1/E2j = Max
θj

{θj : F (θYj , Xj) = 0}, E2j ∈ (0, 1], j = 1, . . . , n. (۵ .۲)

زیرا نبود، لازم این مقیاس به نسبت ثابت بازدهی حالت در اما نکرد، ارائه جداگانه ای نمودار خروجی محور، اندازه ی برای فارل

می شود، منتقل SS′ روی بر Q مرزی نقطه ی به او ۱ نمودار در P نقطه ی یکسان اند. اندازه دو این کرد، اشاره فارل که همان طور

را مرز روی حصول قابل خروجی که می دهد نشان را ایزوکانتی اکنون SS′ و داده شده، ورودی های مجموعه برای خروجی افزایش با

می کند. مشخص

شپرد ورودی فاصله ی تابع دارند. مطابقت شد معرفی [۱۸ ،۱۷] شپرد۱۲ در که فاصله تابع مفهوم با فارل کارایی اندازه های

است. یکسان فارل خروجی محور کارایی اندازه  با شپرد خروجی فاصله ی تابع و است، فارل ورودی محور کارایی اندازه ی معکوس

ورودیِ قیمتِ به عمودی محور ورودیِ قیمتِ منفی نسبت برابر شیبی با است ثابت۱۳ هزینه ی خط یک ۱ شکل در AA′ خط

کرد. تعریف هزینه بر مبتنی اندازه هایی می توان حالت این در می شود. مماس واحد ایزوکانت با Q′ نقطه ی در خط این افقی. محور

ثابت با ،OQ/OP دوباره یعنی سنجید؛ مشاهده شده هزینه های به Q مرزی نقطه ی در هزینه ها نسبت می توان را E1 فنی کارایی

اندازه گیری OR/OP به صورت که کرد معرفی (OE) کلی کارایی اندازه ی یک فارل ورودی. قیمت های و خروجی سطح داشتن نگه

نشان اخیر اندازه ی می شود. تعریف OQ/OR صورت به که قیمتی کارایی یا (AE) تخصیصی کارایی اندازه ی یک و می شود،

می شود حداقل داده شده خروجی برای ورودی ها هزینه ی که نقطه ای به مرزی نقطه ی از حرکت هنگام در هزینه نسبی کاهش که می دهد

می شود: تجزیه تخصیصی کارایی و فنی کارایی به ضربی صورت به کلی کارایی که است روشن است. چقدر

OE = OR/OP = OQ/OP ×OR/OQ = E1 ×AE. (۶ .۲)

تولید تابع تبدیل رابطه ی یک و ورودی m و خروجی چندین با عمومی وضعیت به اندازه ها دادن پیوند برای که هزینه مفهوم سه

از: عبارتند است، نیاز مورد

C0
j =

m∑
i=1

qix
0
ij , (۷ .۲)

CQ
j =

m∑
i=1

qiφjx
0
ij , (۸ .۲)

C∗
j = min

m∑
i=1

qixij s.t. F (Yj , Xj) = 0, Yj ≥ Y 0
j . (۹ .۲)

مشاهده شده ی مقدار x0
ij و i ورودی قیمت qi آن در که ،(۱ شکل در P (نقطه ی است ورودی ها مشاهده شده ی هزینه ی C0

j اینجا، در

C∗
j .θj کارایی نمره ی اساس بر ورودی ها تعدیل با است، Q مرزی نقطه ی در ورودی ها هزینه ی CQ

j است. j واحد برای i ورودی

صورت به فارل ورودی محور کارایی باشد. مشاهده شده خروجی برابر حداقل خروجی که است Q′ نقطه ی در کمینه سازی شده هزینه ی

می شود. تعریف OE = C∗
j /C

0
j صورت به کلی کارایی و ،AE = C∗

j /C
Q
j صورت به تخصیصی کارایی و ،E1 = CQ

j /C0
j

است. برقرار قبل مشابه ضربی تجزیه ی که است واضح

12Shephard.
13Isocost.
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بررسی. تحت واحدهای الزاماً نه می کند، مدل وارد را هزینه حداقل سازی اقتصادیِ رفتار که است تحلیل گر این که کنید توجه

نکته این ندهد. نشان را مشاهده شده ای واحد هیچ رفتار است ممکن و است هنجاری معیار یک فقط C∗
j بهینه ی هزینه ی بنابراین،

و می کند رعایت را مرزی فناوری که می کند معرفی مصنوعی واحد یک که است تحلیل گر این می شود: تعبیر بد به راحتی ادبیات در

است. فرضی معیار یک ۱ شکل در Q′ نقطه ی ندارد. فنی  ناکارایی هیچ

تمرکز می کند توصیه و می کند مطرح قیمتی یا تخصیصی کارایی ضعف های درباره ی استدلال هایی [۲۶۱ –۲۶۰ صص. ،۸] فارل

(به واسطه ی است حساس جدید مشاهدات ورود به نسبت قیمتی کارایی که است این شامل او نگرانی های باشد. فنی کارایی بر

یا گذشته قیمت های بر مبتنی است ممکن ورودی ها فعلی ترکیب اینکه و قیمت ها) اندازه گیری خطاهای یا ایزوکانت ها شکل بر تأثیر

می دهد. ارائه مناسب اندازه ی یک ایستا کاملا وضعیت یک در تنها بنابراین و جاری، قیمت های نه باشد پیش بینی شده

مهندسی اطلاعات اساس بر یا آورد: به دست روش دو به می توان را مرزی فناوری یک به مربوط دانش برآورد. روش های .۳ .۲

در معمولا و شد توصیه [۸] فارل توسط دوم روش مشاهده شده. عملکرد بهترین اساس بر یا نظر، مورد تولیدی فعالیت درباره ی

می رود. به کار تجربی مطالعات

ناپارامتری قطعه ایِ خطی تابع یک از استفاده با داده ها آن در که کرد پیشنهاد عملکرد بهترین مرز یک برآورد برای روشی [۸] فارل

توضیح او می کند. تحمیل را مقیاس به نسبت ثابت بازدهی و منفی شیب با محدب ایزوکوانت های که تابعی می شوند؛ پوشانده

از فقط روش «این اما باشد، مرز برآورد هدف، صرفاً اگر نباشد روش بهترین است ممکن تولید تابع برآورد شیوه ی این که می دهد

اصلی، «۲ «نمودار در او، برآورد روش ۱۴. :[۲۶۲ ص. ،۸] می دهد» ارائه را فنی کارایی اندازه ی بهترین که شد انتخاب جهت این

تحت مرزی تولید تابع می شوند. اندازه گیری محورها روی ۱ نمودار همانند ورودی ضرایب که جایی است؛ شده داده نشان ۲ شکل در

اینکه برای می شود. برآورد شده اند، ایجاد عملکرد بهترین مشاهده های به وسیله ی که خطی قطعات با مقیاس به نسبت ثابت بازدهی

شوند، حاصل داشت مدنظر که محدبی ایزوکوانت های نوع همان و بمانند باقی محورها با موازی واحد ایزوکوانتِ انتهایی بخش های

بخش های تا کرد وارد ورودی ضرایب برای عمودی محور روی (∞, 0) و افقی محور روی (0,∞) مقادیر با مصنوعی واحد دو او

[۸] فارل است). کافی ∞ به جای بزرگ بسیار عدد یک عملی، کاربردهای (در شوند موازی محورها با ۲ شکل در SS′ انتهایی

خطی معادلات دستگاه یک حل پایه ی بر کارایی نمرات برآورد برای او روش برد. به کار خروجی» «یک حالت در تنها را خود رویکرد

نقطه ای هیچ مرزی؛ قطعات روی یا گیرند قرار ۲ شکل در بالا و راست سمت در باید مشاهدات که می شود بیان روش این در بود.

ص. ،۸] هافمن۱۵ ،۱۹۵۶ سال در آمار» سلطنتی «انجمن نشست در [۸] فارل مقاله ی بحث در باشد. نزدیک تر مبدأ به نمی تواند

گیرد. قرار استفاده مورد بود—می تواند یافته توسعه به تازگی خطی—که برنامه ریزی که کرد اشاره و داد انجام مهمی مداخله ی [۲۹۰

بازدهی به هنوز حال این با شد، گرفته به کار کارایی مسأله ی برای خطی برنامه ریزی بار نخستین برای [۹] فیلدهاوس و فارل در

چندین و مقیاس به نسبت متغیر بازدهی برای تعمیم هایی [۹] فیلدهاوس و فارل بود. محدود خروجی یک و مقیاس به نسبت ثابت

و فارل روش برکلی۱۶ در کشاورزی اقتصاددانان از گروه یک .[۱۲] نبودند موفق آن کامل انجام در اما دادند، پیشنهاد خروجی

منابع (برای .[۳ ،۲] دادند بسط چندخروجی حالت به را خطی برنامه ریزی و کردند صورت بندی بیشتری موفقیت با را فیلدهاوس

.([۱۱ ،۱۰] بنگرید برکلی، گروه کارهای درباره ی بیشتر

اثر انتشار از پس اول دهه ی سه در که می پردازد پارامتریک مرزی توابع برآورد برای آماری روش های پیشنهاد به او ۱۴سپس

.[۱۱ ،۱۰] شدند دنبال اقتصادی ادبیات در او بنیادین
15Hoffman.
16Berkeley.
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برآورد. روش از [۸] فارل اصلی تصویر :۲ شکل

می کنند آغاز موضوع این بیان با را خود بحث [۴۳۰ ص. ،۴] همکاران و چارنز کارایی. اندازه ی نسبت محورِ صورتِ .۴ .۲

توابع «به که صورت بدین سازند، مرتبط اقتصاد رشته ی پیشرفت های با را کارایی اندازه گیری درباره ی خود ایده های دارند قصد که

در و کنند، مرتبط نیز مهندسی به را خود ایده های می خواستند همچنین آن ها بااین حال، دهند. ارجاع «... مرتبط مفاهیم و تولید

است. استوار حوزه آن در کارایی تعریف چگونگی پایه ی بر (به ظاهر) که تعریفی است؛ همین آن ها کارایی تعریف آغاز نقطه ی واقع

گرمایی مقدار بیشترین به دستگاه یک در آزادشده گرمای واقعی مقدار نسبتِ «کارایی است: چنین مهندسی ادبیات از کلیدی نقل قول

بیشتر نقل قول—که این است.) ۴۳۰ ص. آمریکانا دانشنامه ی نقل قول این (منبع شود». آزاد سوخت توسط می توانست که است

بیشینه سازی یعنی می انجامد، نسبت محور رویکردِ معرفی کارایی—به از عمومی تعریف یک تا است انرژی کارایی برای تعریفی شبیه

که جایی باشد؛ یک مساوی یا کمتر واحدها همه ی برای نسبت این اینکه بر مشروط وزنی، ورودی های به وزنی خروجی های نسبتِ

معتبر مقیاس به نسبت ثابت بازدهی حالت در تنها نسبت محور تعریف این شوند. تعیین باید که هستند درون زا متغیرهای وزن ها

است: زیر صورت به ([۴] همکاران و چارنز در اصلی نمادهای از استفاده (با j0 واحد یک برای کارایی تعریف است.

Ⅿax hj0 =

∑s
r=1 urj0yrj0∑m
i=1 vij0xij0

s.t.
∑s

r=1 urj0yrj∑m
i=1 vij0xij

≤ 1, j = 1, . . . , n

urj0 , vij0 ≥ 0, r = 1, . . . , s, i = 1, . . . ,m.

(۱۰ .۲)
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ورودی، m و خروجی s با هستند، ورودی و خروجی بردارهای به ترتیب x و y است، کارایی اندازه ی hj0 ،(۱۰ .۲) رابطه ی در
هستند.۱۷ ورودی ها و خروجی ها با مرتبط وزن های به ترتیب vij0 و urj0 و است، n واحدها تعداد

می شود. نامیده بهره وری اقتصاد در که است چیزی همان می کند، تعریف را کارایی که (۱۰ .۲) در نسبت محور عبارتِ نخستین

شاخص با نزدیکی ارتباط بهره وری شاخص است. تجمیع حوزه ی در شناخته شده مسأله ی یک اقتصاد در بهره وری شاخص های ساخت

تشکیل نسبتی دو، این تقسیم از و شود مقایسه واحد بهره ورترین بهره وری شاخص با واحد یک بهره وری شاخص اگر دارد. کارایی

قیدهای که است چیزی همان دقیقاً این می کند. عمل الگو به عنوان بهره ورتر واحدِ که است کارایی شاخص یک نسبت این گردد،

می کنند. تحمیل [۴] همکاران و چارنز تعریف در بهره وری شاخص بر اعمال شده

سایه قیمت های تفسیر .۳

شد معرفی [۴] همکاران و چارنز در نخستین بار (DEA) داده ها» پوششی «تحلیل اصطلاح شد، اشاره ۱ بخش در که همان طور

به دست آوردن استاندارد روش می رود. به کار (۵ .۲) و (۴ .۲) روابط مانند کارایی اندازه های برآورد برای که است مدلی معرف اکنون و

است. خطی برنامه ریزی از استفاده کارایی، نمرات

[۹] فیلدهوس و فارل مقیاس به نسبت ثابت بازدهی مدل های [۱] همکاران و بنکر۱۸ .DEA کارایی غیرپارامتری مدلِ .۱ .۳

دادند. تعمیم مقیاس به نسبت متغیر بازدهی به خطی، برنامه ریزی طریق از حل شدن قابلیت حفظ با را [۴] همکاران و چارنز و

شود: داده نمایش زیر به صورت می تواند DEA کارایی غیرپارامتری مدل در تولید امکان مجموعه ی

T =

Y,X) : Y ≤
n∑

j=1

Yjλj , X ≥
n∑

j=1

Xjλj ,

n∑
j=1

λj = 1, λj ≥ 0, j = 1, . . . , n

 . (۱ .۳)

باشد. برقرار شده اند بیان [۱] همکاران و بنکر در که آزاد۲۰ امکان پذیری و تحدب۱۹ اصول که می شود فرض رابطه، این برای

یک خروجی، یک حداقل و باشند نامنفی باید مقادیر تمام می شوند. نامیده شدت» «وزن های DEA ادبیات در λj اسکالر ضرایب

به نسبت ثابت بازدهی آنگاه شود، حذف ۱ برابر وزن ها مجموع شرط اگر باشد. مثبت اکیداً به طور باید شدت وزن یک و ورودی

می شود). مطرح T مجموعه ی مخروط بودن فرض حالت این (در می شود برقرار مقیاس

n اساس بر ممکن ترکیب های تمام
(∑n

j=1 Yjλj ,
∑n

j=1 Xjλj

)
نقاط که است چندوجهی مجموعه ی یک T مجموعه ی

باید λj وزن های می دهند. تشکیل را تولید امکان مجموعه ی مرز که هستند کارا نقاط رأس، نقاط می دهند. نمایش را مشاهده

به طوری که می شود، افزوده مضربی مدل هدف تابع به اسلک ها مجموع وزن ها، شدن صفر از جلوگیری برای مقاله، ادامه ی ۱۷در

نقاط از فارل استفاده ی به کنید (نگاه می گردد وزن دهی M بزرگ بسیار غیرارشمیدسی نامتناهی عدد یک معکوس با مجموع این

افزوده این دوگان، صورت در که است شده بیان [۵] همکاران و چارنز مقاله ی در شد). اشاره پیش تر که بی نهایت و صفر مصنوعی

این که آنجا از حال، این با می شود. استفاده (۱۰ .۲) رابطه ی در وزن ها پایین کرانِ به عنوان ε = 1/M که معناست این به شدن

این و بگذارد، باقی بی نهایت یا صفر در را اقتصادی نرخ های است ممکن عمل در شود، نزدیک صفر به دلخواه به طور می تواند مقدار

و کارا واحدهای تا می شود حل مرحله دو در مدل حاضر، حال در نمی شود. استفاده دیگر تقریباً کاربردی مطالعات در امروزه ساختار

.[۱۶] دارد وجود غیرارشمیدسی مقادیر از استفاده عدم برای نیز رسمی تری دلایل همچنین .[۶] شوند تفکیک هم از ناکارا
18Banker.
19Convexity.
20Free disposability.
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بهینه ی مقادیر به دست آوردن با باشند. سازگار داده ها» پوشاننده ی محدب مجموعه ی «نزدیک ترین اصل با که شوند برآورد به گونه ای

می آید. می شود—به دست نامیده مرزی» تولید «تابع اغلب آن—که مرز نیز و تولید امکان مجموعه ی از تخمینی وزن ها، این

و اولیه جواب میان بنیادی رابطه ی یک می کنیم، استفاده خطی برنامه ریزی از کارایی اندازه های و مرز برآورد برای که هنگامی

دوگان، مدل یا شود تعریف اولیه مدل مبنای بر کارایی این که که گفت می توان فنی منظر از دارد. وجود بهینه جواب یک دوگان جواب

مرزی تولید تابع مفهوم بر اقتصاد در کارایی اندازه ی یک بنیادی تعریف که کرد فراموش نباید حال، این با نمی کند. ایجاد تفاوتی

موسوم مسأله ی که است طبیعی اقتصاددانان، برای دست کم بنابراین، می شود. صورت بندی ورودی–خروجی فضای در و است استوار

مدل برای را سایه قیمت های فضای در صورت بندی شده مسأله ی و اولیه، مدل برای را عملیات در تحقیق در پوششی مسأله ی به

بگیرند. نظر در می شود) خوانده ضرایب» «مسأله ی عملیات در تحقیق ادبیات در (که دوگان

مسأله ی شود. نامیده اولیه مسأله ی می دهد، ۲—پوشش شکل نمایش را—مانند داده ها که صورت بندی  که است آن رایج تر امروزه

«قیمت های یا «ضرایب»، «وزن ها»، همچنین (که دوگان متغیرهای تفسیر می شود. نتیجه خطی برنامه ریزی نظریه ی از دوگان

متأسفانه، دارد. کلیدی اهمیتی DEA کارایی مدل درک برای می شوند) است—نامیده رایج تری اصطلاح اقتصاد در سایه»—که

نمی شود. بیان DEA به مربوط مقالات در به صراحت چندان درکی چنین

هزینه های با نباید مفهوم این بااین حال، می رود؛ به کار مختلفی زمینه های در سایه قیمت های اصطلاح سایه. قیمت های .۲ .۳

هزینه، مفهوم اجباری، سربازی بر مبتنی ارتش یک اجتماعی هزینه ی محاسبه ی هنگام مثال، به عنوان شود. گرفته اشتباه فرصت

میزان چه داشت، مهارت هایش با متناسب بازارپذیر شغل اگر سرباز که معنا این به است، فرصت هزینه ی بلکه نیست؛ سایه قیمت

برای استفاده مورد برنامه ریزی مسأله ی به وابسته اکیداً ارتباطی سایه قیمت های کارایی، تحلیل در کند. کسب می توانست درآمد

می شود. ناشی قیدها با بهینه سازی مسائل حل در لاگرانژ تکنیک از سایه قیمت فنی/ریاضی مفهوم دارند. کارایی نمره های محاسبه ی

برآورد برای (۱ .۳) رابطه ی در T مجموعه ی و [۱] همکاران و بنکر مدل از که DEA معاصر ادبیات در اولیه استاندارد مسأله ی

زیر صورت خروجی محور—به و مقیاس به نسبت متغیر بازدهی حالت می کند—در استفاده j0 واحد برای فارل فنی کارایی نمره های

خطی)۲۱: برنامه ریزی از استفاده (با است

1

Eyj0

= max
λ,θ

θj0

s.t.
n∑

j=1

λjyrj ≥ θj0yrj0 , r = 1, . . . , s

n∑
j=1

λjxij ≤ xij0 , i = 1, . . . ,m

n∑
j=1

λj = 1, λj ≥ 0, θj0sign free .

(۲ .۳)

تصویرکردن می شود—برای دیده (۵ .۲) رابطه ی در آنچه فارل—مانند خروجی های شعاعی) (یا تناسبی مقیاس گذاری اینجا در

است. شده استفاده مرز روی بر ناکارا واحد یک

از: است عبارت (۲ .۳) با متناظر دوگان مسأله ی

است. شده استفاده ورودی محور مدلِ یک از [۱۴] فورسوند ۲۱در
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min

(
m∑
i=1

vij0xij0 + uj0

)

s.t.
s∑

r=1

urj0yrj0 = 1

−
s∑

r=1

urj0yrj +

m∑
i=1

vij0xij + uj0 ≥ 0, j = 1, . . . , n

vij0 , urj0 ≥ 0, uj0sign free .

(۳ .۳)

قید و خروجی قیدهای ورودی، قیدهای هستند—به ترتیب، (۲ .۳) قیدهای روی سایه قیمت های uj0 و ،urj0 ،vij0 متغیرهای

بیان یکتا بهینه ی جواب یک برای دوگانگی بنیادی نتیجه ی می نامند. نیز وزن ها یا ضرایب را متغیرها این معمولا DEA در تحدب.

می کند:

θj0 =

m∑
i=1

vij0xij0 + uj0 . (۴ .۳)

تحدب قید روی uj0 سایه ی می شود—قیمت بیان کارایی اندازه ی بدون بعدِ واحدهای در ورودی ها—که وزنی مجموع بر علاوه

می شود. ظاهر مقیاس به متغیر بازدهی حالت در

مسأله ی برای لاگرانژ تابع تنظیم با می گیرد. صورت اولیه مسأله ی برای لاگرانژ تابع صورت بندی پایه ی بر دوگان متغیرهای تفسیر

داریم: j0 واحد برای (۲ .۳) قیدهای با بهینه سازی

L =θj0 −
s∑

r=1

urj0

θj0yrj0 −
n∑

j=1

λjyrj


−

m∑
i=1

vij0

 n∑
j=1

λjxij − xij0

− uj0

 n∑
j=1

λj − 1

 .

(۵ .۳)

از: عبارت اند جواب یک وجود برای اول مرتبه ی لازم شرایط

∂L

∂λj
=

s∑
r=1

urj0yrj −
m∑
i=1

vij0xij − uj0 ≤ 0 (= 0 for λj > 0), j = 1, . . . , n,

∂L

∂θj0
= 1−

s∑
r=1

urj0yrj0 = 0,

urj0 ≥ 0 (= 0 for θj0yrj0 <

n∑
j=1

λjyrj), r = 1, . . . , s,

vij0 ≥ 0 (= 0 for
n∑

j=1

λjxij < xij0), i = 1, . . . ,m.

(۶ .۳)
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خواهد صفر برابر (θj0 > 1 (یعنی باشد ناکارا واحد که صورتی در j0 واحد برای λj0 شدت وزن که می شود نتیجه اول شرط از

(۳. ۳)—داریم: و (۲ .۳) در هدف مقادیر برابری دوگانگی—یعنی نتیجه ی از استفاده با بود.
s∑

r=1

urj0yrj = 1 ≤
m∑
i=1

vij0xij + uj0 = θj0 (۷ .۳)

آزاد گسترش ضریب زیرا می شود، برقرار تساوی با دوم شرط است. برقرار اکید نامساوی با (۶ .۳) در اول شرط می دهد نشان که

مثبت اند اکیداً خروجی یک و ورودی یک حداقل می کنیم فرض زیرا نیست، پذیرفتنی گسترش ضریب برای غیرمثبت مقدار است.

خروجی ها شود؛ بیشتر یک از بهینه جواب در نمی تواند (1/θj0) کارایی نمره ی همچنین، باشد. مثبت باید شدت وزن یک حداقل و

آخر شرط دو از است. بیشینه سازی مسأله، ماهیت زیرا بمانند، ثابت کارا واحدهای برای و یابند افزایش ناکارا واحدهای برای باید

می دهد نشان (۳ .۳) در دوگان فرم می شود. صفر دارند، نامنفی اسلک که متغیرهایی برای سایه قیمت که می شود نتیجه مکمل بودن،

بعد از وجه آن باشد، داشته قرار وجه۲۲ یک درونِ واحد این اگر ندارند. ارزیابی مورد j0 واحد بر مستقیمی تأثیر متغیرهایی چنین که

بود. نخواهد برخوردار کامل

به کارگیری با را خروجی و ورودی قیدهای سایه ی قیمت های می توان آنگاه باشیم، داشته یکتا جواب یک (۲ .۳) مسأله ی برای اگر

مربوطه قید روی سایه قیمت قضیه این طبق برون زا، متغیر یک در تغییر درباره ی کرد. تفسیر ناکارا واحد یک برای پوشش قضیه ی

حال، این با می کند. کارایی—اندازه گیری نمره ی هدف—معکوس تابع بر را متغیر آن حاشیه ای افزایش اثرِ ناکارا، واحد یک برای

برای می کنیم فرض بنابراین سایه. قیمت های برای به ویژه باشد، داشته وجود متعددی جواب های است ممکن معمولا که می دانیم

از داریم. یکتا جواب های درون زا متغیرهای برای دارد، قرار وجه یک نسبی درونِ در مرز روی تصویرشان نقطه ی که ناکارا واحدهای

داشت: خواهیم ،(۲ .۳) مسأله ی برای بهینه جواب یک داشتن فرض با و j0 واحد گرفتن درنظر با رو، این

∂θj0
∂xij0

=
∂L

∂xij0

= vij0 (1− λj0) = vij0 , i = 1, . . . ,m,

∂θj0
∂yrj0

=
∂L

∂yrj0
= −urj0 (θj0 − λj0) = −urj0θj0 ,

⇒ ∂θj0
∂ (θj0yrj0)

= −urj0 , r = 1, . . . , s.

(۸ .۳)

نتیجه این ناکاراست؛ واحد این زیرا .λj0 = 0 داریم (۸ .۳) رابطه ی اول خط در j0 واحد برای i ورودی تغییر بررسی در

بیشتر ناکارایی یعنی می یابد؛ افزایش گسترش ضریب ،j0 واحد ورودی افزایش با می شود. حاصل (۶ .۳) در لازم شرط اولین از

دارد. قرار مرز روی j0 واحد ورودیِ بردار خروجی محور، کارایی اندازه ی تعریفِ طبق می گردد). کوچک تر کارایی (نمره ی می شود

است. ورودی» اندازه گیری واحد ازای به گسترش ضریب «واحد ورودی، سایه ی قیمت اندازه گیری واحد

شده ضرب گسترش ضریب در خروجی قید سایه ی قیمت نتیجه گیری، پیکانِ از پیش خروجی، برای (۸ .۳) رابطه ی تفسیر در

را خروجی قید در تغییر اثر می توان گرفت، نظر در ثابت را آن می توان و دارد را خود بهینه ی مقدار گسترش ضریب چون اما است.

واحد یک خروجی که می یابد کاهش زمانی گسترش ضریب کرد. بررسی دارد، قرار مرز روی که (θj0yrj0) مقدار در تغییر ارزیابی با

می شود). کاراتر (واحد می یابد افزایش کارایی نمره ی یعنی یابد؛ افزایش ناکارا

حاشیه ای افزایش اثر بر گسترش ضریب کاهش «میزان به صورت می توان را خروجی قید روی سایه قیمت ناکارا، واحد یک برای

(بی بعد) گسترش ضریب «واحد سایه، قیمت اندازه گیری واحد کرد. تفسیر مرزی» نقطه ی یک در ارزیابی شده موردنظر، خروجی متغیر

است. خروجی» اندازه گیری واحد یک ازای به

22Face.
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مشابه به طور و می شود؛ نامیده مجازی» «ورودی ،vij0xij0 یعنی ورودی، یک و سایه قیمت حاصل ضرب ،DEA ادبیات در

دوگان مسأله ی هدف تابع از که همان گونه دارد. نام مجازی» «خروجی ،urj0yrj0 یعنی خروجی، یک و سایه قیمت حاصل ضرب

طبق بااین حال می کند. بیان بهینه جواب کارایی نمره ی در را مربوطه متغیر سهم فقط مجازی ورودی می شود، دیده (۳ .۳) رابطه ی در

آوردن به دست برای است. بی بعد و می کند بیان ۱ مقدار در را خود سهم تنها مجازی خروجی ،(۳ .۳) در دوگان مسأله ی قید اولین

خط در نتیجه گیری پیکانِ از پیش عبارت در که همان گونه کرد، ضرب کارایی نمره ی در را دوگان متغیر باید کارایی، نمره ی در آن سهم

می شود. دیده (۸ .۳) رابطه ی سوم

داد. ارائه (۳ .۳) دوگان مسأله ی از استفاده با مستقیم به طور می توان را تولید تابع مرسوم مفاهیم به صورت سایه قیمت های تفسیر

از وجه (اگر می دهد تشکیل را متناظر وجه ابرصفحه ی معادله ی و بود خواهد برقرار تساوی با j0 واحد برای بهینه جوابِ در دوم قید

اول معادله ی از مشتق گیری با کنیم، فرض کارا واحد یک را j واحد اگر می شود). گفته رویه۲۳ آن به باشد m+ s− 1 کامل بعد

می آوریم: دست به زیر

−
s∑

r=1

urj0yrj +

m∑
i=1

vij0xij + uj0 = 0

− urj0dyrj + vij0dxij = 0 ⇒ dyrj
dxij

=
vij0
urj0

.

(۹ .۳)

شده ارزیابی وجهی روی بر نقطه ای در که است r نوع از خروجی برحسب i ورودی نهایی بهره وری اقتصادیِ مفهوم همان این

نوع از استفاده با است). شده بیان ،[۴۴۰ ص. ،۴] مرجع در نتیجه (این دارد. قرار آن روی j0 ناکارای واحد تصویرِ که است

می آوریم: به دست را زیر عبارات مشابه به طور نیز i′ ورودی و r′ خروجی

−urj0dyrj − ur′j0dyr′j = 0 ⇒ dyrj
dyr′j

= −ur′j0

urj0

,

vij0dxij + vi′j0dxi′j = 0 ⇒ dxij

dxi′j
= −vi′j0

vij0
.

(۱۰ .۳)

صورت .i و i′ ورودی بین حاشیه ای جانشینی نرخ دوم عبارت و است r و r′ خروجی بین حاشیه ای تبدیل نرخ اول عبارت

دیگر وجه به وجهی از اما ثابت اند وجه یک روی بر اقتصادی بنیادی مفهوم سه این که معناست بدین مرزی تولید تابع «چندرویه ای»

می کنند. تغییر

این برای سایه قیمت های جواب بنابراین هستند؛ صفر) اسلک با کارا (واحدهای رأسی کارای واحدهای رأس، نقاط که می دانیم

صلاحیت شرط که آنجا از دارند. تعلق مرزی تولید تابع سطح در وجه یک از بیش به واحدها این زیرا بود، نخواهد یکتا لزوماً واحدها

کنیم. استفاده واحدهایی چنین بر داده ها تغییر اثر بررسی برای پوشش قضیه ی از نمی توانیم نیست، برقرار رأس واحدهای برای قید۲۴

اما شده اند؛ گرفته هم معنا بازار قیمت های با v و u دوگان متغیرهای به معنای سایه قیمت های اوقات گاهی DEA ادبیات در

حداقل سازی مانند اقتصادی  راهبردهای که کنیم فرض دارند قرار مرز درونِ در که را واحدهایی اگر باشیم. محتاط باید این جا در

و (۹ .۳) روابط در دوگان متغیرهای نسبت های با بازار قیمت های نسبت های آنگاه می کنند، دنبال را سود بیشینه سازی یا هزینه

بازارِ قیمتِ و ورودی قید متناظرِ دوگانِ متغیر جایگزین می تواند ورودی یک بازارِ قیمتِ بود—به طوری که خواهند متناظر (۱۰ .۳)

تناظـر یک نمی توانیم بیشتر، اطلاعات بدون که باشید داشته توجه اما شود. خروجی قید دوگانِ متغیر جایگزین می تواند خروجی یک

23Facet.
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چندانی چیز ناکارا واحد یک اقتصادی سازگاری درباره ی نمی توان این، بر افزون کنیم. برقرار قیمت یک و دوگان متغیر یک میان

تا شود ارائه توضیحاتی است لازم بگیریم، نظر در سود حداکثرسازی یا هزینه حداقل سازی عقلانی اهداف واحد این برای اگر گفت؛

کرد. اندازه گیری ناکارا را واحدی چنین بتوان

هنگامی حاشیه ای جانشینی و تبدیل نرخ های و نهایی بهره وری اقتصادیِ مفاهیم که می شود نتیجه (۱۰ .۳) و (۹ .۳) روابط از

یا صفر مقادیر حالت این در باشند؛ صفر مربوطه وجه روی خروجی ها یا ورودی ها برای دوگان متغیرهای که نیستند تدوین قابل

معنادار اقتصادی تفسیر دارای کامل بعد با وجه هایی برای تنها اقتصادی مفاهیم همه ی می آید. به دست بی نهایت (بعلاوه/منهای)

شرط در متغیر آن که معناست این به (۳ .۳) مسأله ی در خروجی یک به مربوط دوگانِ متغیر یک بودن صفر این، بر افزون هستند.

در مستقیم به طور ورودی آن که معناست بدان ورودی یک به مربوط دوگانِ متغیر یک بودن صفر ندارد. مشارکتی یک، تا جمع شدن

مقادیر شیوع .([۱۴] مرجع به کنید رجوع شد؛ خواهند معکوس ورودی محور مسأله ی برای (نقش ها نمی کند مشارکت کارایی نمره ی

ما رویکرد این بااین حال، کنند. بودن مثبت به مقید را آن ها که است شده رویکردهایی توسعه ی به منجر دوگان متغیرهای برای صفر

.[۱۴] می سازد مواجه الزام آور قیدهای صورتِ در تحلیل گر توسط جواب ها تعیین مسأله ی با را

و ژو۲۵ در جامعی مرور دارد. وجود سایه قیمت های محاسبه ی به علاقه ای کارایی، ادبیات در سایه. قیمت های محاسبه ی .۳ .۳

یک روی بر (۱۳) در موجود روابط از که است [۷] همکاران و فره۲۶ مقاله ی اولیه، مقالات از یکی است. شده ارائه [۲۰] همکاران

که همان طور است. چالش هایی دارای سایه قیمت های یافتن رویه ی حال، این با می کند. استفاده برآوردشده پارامتریکِ فاصله ی تابع

در فروضی هیچ DEA در شد، بیان ۲ بخش در که همان طور اما می شوند. ارزیابی مرزی نقطه ی یک در سایه قیمت های شد، گفته

توسط نقطه آن در سایه قیمت های ارزیابی و ناکارا واحد یک تصویرِ نقطه ی بنابراین، نیست. مطرح واحدها اقتصادی رفتار مورد

در که واحدهایی باشد. بهینه سازی انجام حال در که ندارد وجود مشاهده شده ای واحد هیچ فرض، طبق و می شود، انجام تحلیل گر

نیستند. یکتا نقاط این در سایه قیمت های شد ذکر پیش تر که همان طور اما دارند، قرار رأس نقاط در عمدتاً می شوند شناخته کارا نهایت

نقطه ی آنگاه برسد، مرز بر واقع نقطه ی یک به دستیابی چگونگی و تولید مرز از تازه درکی به ناگهان واحد یک مدیر اگر این، بر علاوه

گاهی کند. حرکت آن ها به بخواهد جدید بینش های این به واسطه ی است ممکن مدیر که بود خواهد نقاطی بسیار از یکی صرفاً تصویر

تصویر نقطه ی که می برد رنج ضعفی همان از ایده این اما می روند، به کار واحدها برای تحلیل گر) (توسط هدف به عنوان تصویر نقاط

بیشینه سازی مثلا مانند هدفی تابع لزوماً شعاعی تصویرِ نقطه ی یک است. رسیدن جهت تلاش برای ممکن نقاط بسیاری از یکی تنها

نمی دهد. نمایش را سود

در گوشه ای نقطه ی یک با متناظر ۱ شکل در Q′ نقطه ی و باشیم داشته ورودی دو و خروجی یک تنها کنیم فرض مثال، به عنوان

(۱۰ .۳) در دوم رابطه ی از استفاده با را q1 دیگر قیمت تا کنیم تلاش می توانیم بدانیم، را ورودی ها از یکی q2 قیمت اگر باشد. ۲ شکل

تعریف شده سایه قیمت های گوشه ای نقاط در حال، این با .q1 = q2v1/v2 کنیم: برآورد هزینه حداقل سازی شرط کردن وارد با و

قیمت معلوم بودن فرض با است، مشهود ۲ شکل از که همان طور شود. استفاده راست سمت یا چپ سمت مقادیرِ از باید لذا و نیستند

برای متفاوتی برآوردهای می کنند، عمل مشاهدات برای هزینه حداقل کننده ی معیارهای به عنوان که مختلف گوشه ای نقاط برای ،q2
می آید. به دست q1

25Zhou.
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ⅮEA در بیشتر پیشرفت های .۴

دو مرحله ای برآورد روش های به کارگیری و کارایی نمره ی برآوردهای آماریِ تفسیر توسعه ی از: عبارت اند DEA در مهم پیشرفت دو

اهمیت DEA تحلیل های از سیاست گذاران استفاده ی برای پیشرفت دو هر توضیحی۲۷. متغیرهای بر کارایی نمرات رگرسیون برای

دارند.

مشاهده مطالعه مورد واحدهای تمام اگر حتی می کند. استفاده نمونه واریانس کنترل برای بوت استرپینگ۲۸ از نخست، پیشرفت

هستند. تصادفی متغیرهای تحقق های به وابسته مشاهدات که می کند فرض چنین معمولا داده تولید استاندارد فرآیند باشند، شده

شده بنا فرض شده داده ی تولید فرآیند اساس بر شبه مشاهده۲۹ زیادی تعداد تولید پایه ی بر که است آماری تکنیک یک بوت استرپینگ

نمود برقرار به گونه ای را اطمینان فواصل و کرد برآورد را نمونه گیری سوگیریِ می توان روش این در .([۱۹] منبع به کنید (نگاه است

دهد. به دست کارایی نمرات اتکاپذیری میزان از معیاری که

است این نیز روش شناختی مشکل یک نیستند. شناسایی قابل آسانی به ناکارایی دلایل شد، اشاره ۲ بخش در که همان گونه

داشته نگه محدود DEA تحلیل در استفاده شده متغیرهای تعداد باید مشاهدات، تعداد از ناشی آزادی درجه ی محدودیتِ به دلیل که

DEA تحلیل در (که متغیرها از مجموعه ای بر کارایی نمرات آن در که است شده گرفته به کار دومرحله ای روش یک ازاین رو، شود.

دومرحله ای روش های از استفاده بااین حال، می شود. رگرسیون می رسد، به نظر معقول ناکارایی با آن ها ارتباط و نشده اند) استفاده

که است این کلیدی مسأله ی یک نظریه. بر مبتنی تا است اکتشافی بیشتر هم بسته اند، کارایی نمرات با که متغیرهایی یافتن برای

تحت تأثیر نیز را تولید امکان مجموعه ی اینکه یا می گذارند اثر کارایی نمره ی بر تنها محیطی متغیرهای به موسوم متغیرهای چنین آیا

بر می توانند زیرا شوند، سوگیری ایجاد باعث است ممکن توضیحی متغیرهای این که اینجاست روش شناختی مشکل می دهند. قرار

که هستند سوگیری بدون دوم مرحله ی برآوردهای زمانی تنها بگذارند. تأثیر ( (۱ .۳) (یا (۲ .۲) روابط در تولید امکان مجموعه ی

آماریِ آزمودن بااین حال، ندهند. تغییر را مرزی) تابع (یعنی مجموعه این مرز و بگذارند اثر کارایی نمره ی بر تنها توضیحی متغیرهای

است. دشوار مسأله ی خیر، یا دارد وجود وابستگی توضیحی متغیرهای و مجموعه مرز بین آیا این که

نتیجه گیری .۵

اندازه های برای ارائه شده تصویرسازی های می دهند. شکل را کارایی تحلیل های فقرات ستون [۸] فارل فنی کارایی اندازه های

غیرپارامتریِ رویکرد همچنین بدهد. کلیدی مفاهیم از فوری درک ناآشناست، کارایی تحلیل با که خواننده ای به باید مرجع آن در کارایی

گسترده به طور سال ها طی که می کند ارائه برآوردی فلسفه های از روزنه ای [۸] مرجع در عملکرد بهترین به مربوط مشاهدات پوشاندن

بر مبتنی پارامتری مرزهای از استفاده با چه و غیرپارامتری حالت در خطی برنامه ریزی پایه ی بر چه گرفته اند؛ قرار بررسی مورد

چندان امروزه است، بهره وری مفهوم یک بر مبتنی که [۴] همکاران و چارنز بنیادین مقاله ی نسبت محورِ فرم اقتصادسنجی. روش های

به بازده که [۱] همکاران و بنکر مقاله ی در DEA خطی برنامه ریزی مدل صورت بندی حال، این با نمی گیرد. قرار استفاده مورد

دارد. تکیه بنیادین مقاله ی دو هر نکات بهترین بر می دهد، نمایش را متغیر مقیاس

یک قیدهای برای که می رود به کار لاگرانژی پارامترهای برای نامی به عنوان اقتصاددانان توسط کلی به طور سایه قیمت های مفهوم

،[۱] همکاران و بنکر در ارائه شده DEA مدل از استفاده با می شوند. گرفته کار به لاگرانژی از استفاده هنگام بهینه سازی مسأله ی

تحدب تأمین و ورودی ها، خروجی ها، شامل می شود، ایجاد کارایی نمرات برآورد برای که خطی برنامه ریزی مسأله ی در موجود قیدهای

روشن می شوند) نامیده نیز ضرایب یا وزن ها گاه (که سایه قیمت های به مربوط تفسیرهای که است حیاتی جواب، فهمیدن برای است.

27Explanatory variables.
28Bootstrapping.
29Pseudo-observations.



۲۹ ⅮEA اقتصادی تفسیرهای

ورودی محور مدل برای کارایی نمره ی هدف، تابع نمی شوند. بیان صریح تفسیرها این که می آید پیش اغلب DEA ادبیات در باشند.

کارایی، نمره ی یعنی هدف، تابع در تغییر بیانگر بهینه جواب یک در سایه قیمت های است. خروجی محور مدل برای آن معکوس یا

فرض (با ارزش تابع مشتق های ارزیابی هستند. خروجی یا ورودی برون زای مشاهدات در تغییر از ناشی قید در تغییری به دلیل

سایه، قیمت های که می دهد نشان پوشش قضیه ی از استفاده با شده اند) جای گذاری هدف تابع در که یکتا بهینه ی جواب های وجود

روی تصویر نقطه ی با ناکارا واحد یک برای خروجی محور) در گسترش ضریب یا ورودی محور (در کارایی نمره ی در نهایی تغییرات

نهایی نرخ های نظیر اقتصادی مفاهیم با پیوندی امر این می کنند. بیان ورودی ها و خروجی ها نهایی تغییرات از را وجه یک درون مرز

نسبت های از مفاهیم این همه ی می کند. برقرار نهایی بهره وری های و ورودی ها، میان جانشینی نهایی نرخ های خروجی ها، میان تبدیل

مسأله ساز سایه، قیمت های اصطلاحاً استخراج برای بهینگی اقتصادی شرایط از استفاده می آیند. به دست سایه قیمت های مناسب

اگر اینکه دیگر مشکل ندارد. سایه قیمت های برای یکتایی جواب هیچ گوشه ای نقطه ی یک که است این مشکلات از یکی است.

فرض با احتمالا که چیزی می کند؛ تغییر مشاهده تغییر با دیگر قیمت های برآورد باشد، معلوم خروجی ها یا ورودی ها از یکی قیمت

است. تضاد در واحدها همه ی برای مشترک قیمت های وجود استانداردِ

سپاس گزاری

عنوان با «Kostnadseffektiv drift av Forsvaret (KOSTER IV)» پژوهشی برنامه ی چارچوب در مقاله این

[۱۵] فورسوند ۳ و ۲ بخش های بر و است شده نوشته (FFI) نروژ دفاعی پژوهش های سازمان در دفاع) در هزینه ای (کارایی

برای (Kenneth Løvold Rødseth) ردست لوۇلد کنت و (Torbjørn Hanson) هانسن توربیورن قدردان من دارد. بنا

هستم. ارزشمندشان نظرات و دیدگاه ها

ChatGPT مصنوعی هوش ابزارهای از مقاله، این اولیۀ نسخۀ زبانی ویرایش و پیش نویس تهیۀ در که می دارد اعلام مترجم

متن علمی صحت و دقت از تا است شده تأیید و ویرایش بازبینی، وی توسط به دقت نهایی محتوای حال، این با است. کرده استفاده
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دستاوردهای و علمی پربار حیات به کادمیک آ دینی ادای و تحلیلی است روایتی رو، پیش نوشتار چکیده.

وی ریاضی. آموزش حوزۀ طلایه داران از و ممتاز استاد ،(۱۹۴۲ –۲۰۲۶) پرزمگ نورما پروفسور پیشگامانۀ

میانجی گری و دیداری واسطه مند فرآیندهای چون مفاهیمی صورت بندی با جریان ساز، پژوهشگری قامت در

حوزه این ادبیات پرس— تحلیلی منظر از —به ویژه نشانه شناسی بدیع کاربست همچنین و اجتماعی‑فرهنگی،

بر ایشان، علمی آثار سپهر و دانشگاهی بالندگی مسیر واکاوی ضمن یادبودنامه، این ساخت. دگرگون عمیقاً را

منش بازتابانندۀ متن این کادمیک، آ وجوه کنار در دارد. تمرکز بین المللی مجامع هدایت در وی راهبردی نقش

است؛ تکمیلی تحصیلات پژوهشگران نوپای نسل و همکاران فکری پرورش در او بی بدیل تعهد و اخلاقی

خواهد نگاه روشن آیندگان برای را ریاضی آموزش پویایی و تعالی مسیر اندیشه اش، ردپای که ماندگار میراثی

داشت.

می باشد: زیر مقالۀ ترجمۀ مقاله این

J. Haley and G. Kaiser, Remembering Norma Presmeg, 1942–2026 – an obituary, ZDM

Mathematics Education 58 (2026), 345–347.
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۳۳ ۲۰۲۶ −۱۹۴۲ پرزمگ، نورما سوگ در

برجسته اندیشمندان از یکی ممتاز، استاد پرزمگ۱، سی. نورما دکتر درگذشت با ریاضیات آموزش جامعۀ ،۲۰۲۶ فوریه ۲۵ در

با می برد، سر به تنسی۳ ۲ مری ویل در خود خانوادۀ کنار در که حالی در سالگی، ۸۳ در او داد. دست از را خود دلسوز انسان های و

طی کرد، ایفا محوری نقشی خود تخصصی حوزۀ جهانی اعتلای و توسعه در که نورما بست. فرو جهان از چشم کلاسیک موسیقی نوای

ممتاز دانش آموختۀ به عنوان جنوبی آفریقای در وی پرداخت. آموزشی فعالیت های به متعددی قاره های در خویش حرفه ای پربار حیات

دوازده آن، از پس گرفت. پی ناتال۶ دانشگاه و رودز۵ دانشگاه در را خود تحصیلات سپس و شد برگزیده شپستون۴ پورت دبیرستان

انگلستان کمبریج۷ دانشگاه از را خود دکتری درجۀ او ،۱۹۸۵ سال در داشت. اشتغال دبیرستان مقطع در ریاضیات تدریس به سال

آلن راهنمایی تحت کلاسی»۸ بررسی یک دبیرستان: ریاضیات در بصری میانجی فرایندهای «نقش عنوان با وی رسالۀ کرد. دریافت

مشغول تدریس به دوربان‑وستویل۱۰ دانشگاه در و بازگشت جنوبی آفریقای به دکتری دورۀ اتمام از پس او شد. نگاشته بیشاپ۹

ایالتی دانشگاه سپس و فلوریدا۱۱ ایالتی دانشگاه علمی هیأت به ابتدا و کرد مهاجرت متحده ایالات به ۱۹۹۰ سال در نورما شد.

می نامید، جهان»۱۳ «شهروند را خود همواره اگرچه دوران، این در یافت. ارتقا ریاضیات استادی مقام به آنجا در و پیوست ایلینوی۱۲

می بالید. خود بر بود، درآمده متحده ایالات تابعیت به اینکه از اما

آنان شکوفایی دغدغه مند وجود تمام با که چرا داشت؛ دانشجویانش میان عمیق محبوبیتی همواره بی دریغ، استادی مقام در نورما،

شمار به علمی میدان این پیشگامان و طلایه داران از یک، هر و پراکنده اند جهان جای جای در امروز او مکتب دانش آموختگان بود.

را انسانی علوم لطافت غبطه برانگیز شکلی به زیباست!»، «ریاضیات که می شد شناخته آشنا باور این طنین با همواره که او می روند.

همواره آموزش حرمت و نکرد فروکش هرگز ریاضیات استوار منطق و ظرافت به شیفتگی او، وجود در زد. پیوند پایه علوم صلابت با

میراثی جهان، پژوهشگران با هم اندیشی دهه ها طی در او حرفه ای شرافت و علمی خدشه ناپذیر انسجام بصیرت، شد. داشته پاس

گذاشت. جای بر علمی جامعۀ برای ماندگار و پربار

آثار ویراستاری و تألیف خود، کادمیک آ حیات طول در او می گیرد. بر در را پژوهشی مضامین از کم نظیری گسترۀ او علمی کارنامۀ

فعالیت های انجام برای گوناگون بافت های بین گذار » کتاب آن ها، برجسته ترین از یکی بی شک که آثاری کرد؛ راهبری را متعددی
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عنوان با دیگری اثر در را ژرف نگری و تنوع این ردپای شد. منتشر بیشاپ۱۵ و آبرو همکاری با ۲۰۰۸ سال در که است ریاضی»۱۴

به کادونز۱۷ و راث رادفورد، هم فکری با ۲۰۱۸ سال در که یافت می توان نیز ریاضیات»۱۶ آموزش در نشانه شناسی دلالت: «نشانه های

هامبورگ در ۱۸(IⅭⅯE) ریاضی آموزش بین المللی کنگرۀ سیزدهمین پیش درآمد مجموعه مقاله های بسط یافتۀ کتاب، این نشست. ثمر

۲۰۱۹ سال در ریاضیات»۱۹ آموزش در نوپا پژوهشگران برای جامع «مجموعۀ انتشار کنگره، این ثمرات دیگر از است. (۲۰۱۶)

جامعۀ پیشکش بی دریغ را پژوهش عرصۀ در خود پربار اندوخته های آن، در که اثری بود؛ یادداشت همین دوم نویسندۀ مشارکت با

در پیشتر که روش ها»۲۰ و روش شناسی از نمونه هایی ریاضیات: آموزش در کیفی پژوهش «رویکردهای کتاب همچنین، کرد. علمی

غنی تجربۀ در مستقیماً و اوست علمی تعهد از دیگری تبلور بود، رسیده چاپ به کنیپینگ۲۱ و بیکنر‑آسباس همراهی با ۲۰۱۵ سال

دارد. ریشه میدان این در دیرپایش و

همایش هاست؛ مقاله های مجموعه و کتاب ها نشریات، معتبرترین در داوری شده مقالات از پربار گنجینه ای نورما، پژوهشی کارنامۀ

تصویرسازی واکاوی از آمیخت؛ هم در را متنوعی مضامین او اندیشۀ گسترۀ است. چندبعدی و پویا ذهنی تجلی گاه که میراثی

بسط راستای در پیرسی۲۲ نشانه شناسی چارچوب ظریف کاربست و آموزش، در نشانه شناسی تا گرفته ریاضیاتی بازنمایی های و

آموزش فرهنگی ابعاد بر و رفت انتزاعی مفاهیم از فراتر متمادی، دهه های طول در او بنیادین دغدغۀ اما نظری. رویکردهای

او مقالۀ در می توان را فکری هم نهادی این اوج شد. متمرکز نژاد و هویت اجتماعی‑فرهنگی، میانجی گری بر کید تأ با ریاضیات،

مدرسه ای ریاضیات و عملی رویه های نورما، فکری منظومۀ در داد نشان به خوبی که اثری یافت؛ نشانه شناختی چارچوب پیرامون

پویایی می تنیدند. ریاضی پژوهش و آموزش ارتقای برای را واحد شبکه ای تاروپود بلکه نبودند، جزیره ای و ازهم گسسته مفاهیمی

در را تازه ای مسیر ذهنی، تصویرسازی باب در کروتتسکی۲۳ آرای از نورما دقیق خوانش نماند. محدود مرزها همین به او علمی

یافتن برای تلاش او، کارنامۀ وجه بدیع ترین شاید انجامید. مسئله حل حوزۀ در عمیق تری مطالعات به بعدها که گشود او پژوهش های

او علمی رسالت با هنر و موسیقی به شخصی اش شیفتگی آن، در که عرصه ای باشد؛ ریاضی آموزش ساحت در علم و هنر تلاقی نقطۀ

گذاشت. یادگار به او از را الهام بخش و کل نگر رویکردی و درهم آمیخت

و ریاضیات۲۴ آموزش روان شناسی گروه بین المللی کمیتۀ جمله از بود؛ متعددی سازمان های در مشارکت جو و فعال عضوی او

هیأتمدیرۀ عضو جایگاه در خدمت با و بود PⅯE جامعۀ در پویا و ارزشمند عضوی دهه، چند طول در وی آن. شمالی آمریکای شاخۀ

پیرامون بحث گروه یک راهبری وی کلان، و خرد سخنرانی های ارائۀ کنار در گمارد. همت جهانی همکاری های ترویج به بین المللی،
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پژوهشی مجمع یک و (۲۰۰۳) هاوایی۲۵ در PⅯE کنفرانس هفتمین و بیست در را ریاضیات فرهنگی و نشانه شناختی جنبه های

سی امین در او داشت. عهده بر (۲۰۰۱) اوترخت۲۷ در PⅯE کنفرانس پنجمین و بیست در را استریف لند۲۶ لین میراث موضوع با

نگاشت ها و ذهنی تصویرسازی نقش به نشانه شناختی «نگاهی موضوع با جامعی سخنرانی ،(۲۰۰۶) پراگ۲۸ در PⅯE کنفرانس

برگزار علمی» مقالات داوری «کیفیت خصوص در سمیناری ،۲۰۰۸ سال در همچنین نمود. ارائه ریاضیات» یادگیری و تدریس در

نمود. تسهیم ریاضیات آموزش جامعۀ با را علمی داوری و ویراستاری عرصۀ در خود بی کران دانش و کرد

در مؤثر حضور جمله از داشت؛ مشارکت نیز ریاضی۲۹ آموزش بین المللی کمیسیون برنامه های در حرارت و شور همین با وی

نشانه شناختی، نظری «چارچوب های عنوان تحت ارائه ای با ۲۰۰۸ سال در کمیسیون این تأسیس سالگرد صدمین سمپوزیوم۳۰

جستجویی پژوهشی: قلمرو یک مثابۀ به ریاضیات «آموزش پژوهش در او ریاضیات». آموزش در خیال پردازانه عقلانیت و خلاقیت

ریاضیات آموزش انسانی: پیچیدۀ جهان های در تعادل «ایجاد بنیادین مقالۀ کیلپاتریک۳۲، و سیرپینسکا۳۱ ویراستاری به هویت» برای

هنوز اگرچه ریاضیات، آموزش که کرد کید تأ اثر این در وی درآورد. تحریر رشتۀ به را مستقل» و نوظهور علمی رشتۀ یک به عنوان

هویت ریاضی، علم به وثیق وابستگی وجود با که می رود شمار به مستقل پژوهشی میدان یک اما است، توسعه حال در و نوپا رشته ای

نظارت تحت یک بار سال چهار هر که IⅭⅯE سلسله کنفرانس های در را مسئولیت هایی مستمر به طور او داراست. را خود خاص

دیداری، تجسم ارتباطات، و زبان باب در بحث و مطالعاتی گروه های سازمان دهی راستا، این در می کرد. تقبل می شود، برگزار IⅭⅯI

پرداخت. مقاله ارائۀ به آن ها در پیوسته به طور ۱۹۸۰ سال از و داشت عهده بر کنگره این مختلف دوره های در را نشانه شناسی و

جنوبی، آفریقای و شمالی آمریکای در به ویژه منطقه ای، و محلی علمی مجامع در خویش ژرف دانش بی دریغ انتقال در او

از نساخت؛ محدود اول طراز پژوهش های به تنها را علمی اش رسالت که بود بین الملل عرصۀ در اندیشمندی وی بود. گشاده دست

اختصاص گوناگون همایش های حاشیۀ در دکتری برنامه های هدایت و مشاوره به او برون مرزی تعاملات از چشمگیری بخش رو، همین

نمی گنجد. فشرده ای توصیف هیچ در که است چنان او خدمات گسترۀ و پربار کارنامۀ می یافت.

عمل به ریاضیات آموزش جامعۀ از استوار حمایتی متعدد، مجلات برای مقالات داوری و ویراستاری فعالیت های طریق از نورما

می شود، محسوب حوزه این پرچمدار نشریات از که ریاضیات»۳۳، در تربیتی «مطالعات مجلۀ در او بسزای سهم میان، این در آورد.

این سردبیر جایگاه در ۲۰۱۳ تا ۲۰۰۹ سال از و تحریریه هیأت اعضای از یکی به عنوان ۲۰۰۸ تا ۲۰۰۰ سال از وی است. درخشان

موجب والا، کیفی استانداردهای و دقت با تلفیق در وی سازندۀ توصیه های بود؛ افسانه ای ویراستاری در او عملکرد کرد. خدمت مجله

ویراستار نقش پذیرش با او نیز، اخیر سال های در گیرد. قرار اجتماعی۳۴ علوم استنادی نمایۀ در ۲۰۱۲ سال در مجله این تا شد

این با نمود. پشتیبانی است، SSⅭI در نمایه شده و پیشگام نشریات از نیز آن که ریاضیات»۳۵ آموزش − ZDM» مجلۀ از زبانی،
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به ایده ها منطقی سیر و متن انسجام پیرامون ارزشمندی بازخوردهای و می رفت فراتر زبانی صرفاً اصلاحات از وی مداخلات وجود،

برای او نظرات از بهره مندی و بود همراه مؤلفان اندیشه های و آرا به نسبت تام احترام با همواره او برخورد می داد. ارائه نویسندگان

می شد. محسوب بسزا افتخاری پژوهشگری هر

ZDM» و ریاضیات» در تربیتی «مطالعات نظیر مجلاتی در را پرارجاعی و متعدد مقالات او ویراستاری، خدمات این بر علاوه

برای تنها نه بودند، برخوردار کیفی استانداردهای بالاترین از که فاخر مقالات این نگارش با وی رساند. چاپ به ریاضیات» آموزش −

گشت. مبدل بی بدیل الگوی یک به علمی جامعۀ اعضای تمام برای بلکه نوپا، پژوهشگران

در چه نهاد، گام عرصه ای هر در که شخصیتی آموختن؛ تشنۀ و پوینده همواره است انسانی تصویرگر نورما، فردی حیات بر درنگی

با رویارویی شوق به تنها تازه زبان های یادگیری و پیانو نواختن از سرآمدی، این گسترۀ درخشید. خوش آن، از بیرون چه و علم ساحت

بود، طبیعت در گشت وگذار و سفر شیفتۀ که او می گرفت. بر در را پیچیده و ظریف دست بافته های خلق و پرشور باغبانی تا چالش ها،

می شد؛ لذت در غرق آسمان پرتب وتاب کرانۀ تماشای از و می دوخت چشم پیرامونش زیبایی های به قدرشناس روحیه ای با همواره

صلابت از برخورداری با نورما می یافت. و می جست آدمیان در را خصلت ها نیک ترین همواره که بود زیباپسند و ژرف نگاه همین با

می دانست. پاسخگو معیارها عالی ترین برابر در پیوسته را خویشتن و برگزید را اصولی و اخلاقی سراسر زیستی کم نظیر، شخصیتی

افتخارات و القاب به رغبتش از سالیان، گذشت با چنان که داشت؛ متواضعانه منشی همواره دینی، فعالیت های استمرار کنار در وی

نهاد. درونی بالندگی و تعالی گرو در دل پیش، از بیش و شد کاسته بیرونی

عمیقش، رأفت و نافذ خرد بود. زیستن برای بهتری جای حضورش با که گفت ترک را جهانی خالصانه، خدمت عمری از پس او

این که باشد بود. او وجودی گوهر بازتاب که دستاوردهایش، محصول فقط نه که تأثیری بخشید؛ روشنایی را انسان هزاران زندگی

یابد. ادامه راهش و بماند زنده ما کردار و منش در گران بها، میراث

سپاس گزاری

بهبود و علمی غنای در مهمی نقش خود، ارزشمند و راهگشا نظرات ارائۀ و دقیق مطالعۀ با که ناشناس داور دو از بدین وسیله

دارم. را قدردانی و تشکر کمال کردند، ایفا مقاله این نهایی نسخۀ

است. کرده استفاده مصنوعی هوش ابزارهای از مقاله، این اولیۀ نسخۀ زبانی ویرایش و پیش نویس تهیۀ در که می دارد اعلام مترجم

حاصل اطمینان متن علمی صحت و دقت از تا است شده تأیید و ویرایش بازبینی، وی توسط به دقت نهایی محتوای حال، این با

شود.
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Abstract. This text serves as a retrospective of the academic life and
distinguished achievements of Professor Norma Presmeg (1942–2026), Profes-
sor Emerita and a preeminent scholar in the field of mathematics education.
Throughout her academic career, she was instrumental in expanding the fron-
tiers of knowledge in domains such as visually mediated processes, semiotics
—particularly through a Peircean lens— and sociocultural mediation. By ex-
amining her academic background, scholarly oeuvre, and pivotal leadership roles
within international academic communities, this memorial tribute illuminates
her exemplary character and the profound, enduring impact she had on re-
searchers, colleagues, and graduate students alike. Ultimately, it honors her
scholarly legacy as a foundational pillar in the advancement of mathematics
education.
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غیرده دهی ارزش مکانی عددنویسی دستگاه یک از متقدم نمونه ای
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ایران تالش، اسلامی، آزاد دانشگاه تالش، واحد ریاضی، گروه
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ریاضی دانان، از شماری توسط میلادی هفدهم سدۀ طی در غیرده دهی عددنویسی دستگاه های ایدۀ چکیده.

توسعه و بسط وایگل ارهارد و لوبکوویتس کاراموئل خوان لایب نیتس، ویلهلم گوتفرید هریوت، توماس به ویژه

دستگاه شولتسه، آنتون نام به آلمانی ریاضی دان یک شانزدهم، سدۀ اواخر در و آن از پیش حال، این با یافت.

گذاشته نمایش به دستگاه این در را حساب اصلی اعمال و داده شرح را ۲۴ مبنای در ارزش مکانی عددنویسی

۱۵۸۴ سال در که بازرگانی حساب موضوع با خود درسی کتاب در مثالی قالب در را الگو این شولتسه بود.

که مذکور کتاب بسط یافتۀ ویرایش در تغییرات اندکی با را روش همین سپس وی بود؛ گنجانده گردید، منتشر

کرد. ارائه مجدداً رسید، چاپ به ۱۶۰۰ سال در

می باشد: زیر مقالۀ ترجمۀ مقاله این

L. Koudela, An early example of a nondecimal positional number system, Hist. Math. 72

(2025), 2–7.
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بازرگانی. حساب شولتسه، آنتون بیست وچهار، مبنای دستگاه غیرده دهی، عددنویسی دستگاه های کلیدی. واژگان
۱۴۰۵/۰۳/۳۱ برخط انتشار ۱۴۰۵/۰۳/۳۱ پذیرش ۱۴۰۵/۰۲/۲۵ بازنگری ۱۴۰۵/۰۲/۱۱ دریافت تاریخ:

۶ ریاضی، علوم سوی به غیرده دهی، ارزش مکانی عددنویسی دستگاه یک از متقدم نمونه ای امیری، ا. مقاله: این به ارجاع نحوه
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مقدمه .۱

لاتین ترجمه های یافتند. راه اروپا به مورها۱ حاکمیت تحت اسپانیای طریق از میلادی دهم سدۀ تا حداکثر هندو‑عربی اعداد

این انکارناپذیر مزایای علی رغم کردند. ایفا ده دهی۲ ارزش مکانی دستگاه گستردۀ پذیرش در بسزایی نقش حساب، باب در عربی کتب

و نبود ساده و سرراست چندان مالیه و تجارت آموزشی، نظام به آن ورود فرایند حساب، بنیادین عملگرهای اجرای در نوین دستگاه

یافت. تداوم مدت ها تا رومی اعداد از استفاده حوزه ها، برخی در

۱۰ عدد از غیر مبنایی با ارزش مکانی عددی دستگاه های به کارگیری امکان میلادی، هجدهم سدۀ اوایل و هفدهم سدۀ طول در

نمود. ایفا (۱۷۱۶ –۱۶۴۶) لایبنیتس۴ ویلهلم گوتفرید را دودویی۳ دستگاه توسعۀ در پیشگام نقش گرفت. قرار پذیرش مورد تدریجاً

،۱۶۹۷ ژانویۀ ۱۲ مورخ گوست۵ آ رودولف دوک به خود مشهور نامۀ در و پرداخت دودویی حساب به ۱۶۹۰ دهۀ دوم نیمۀ در وی

نمایش ایدۀ که می دهد نشان لایبنیتس از به جامانده دست نوشته های حال، این با .[۳۱ ص. ،۳] کرد توصیف را دودویی اعداد دستگاه

به کلیدی اهمیتی راستا، این در .[۱۵] است بوده وی شدید علاقۀ و توجه کانون ۱۶۷۰ دهۀ طول در دودویی، دستگاه قالب در اعداد

پیش تر لایبنیتس که می رود احتمال این، بر افزون می شود. داده نسبت ۱۶۷۹ سال در نگاشته شده دودویی»۶ تصاعد باب «در رسالۀ

باشد. پرداخته دودویی حساب در کاوش به نیز (۱۶۷۶ –۱۶۷۲) پاریس در اقامتش دوران در و

در دوازده دهی۷ دستگاه ایدۀ نمونه، برای پرداخت. نیز مبناها سایر با دستگاه هایی بررسی به دودویی، دستگاه بر افزون لایبنیتس

شواهدی همچنین نیافت. آن اتخاذ برای کافی توجیهات و دلایل لایبنیتس وجود، این با گردید؛ مطرح ریاضیات»۸ «گنجینۀ رسالۀ

.[۱۴] بود برخوردار بیشتری عملی و کاربردی ظرفیت های از او، منظر از که دارد وجود شانزده دهی۹ دستگاه به لایبنیتس علاقۀ بر دال

دستگاه که بود امیدوار او بود. متغیر متافیزیکی مباحث تا ریاضی صرفاً دلایل از دودویی دستگاه معرفی برای لایبنیتس انگیزۀ

دستگاه از استفاده دلیل همچنین لایبنیتس بودند. مانده پنهان دستگاه ها سایر در که سازد آشکار اعداد میان را روابطی بتواند دودویی

تمام نمایش طریق از هیچ، از چیز همه آفرینش که معنا (بدین می دید عدم»۱۰ از «آفرینش کلیسایی آموزۀ با آن قیاس در را دودویی

،۱۵] می خورد چشم به وایگل۱۱ کتاب های از یکی بر او یادداشت های در که ایده این می شود). اثبات صفر و یک کمک به اعداد

در یسوعی۱۳ مذهبی مبلغ بووه۱۲، یواخیم واکنش شد. بدل گوست آ رودولف دوک به پیش گفته نامۀ در مهمی درون مایۀ به ،[۷۹ ص.

۶۴ تفسیر برای کلیدی به عنوان دودویی دستگاه از استفاده امکان به بووه بخشید؛ لایبنیتس به مسیر این در مضاعفی انگیزۀ چین،
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۴۱ غیرده دهی ارزش مکانی عددنویسی دستگاه یک از متقدم نمونه ای

برای که دودویی»۱۶ حساب «شرح عنوان با لایبنیتس رسالۀ کرد. اشاره دگرگونی ها) (کتاب چینگ»۱۵ «ای کتاب در شش خطی۱۴

هم و دودویی دستگاه محاسباتی جنبه های به هم رساله این رسید. چاپ به میلادی ۱۷۰۵ سال در بود، شده نگاشته پاریس کادمی آ

.[۲۹۳ ص. ،۱۷] می پردازد چینی شش خطی های با آن احتمالی ارتباط به

نام با خود رسالۀ در بود، لایبنیتس استاد ینا۱۷ در میلادی ۱۶۶۳ در نیم سال یک مدت به که ،(۱۶۹۹ –۱۶۲۵) وایگل ارهارد

جهان سرتاسرِ در دستگاه این مبنای که بود باور این بر و داد پیشنهاد را چهارچهارمی۱۹ دستگاه از استفاده (۱۶۷۳) تتراکتیس۱۸

چهارگانۀ ماهیت بر افزون می کرد. استناد ۴ عدد ویژۀ اهمیت و تتراکتیس فیثاغورثی آموزۀ به وایگل است. شده نهادینه آفرینش

دستگاه بعد، سال های در او می دانست. آن از استفاده برای دیگری دلیل را دستگاه این گسترده تر عملی کاربردپذیری وایگل جهان،

تبادل و بحث محل همچنان لایبنیتس بر وایگل تأثیرگذاری میزان داد. توسعه و بسط کرد، منتشر که دیگری آثار در را خود ابداعی

.([۱۵] لوئیس و استریکلند [۲]؛ برانکاتو۲۰ نمونه: (برای است نظر
جدید»۲۲ و قدیم دوگانۀ «ریاضیات عنوان با خود دوجلدی و جامع کتاب در (۱۶۸۲ –۱۶۰۶) لوبکوویتس۲۱ ای کاراموئل خوان

۶۰ و ۱۲ ،۱۰ ،۹ ،۸ ،۷ ،۶ ،۵ ،۴ ،۳ ،۲ مبناهای پایۀ بر عددی دستگاه های بررسی به شد، منتشر میلادی ۱۶۷۰ سال در که

هر در اعداد نمادگذاری ارائۀ از فراتر کاراموئل می دهد. ارائه آن معنوی یا طبیعی اهمیت بر دال شواهدی مبنا، هر برای او می پردازد.

.[۹] نمی دهد نشان آن ها حسابی ویژگی های سایر به چندانی توجه دستگاه،

به طور شد)، منتشر ۱۶۶۵ سال در مرگش از پس (که اعداد»۲۴ مضارب «دربارۀ نام با خود اثر در (۱۶۶۲ –۱۶۲۳) پاسکال۲۳ بلز

امکانات هفدهم، قرن طول در است. پرداخته دوازده دهی) دستگاه (به ویژه غیرده دهی دستگاه های از استفاده ایدۀ به گذرا و حاشیه ای

حساب در (۱۶۱۷ –۱۵۵۰) نپر۲۵ جان گرفت. قرار کاوش مورد دانشمندان سایر توسط گوناگونی زمینه های در دودویی کدگذاری

۲ عدد توان های نمایش برای لاتین الفبای حروف از رسید، چاپ به وی (۱۶۱۷) رابدولوژی۲۶ کتاب بر پیوستی به عنوان که مکانی،

حروف رمزنگاری برای را روشی ،(۱۶۲۳) علوم»۲۸ ارتقای و ارج «دربارۀ کتاب در (۱۶۲۶ –۱۵۶۱) بیکن۲۷ فرانسیس برد. بهره

.[۱۲ –۱۱ صص. ،۱۶] کرد توصیف دودویی کدهای از استفاده با لاتین الفبای
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امیری اکبر ۴۲

که همان طور می شود. داده نسبت (۱۶۲۱ –۱۵۶۰) هریوت۲۹ توماس به عموماً غیرده دهی حساب کشف در تقدم فضل امروزه،

اعداد دستگاه از توصیفی حاوی بودند، نرسیده چاپ به مدت ها که هریوت دست نوشته های است، کرده خاطرنشان [۱۱] شرلی۳۰

با احتمالا دودویی حساب پیرامون هریوت ملاحظات هستند. بنیادین عملگرهای بر شرحی و تبدیل جدول یک جمله از دودویی،

استریکلند [۵]؛ (کنوث۳۱ بازمی گردد میلادی ۱۶۰۵ تا ۱۶۰۱ زمانی بازۀ به آن ها قدمت و بوده اند ارتباط در وی توزین آزمایش های

.([۱۳]

ظاهر اروپا مکتوب ادبیات در غیرده دهی ارزش مکانی اعداد دستگاه یک کاربرد از نمونه ای نیز هریوت از پیش حتی حال، این با

بود. شولتسه۳۲ آنتون اثر، این مؤلف بود. شده

او حساب درسی کتاب های و شولتسه آنتون .۲

(که سفلی۳۴ سیلزیای منطقۀ در واقع ((Liegnitz) آلمانی: (به لگنیتس۳۳ شهر در میلادی ۱۵۶۰ سال حدود در شولتسه آنتون

فرهنگ کانون های از یکی به میلادی شانزدهم سدۀ در که منطقه ای گشود؛ جهان به چشم دارد) قرار لهستان غربی جنوب در امروزه

سکه روی حساب «کتاب عنوان با مقدماتی حساب زمینۀ در درسی کتاب یک میلادی، ۱۵۸۴ سال در او شد. بدل آلمانی پروتستان

واحدهای فقدان را اثر این نگارش اصلی دلیل وی .[۷] کرد منتشر لگنیتس در خود مدرسۀ دانش آموزان برای سیلزیا»۳۵ در وزن و

این نداشت، وجود لگنیتس در چاپخانه ای هیچ زمان آن در که آنجا از کرد. عنوان موجود درسی کتاب های در پول و وزن مناسبِ

رسید. چاپ به اودر۳۷ فرانکفورت شهر در آیشهورن۳۶ آندریاس توسط کتاب

بخش سه به (Rechenbüchlein یا حساب کتابچۀ نویسنده، خود بعدی تعبیر به (یا شولتسه حساب کتاب نخستین محتوای

قاعدۀ یا سه قاعدۀ و تصاعدها حساب، بنیادین عملگرهای و می پردازد ده دهی عددنویسی توصیف به نخست بخش می شود. تقسیم

آن ها نهایی پاسخ تنها —که حل نشده تمرین های از انبوهی و کاربردی مثال های از بهره گیری با حسابی مفاهیم می دهد. شرح را ثلاث

است گوناگون حوزه های از متعددی عملی مثال های و کسرها با محاسبه دربردارندۀ دوم بخش شده اند. تبیین است— شده درج

توصیف را مشابه موارد و اختلاط نسبت های حق العمل، بهره، محاسبۀ پنج، قاعدۀ معکوس، سۀ قاعدۀ نظیر دیگری روش های و

به دارد، جبری رویکردی که اثر سوم بخش است. مشهود کاملا کتاب عملی فایدۀ رساندن به حداکثر برای تلاش بخش، این در می کند.

معرفی به اجمال را کاس۳۹ قاعدۀ و یافته اختصاص سسیس۳۸ قاعدۀ و کاذب تنظیم یا خطایین قاعدۀ همچون پیشرفته تری روش های

.([۱۶] تروپفکه نمونه برای روش ها، این جزئیات بررسی (برای می کند
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۴۳ غیرده دهی ارزش مکانی عددنویسی دستگاه یک از متقدم نمونه ای

باید حال این با کند، کار جدیدی درسی کتاب روی تا داشت آن بر را مؤلف بعدها احتمالا کتاب، محتوای دربارۀ تردیدهایی هرچند

توصیف خود» عصر تجاری حساب آثار بهترین از «یکی به عنوان اثر این آریتمتیکا۴۰، رارا کتاب پیوست های در که کرد خاطرنشان

.[۴۱ ص. ،۱۲] است شده

اشراف زادگی مقام به میلادی ۱۵۹۶ سال در و گرفت عهده بر لگنیتس دوکِ دربار در را گوناگونی مناصب شولتسه بعد، سال های در

حمایت های بدون که بود اشنایدر۴۱ نیکولاس به متعلق لگنیتس چاپخانۀ حامیان سخاوتمندترین از یکی همچنین او .[۱۰] آمد نائل

،(۱۶۶۴ –۱۶۱۰) کانیتس۴۲ ماریا او، نوۀ که است ذکر شایان .[۳۲ ص. ،۱] نمی یافتند انتشار مجال هرگز مهم آثار از بسیاری وی،

شد. بدل نجوم و ریاضیات عرصۀ در برجسته زنان از یکی به بعدها

که آنجا از ماند. پابرجا همچنان داشت، عهده بر دوک دربار در مهمی مناصب که زمانی در حتی ریاضیات به شولتسه علاقۀ

بازنگری شده، ویرایشی کند. آماده را آن از جدیدی ویرایش گرفت تصمیم وی نمی شد، یافت کتاب فروشی ها در دیگر او نخست کتاب
محاسبه»۴۳ کتاب یا «حساب عنوان با میلادی ۱۶۰۰ سال در اشنایدر نیکولاس توسط او درسی کتاب از بسط یافته و بازنویسی شده

اصلی هدف رو، این از است. قابل فهم شفاهی آموزش به نیاز بدون اثر محتوای که است شده قید عنوان صفحۀ در .[۸] شد منتشر

حل شده مسائل در موجود محاسبات نداشت. دانش آموزان با مستقیمی ارتباط دیگر زمان آن در شولتسه که چرا بود؛ خودآموزی کتاب،

و فهم تا است شده همراه متعددی یادیار عبارات و قافیه ها با کتاب ریاضی محتوای گرفته اند. قرار تفسیر و بحث مورد به تفصیل

.[۱۰] گردد تسهیل آن ها به خاطرسپاری

شرحی بر مشتمل اول بخش است. شده تقسیم بخش چهار به و دارد مطابقت نخست کتاب محتوای با تقریباً کتاب این ساختار

(یا شمارشی ژتون های و خطوط از استفاده با هم و کاغذ» و «قلم روش به هم که است حساب بنیادین عملگرهای و عددنویسی از

بخش کسرهاست. با محاسبه شامل همچنین بخش این می پذیرد؛ انجام بود— نشده مطرح اول کتاب در —که خطوط) روی محاسبه

دامنۀ و می شود آغاز سه قاعدۀ دربارۀ توضیحی با بخش این است. تجاری رویه های از بسیاری تمرین های و مسائل دربردارندۀ دوم

به تماماً اثر سوم بخش می دهد. پوشش را سسیس) قاعدۀ و خطایین قاعدۀ جمله (از دیگر رویه های و تجاری محاسبات از وسیعی

تبیین فراوانی مثال های با مجدداً و شده آن بر بیشتری کید تأ ۱۵۸۴ سال درسی کتاب با مقایسه در که دارد اختصاص کاس قاعدۀ

می پردازد. (Jornal یا روزنامه (دفتر حسابداری به نیز کتاب بخش آخرین و کوتاه ترین است. شده

برهان تنگنایی هر از را ما خداوندا، .۳

«شولتسه عنوان با مدخلی دربردارندۀ رسید، چاپ به ۱۷۵۴ تا ۱۷۳۱ سال های حدفاصل که تسدلر۴۴، عظیم دایرةالمعارف

یعنی وی، به منتسب علمی دستاورد تنها شولتسه، زندگی نامۀ پیرامون کوتاه اطلاعاتی بر افزون مدخل، این در است. (آنتون)»

در و بود زبده ای ریاضی دان «او :[col. 1619 ،۱۸] است شده ذکر چنین آلمانی، الفبای حروف به عددی ارزش های تخصیص

یک هر به و ساخت رایج اعداد جایگزین را آلمانی حروف که بدان گونه یافت؛ دست درخوری پیشرفت های به الفبایی حساب هنر

نامی هیچ مدخل این در است. شده ارائه حرف هر عددی ارزش های از جدولی گزاره، این ادامۀ در داد.» اختصاص حسابی ارزش
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منبع به عنوان [۴] هارسدورفر۴۶ اثر فیزیکی»۴۵ و ریاضی «لذات مجموعۀ به تنها پایان، در و نیامده میان به شولتسه کتاب های از

است. شده اشاره استناد

شولتسه، درسی کتاب سوم بخش انتهای در اصل در است، کرده ارائه [۳۶ ص. ،۴] هارسدورفر که الفبایی حساب نمونۀ و جدول
بیست وچهار۴۷ مبنای عددی دستگاه در ارقام به عنوان آلمانی الفبای حرف ۲۴ از شولتسه بود. شده ظاهر شد، منتشر ۱۶۰۰ سال در که

.(۱ (جدول جست بهره

.[۸] بیست وچهار مبنای دستگاه ارقام :۱ جدول

(رقم) معادل حرف ده مبنای در عددی ارزش (رقم) معادل حرف ده مبنای در عددی ارزش

n ۱۳ a ۱

o ۰ b ۲

p ۱۴ ⅽ ۳

q ۱۵ ⅾ ۴

r ۱۶ e ۵

s ۱۷ f ۶

v ۱۹ t ۱۸

w ۲۰ i ۹

x ۲۱ k ۱۰

y ۲۲ ⅼ ۱۱

z ۲۳ ⅿ ۱۲

قرار دیگری حرف راست سمت در حرف این هرگاه دارد: ده دهی دستگاه در صفر معادل دقیقاً کارکردی دستگاه، این در «o» حرف

می دهد. افزایش برابر ۲۴ را آن ارزش گیرد،

است: شده داده نشان بدین گونه تجاری رویه های از نمونه یک با دستگاه این کارکرد

شخص می خرد. گروشن t. و تالر ⅾrⅿ. قیمت به را موم پوند f. سنگ، ⅽ. سنتنر، apkt. لگنیتس در شخصی مثال، «برای

· ⅾtvkwikxk
huⅼff پیش تر دوم خریدار حال، این با شود. شریک را موم این از پوند e. سنگ، e. سنتنر، g. معامله این در می خواهد دیگری

باید مبلغی چه مجموعاً خود، پیشین بدهی احتساب با و موم این قبال در او است: این پرسش اکنون است. بدهکار فروشنده به تالر

چون واحدهایی و هستند، شولتسه ۲۴ مبنای دستگاه در اعداد نمایانگر ⅾrⅿ یا apkt نظیر حروفی متن، این در (توضیح: بپردازد؟»

بوده اند). دوران آن در رایج پول و وزن واحدهای از گروشن و تالر سنگ، سنتنر،

دستگاه در بیان شده مقادیر ۲ جدول می رفت. شمار به دوران آن در جرم رایج یکاهای از که است پوند نمایانگر Pfund نماد

می گذارد. نمایش به ده دهی دستگاه در را آن ها معادل های و بیست وچهار مبنای

روابط که آنجا از

1 Centner = 132 Pfund

45Delitiae mathematicae et physicae
46Harsdörffer
47quadrivigesimal



۴۵ غیرده دهی ارزش مکانی عددنویسی دستگاه یک از متقدم نمونه ای

مفروض مقادیر :۲ جدول

یکا ۱۰ مبنای ۲۴ مبنای بخش

اول مشتری

سنتنر (Ⅽentner) ۲۲۱۴۶ apkt

سنگ (Stein) ۳ ⅽ

پوند (Pfunⅾ) ۶ f

(Priⅽe) قیمت

تالر (Taⅼer) ۲۷۰۰ ⅾrⅿ

گروشن (Grosⅽhen) ۱۸ t

دوم مشتری

سنتنر (Ⅽentner) ۷ g

سنگ (Stein) ۵ e

پوند (Pfunⅾ) ۵ e

و

1 Stein = 24 Pfund

بیان به بود؛۴۸ خواهد پوند «hulff» مقدار با برابر [پوند]» .f سنگ، .c سنتنر، .apkt» به صورت بیان شده کمیت است، برقرار

پوند، «aus» با برابر پوند» .e سنگ، .e سنتنر، .g» کمیت همچنین، است. ده دهی دستگاه در پوند ۲۹۲۳۳۵۰ با معادل دیگر،

است. پوند ۱۰۴۹ با معادل یعنی

اینکه به توجه با همچنین،

1 Taler = 36 Groschen

ده دهی دستگاه در که معنا بدین می کند؛ برابری گروشن «gott» مقدار با گروشن» .t تالر، .drm» به صورت بیان شده مبلغ است،

کنید). رجوع ۳ جدول (به بود. خواهد گروشن ۹۷۲۱۸ با معادل

شود. حل سه قاعدۀ طریق از باید که مسئله ای :۳ جدول

(Grosⅽhen) گروشن برحسب بها (Pfunⅾ) پوند برحسب مقدار

gott huⅼff اول مشتری

؟ aus دوم مشتری

گیومه های میان در شده اند، بیان ۲۴ مبنای دستگاه در که را اعدادی نگارنده باشد، شده نقل قول عبارتی عین که مواردی در ۴۸مگر

گردند. متمایز متن معمول بافتار از بدین طریق، تا داد خواهد قرار تکی



امیری اکبر ۴۶

باید آن، از پس می کند؛ خریداری دوم مشتری که است مومی بهای محاسبۀ به منظور سه۴۹ قاعدۀ کاربست مسئله، این راه حل

:[۸] می شود تقسیم گام چند به محاسبه این افزود. آن به نیز را بدهی مقدار

تک تک در «aus» مضروب که معنا بدین می شود؛ ضرب «gott» عدد در ضرب استاندارد رویۀ از استفاده با «aus» عدد −۱

جمع یکدیگر با جابه جاشده حاصل ضرب های است، مرسوم ده دهی دستگاه در که همان گونه و، شده ضرب «gott» مضروب فیه ارقام

است): یافته اختصاص یکسانی عددی ارزش «v» و «u» حروف (به می گردند

a u s

g o t t

a h t t

a h t t

m s z o

m v i c m t

حاصل جمع و می شود افزوده حاصل ضرب دست آمده به است، رفته کار به بدهی میزان بیان در که ،«dtvkwikxk» عدد −۲
می دهد.۵۰ دست به را «dtvzqtpkd»

دارد) کاربرد به وفور کتاب سراسر در (که گالی روش از استفاده با محاسبه این می شود. تقسیم «hulff» بر حاصل جمع این −۳

می پذیرد. انجام

این بر روش این اساس باشند. معلوم دیگر مقدار سه که است شرایطی در چهارم متناسب یافتن برای متداول روشی رویه، ۴۹این

در بود. خواهد برابر یکدیگر با نیز آن ها وسطین و طرفین حاصل ضرب نسبت، دو برابری صورت در که است استوار ریاضی اصل

می گردد. محاسبه aus × gott/hulff رابطۀ طریق از مجهول بهای بحث، مورد مسئلۀ
گسترده ای رواج میلادی ۱۶۰۰ سال حوالی در که است تقسیم عمل برای دستی تکنیک یک (galley method) گالی ۵۰روش

می کند. مشخص را خارج قسمت ارقام قرارگیری محل کمان، یک و می شود نوشته مقسوم زیر در مقسوم علیه روش، این در داشت.

می کند. کمک محاسبه روند پیگیری به استفاده شده، ارقام زدن خط که حالی در می شوند، نوشته مقسوم بالای در جزئی نتایج

«n» حرف است: زیر شرح به رویه این اولیۀ مراحل شود. تقسیم «hulff» بر «dtvzqtpkd» عدد است قرار فوق، مثال در

را کار مقدار، این در مقسوم علیه حرفِ هر کردنِ ضرب با و بنویسید خارج قسمت جایگاه در را ده دهی) دستگاه در ۱۳ عدد (معادل

(۱۰ (یعنی «k» با برابر «dh» و (۱۱۴ (یعنی «dt» میان تفاضل و است، (۱۰۴ (یعنی n × h = dh که آنجا از دهید. ادامه

بخورند خط باید مقسوم علیه از «h» حرف و مقسوم از «dt» حروف معمول، حالت در بنویسید. «dt» بالای را «k» حرف می شود،

می شود. نوشته بالا قسمت در اضافی) و حشو (به طور نیز مقسوم از «v» حرف است). نشده داده نشان شولتسه مثال در امر این (که

از «kv» اینکه تصورِ با می شود. (۱۲ (یعنی «m» با برابر «kg» و «kv» میان تفاضل و است (۲۴۷ (یعنی n× v = kg اکنون،

می یابد تقلیل باقی مانده عدد مرحله، هر در بنویسید. بالا در را «m» حرف خورده اند، خط مقسوم علیه از «v» و مقسوم بالای سطرِ

آیند. دست به باقی مانده و نهایی خارج قسمت نهایت، در تا

نشأت جا همین از نیز روش این تسمیۀ وجه (و دارد شباهت گالی کشتی یک پیکرۀ به محاسبه، این از حاصل نهایی شکل

حذف استفاده شده ارقام زدن خط معمولِ رویۀ مثال، این در می شوند. نوشته بالایی لبۀ در باقی مانده نشان دهندۀ ارقام می گیرد).

شده اند). نوشته بار یک تنها ستون ها در تکراری (ارقام است شده فشرده کمی کلی ساختار و پیکربندی و گردیده



۴۷ غیرده دهی ارزش مکانی عددنویسی دستگاه یک از متقدم نمونه ای

l

a v l

f f r a q

g g o b x e

m x f f x k

k v o i m b y r

d t v z q t p k d ( n o t t

h u l f f f f f

h u l f f f

h u l l

h u

دلالت از کلمات با بازی اینجا، در که است پرواضح است. «aller» آن باقی ماندۀ و «nott» کلمۀ عملیات، این خارج قسمت

حساب بنیادین عملگرهای که شود داده نشان تا آورد فراهم را فرصتی محاسبه این وجود، این با دارد. بیشتری اهمیت مثال کاربردی

اعداد جدول از فارغ شولتسه، که است جالب توجه هستند. قابل اجرا نیز ۱۰ از غیر مبنایی با ارزش مکانی اعداد دستگاه یک در

از استفاده با صرفاً او مثال و است ندیده ده دهی و ۲۴ مبنای دستگاه های میان اعداد تبدیل چگونگی توضیح به نیازی ،(۱ (جدول

می شود. حل و طرح خودش ابداعی الفبایی دستگاه

چشم به خطاهایی آن محاسبات و صورت مسئله در اما می شود، یافت نیز شولتسه ۱۵۸۴ سال درسی کتاب در مثال همین

این حالی که در شده اند، بیان منظومه یک قالب در پیشین نسخۀ در رویه این مراحل شده اند. اصلاح ۱۶۰۰ چاپ در که می خورد۵۱

:[۷] است شده حذف متأخرتر چاپ در شعر

گردد. آشکار تو بر پاسخ تا / کن حل سه قاعدۀ شیوۀ به را مسئله ای «هر

بیفزای. آن بر را پیشین بدهی و / کن ضرب یکدیگر با را میانی و پسین جملات

در و شد، خواهد ظاهر «aller» کلمۀ باقی مانده در / کن؛ تقسیم نخستین جملۀ بر آزادانه را آن سپس

.«not» کلمۀ خارج قسمت

برهان. تنگنایی هر از را ما خداوندا، می شود: خوانده چنین عبارت اکنون
۵۲ می پذیرند.» انجام چگونه تقسیم و ضرب که / کنی نظاره می توانی به روشنی اینجا در

محاسبات، در که مقداری است؛ شده فرض پوند» .f اشتاین، .c سنتنر، .anda» با برابر مشتری نخستین برای موم ۵۱مقدار

می خورد چشم به جمع و ضرب عملیات در نیز دیگری تناقض های انتظار. مورد پوندِ hulff نه و می شود پوند hmkge معادل عملا

نهایی نتیجۀ وجود، این با داد. نسبت چاپی خطاهای به را آن ها می توان احتمالا گالی، تقسیم روش در سطرها جابه جایی به توجه با که

است. بوده مؤلف نظر مد ظاهراً که است چیزی همان دقیقاً
اصلی: متن است. سه قاعدۀ دربارۀ آلمانی قدیمی شعر یک ۵۲این

Nach art der de Tri resolver/

Ein jed satzung/ so kömpt es dir.

Hinden und mit/ zasammen mir/

Vorige schuldt/ darzu adder.

Und teil denn in das förder frey/
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یک در محاسبه آن در که است چاپ شده ای اثر نخستین به احتمال قوی، شولتسه، ۱۵۸۴ سال درسی کتاب یادشده، خطاهای علی رغم

می خورد. چشم به ۱۰ از غیر مبنایی با ارزش مکانی دستگاه

شولتسه اثر اهمیت .۴

کردند. ایفا هفدهم قرن در غیرده دهی دستگاه های معرفی در مشخصی نقش متافیزیکی ملاحظات شد، اشاره پیش تر که همان گونه

در را اعداد اهمیت بتواند که دارد وجود ارزش مکانی دستگاه یک در خاصی مبنای هیچ آیا که می گرفت قرار بحث مورد پرسش این

روزمره تجربۀ و «طبیعت می شد: قائل تمایز آن ها انضمامی بیانِ و اعداد خودِ میان دقت با شولتسه دهد. بازتاب بهتر جهان ساختار

عدد یک نمایش برای .[۸] همسان» و یکنواخت ارقام یا نمادها به نه اما خورده ایم، پیوند معینی اعداد به ما که می آموزند ما به

از ارزش مکانی. دستگاه یک یا رومی اعداد از استفاده تا گرفته نشانه ها دیگر یا خطوط سادۀ رسم از دارد؛ وجود بسیاری راه های

است. شده ثابت دستگاه کارآمدترین و راحت ترین کاربردی، منظر از ده دهی دستگاه شولتسه، دیدگاه

امکان پذیر ده دهی دستگاه با مشابه محاسباتی انجام نیز غیرده دهی مبنای با دستگاهی در دهد نشان که بود آن پی در عمدتاً او مثال

خوانندگان، که دارد وجود احتمال این است. بوده نامرسوم کاملا زمان آن در ۱۰ از غیر مبناهایی در شمارش که کرد کید تأ باید است.

باشند. کرده تلقی کنجکاوی برانگیز موضوعی و شگفتی یک به عنوان صرفاً را ارائه شده مثال

فیزیک و ریاضی گوناگون مسائل از جامعی مجموعۀ ،۱۶۳۶ سال در شد. منتشر ۱۶۱۱ سال در دیگر بار شولتسه درسی کتاب

و شرقی زبان های استاد شونتر۵۴، دانیل آن، نویسندۀ رسید. چاپ به فیزیکی‑ریاضی»۵۳ سرگرمی های و «لطایف لاتین عنوان تحت

دیگر مجلد دو افزودن با را شونتر مجموعۀ نورنبرگ، اهل شاعر هارسدورفر، فیلیپ گئورگ بود. آلتدورف۵۵ دانشگاه در ریاضیات

گردید. منتشر ۱۶۷۷ و ۱۶۵۳ –۱۶۵۱ سال های در دیگر ویرایش دو طی اثر این کل و داد بسط

سال درسی کتاب از عیناً و شد داده شرح بالا در که بود مسئله ای همان ،[۳۶ ص. ،۴] شد منتشر دوم جلد در که ۳۵ شماره مسئلۀ

شولتسه مثال اما بود، برخوردار قابل توجهی محبوبیت از هارسدورفر و شونتر مجموعۀ اگرچه بود. شده اقتباس [۸] شولتسه ۱۶۰۰

شولتسه کارهای از احتمالا داشتند، سروکار غیرده دهی اعداد دستگاه های با که هفدهم قرن ریاضی دانان نکرد. دریافت چندانی بازخورد

بوده اند. بی اطلاع

Am Rest wird das wort aller sein/

Zum Quotient/ das wörtlein not/

Nun heists/ hilff Gott aus aller not.

Kanst es hierunden klerlich sehn/

Wie mehren und teilen geschehn.

53Deliciae Physico-Mathematicae
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۴۹ غیرده دهی ارزش مکانی عددنویسی دستگاه یک از متقدم نمونه ای

دانشگاه در اخلاق فلسفۀ استاد ،(۱۷۵۶ –۱۶۶۹) لانگه۵۶ کریستیان یوهان داشت، آشنایی شولتسه آثار با که کسانی از یکی

عنوان با قابل توجه کتابی لوگوتتا۵۹ کاریزیوس ایزیدوروس مستعار نام با ۱۷۰۲ سال در که بود پیه تیسم۵۸، مکتب پیرو و گیسن۵۷

تقلیل بر مبتنی او روش بود. الهیات در عددی نمادگرایی اهمیت نشان دادن لانگه هدف کرد. منتشر اعداد»۶۰ در مسیحی «الهیات

دستگاه در اعداد بیان آیا که است آن روش این به اساسی ایراد بود. ارقام مجموع محاسبۀ طریق از یک رقمی به چندرقمی اعداد

آثار از [۵۰ ص. ،۶] لانگه خیر. یا کند عمل الهی حقایق بیان برای شالوده ای به عنوان می تواند است، قرارداد یک صرفاً که ده دهی،

ممتاز جایگاه به شولتسه، و وایگل برخلاف او وجود، این با بود؛ گاه آ غیرده دهی اعداد دستگاه های زمینۀ در [۸] شولتسه و وایگل

بود. شده متقاعد ده دهی دستگاه

نگذاشته ریاضیات بعدی توسعۀ بر تأثیری احتمالا اما نبود، ناشناخته کاملا هریوت) مورد (همانند شولتسه آثار هرچند بنابراین،

دستگاه های در را اعداد بیان امکان اندیشۀ نخستین بار برای که گیرد قرار پیشگامانی زمرۀ در است سزاوار او حال، این با است.

کردند. مطرح غیرده دهی

سپاس گزاری

کردند، شایانی کمک اثر این کیفیت بهبود به که ارزشمندشان پیشنهادهای و سودمند نقدهای به خاطر مقاله این محترم داوران از

می شود. سپاس گزاری صمیمانه

ChatGPT مصنوعی هوش ابزارهای از مقاله، این اولیۀ نسخۀ زبانی ویرایش و پیش نویس تهیۀ در که می دارد اعلام مترجم

متن علمی صحت و دقت از تا است شده تأیید و ویرایش بازبینی، وی توسط به دقت نهایی محتوای حال، این با است. کرده استفاده

شود. حاصل اطمینان
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چهره ای و علم برجستۀ مورخ ،(۲۰۲۳ –۱۹۴۷) بنت جیم علمی میراث و حیات بررسی به مقاله این چکیده.

دورۀ در عملی» «هندسۀ بر تمرکز با بنت می پردازد. علمی موزه داری و ریاضیات تاریخ عرصۀ در تأثیرگذار

یک نه ریاضیات که داد نشان وی داد. ارائه مدرن عصر طلیعۀ در ریاضیات جایگاه از بدیع تفسیری رنسانس،

اجتماعی بسترهای و حرفه ها فنون، ابزارها، با عمیقی پیوند که است کنشی بلکه نظری، صرفاً و منزوی رشتۀ

ابزارهای تا گرفته جغرافیایی کره های و اسطرلاب ها از ریاضیاتی، ابزارهای محوری نقش بر کید تأ با او دارد.

دامنۀ بسط و ریاضیات رشته ای هویت به شکل دهی در تاریخی مصنوعات این که کرد استدلال نقشه برداری،

پیوند با چگونه وی که می دهد نشان همچنین حاضر پژوهش بوده اند. اهمیت حائز نظری متون به اندازۀ آن،

رشته ای سنتی مرزهای توانست ریاضیات، کارورزان شغلی مسیر و هم عصر متون تاریخی، اشیای هدفمند دادن

نماید. تبیین را ریاضیاتی تکاپوی پویای ماهیت و درنوردیده را

در که او داشت. خود کارنامۀ در را بریتانیا دانشگاهی و ملی موزه های در فعالیت سابقۀ که بود برجسته موزه ای مدیر بنت۱ جیم

بر خود از شگرف تأثیری نیز علم مورخ یک مقام در می شد، شناخته عرصه این در پیشگام متصدی یک به عنوان بین المللی سطح

می باشد: زیر مقالۀ ترجمۀ مقاله این

S. Johnston, In memoriam: Jim Bennett (1947–2023), Historia Math. 71 (2025), 74–77.
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عملی. هندسۀ ریاضی، کارورزان ریاضی، ابزارهای ریاضیات، تاریخ بنت، جیم کلیدی. واژگان
۱۴۰۵/۰۳/۳۱ برخط انتشار ۱۴۰۵/۰۳/۳۱ پذیرش ۱۴۰۵/۰۳/۰۱ بازنگری ۱۴۰۴/۱۲/۱۲ دریافت تاریخ:

،۱ شماره ،(۱۴۰۵) ۶ ریاضی، علوم سوی به ،(۲۰۲۳ –۱۹۴۷) بنت جیم یادبود: به عزیزی، ح. مقاله: این به ارجاع نحوه
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تا شد باعث علمی ابزارهای به علاقه مندی اش اما شود، تبدیل ریاضیات مورخ یک به نداشت قصد ابتدا در او اگرچه گذاشت. جای

می توان چگونه که داد نشان مثال زدنی مهارتی با وی کند. دفاع مدرن دوران اوایل در ریاضیات عملی بعد از متقاعدکننده شکلی به

آن ها والاتر اهمیت رهگذر، این از تا داد پیوند کارورزان شغلی مسیر همچنین و آن ها هم عصر متون با مؤثری به طور را تاریخی اشیای

ساخت. آشکار ریاضیاتی تکاپوی تغییر حال در ماهیت تبیین در را

که بپردازد کنشی و دانش جست وجوی به تا داد سوق مدرن رشته ای مرزهای از عبور به را او پژوهش هایش آغاز، همان از

،۱۹۷۴ سال به کمبریج دانشگاه در او دکتری رسالۀ بودند. کرده تجربه و درک را آن خود زندگی واقعیت در تاریخی شخصیت های

از جنبه دو میان سازنده پیوندی دوران، آن در ریاضی علوم فراگیر دسته بندی از بهره گیری با رساله این بود. رن۲ کریستوفر دربارۀ

اخترشناس یک به عنوان او فعالیت های نخست می شدند: گرفته نظر در مجزا به صورت غالباً که جنبه هایی کرد؛ برقرار رن شغلی مسیر

با ۱۹۸۲ سال در و گرفت قرار بازنگری مورد دکتری رسالۀ این که زمانی تا معمار. یک به عنوان او مشهورتر) (بسیار نقش سپس و

آبردین۳، دانشگاه در پیاپی تدریس تجربۀ آن، از پیش او بود؛ بازگشته کمبریج به جیم شد، منتشر رن» کریستوفر ریاضی «علوم عنوان

دریانوردی ملی موزۀ در اخترشناسی متصدی به عنوان نقش ایفای همچنین و اخترشناسی سلطنتی انجمن در بایگان به عنوان فعالیت

پویا برنامه ای آنجا در و بود کمبریج در ویپل۵ علم تاریخ موزۀ متصدی ۱۹۹۴ تا ۱۹۷۹ سال از وی بود. گذرانده سر از را گرینویچ۴

بر را علم تاریخ موزۀ مدیریت تا رفت کسفورد آ به سپس او درآورد. اجرا به کاتالوگ ها تدوین و نمایشگاه ها برگزاری برای مستمر و

و ساله ۳۰۰ ساختمان این که داشت دوش بر را هزاره آغاز مناسبت به بازسازی و توسعه پروژۀ یک رهبری وی آنجا، در بگیرد. عهده

مدعو سرپرست به عنوان ابتدا وی ،۲۰۱۲ سال در بازنشستگی از پس ساخت. دگرگون را آن دانشگاهی و عمومی جایگاه همچنین

پرداخت. فعالیت به هاکلویت۶ انجمن رئیس به عنوان آن از پس و لندن علم موزۀ در

مدیریتی و انسانی چالش های با توأمان هم آن مجموعه ها، توسعۀ و نمایشگاه ها برپایی برای تدارکاتی و خلاقانه کوشش های

انتشار به دست مسئولیت ها، این تمامی وجود با جیم اما برسد. نظر به کافی حرفه ای فعالیت دورۀ یک برای شاید سازمانی، رهبری

تاریخ باب در مطالعاتی از دربرمی گرفت؛ را وسیعی طیف او پژوهشی دستاوردهای زد. علمی سطح بالاترین در پرشماری آثار

مدرن دوران اوایل در دانش مقدسی کتاب استعاره های از و علمی، ابزارهای تجارت تا هوک۷ رابرت از ایرلند، در علم تا اخترشناسی

اجتماعی تاریخ از می دهند؛ پوشش را وسیع تر به مراتب گستره ای او متعدد نمایشگاهی کاتالوگ های تجربی. فلسفۀ مجموعه های تا

رشتۀ به را همه فهمی و مروری آثار همچنین او طیف سنجی. تا نقشه برداری از و اولیه، بی سیم ارتباطات و مارکونی۸ تا میکروسکوپ

معرفی یک «ناوبری: تا ۹«(۱۹۸۷) نقشه برداری و ناوبری اخترشناسی، ابزارهای تاریخچۀ مدرج: «دایرۀ کتاب از که درآورد تحریر

می شود. شامل را ۱۰«(۲۰۱۷) کوتاه بسیار

2Christopher Wren
3Aberdeen
4Greenwich
5Whipple
6Hakluyt
7Robert Hooke
8Marconi
9The Divided Circle: A History of Instruments for Astronomy, Navigation and Surveying

(1987)
10Navigation: A Very Short Introduction (2017)
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هندسۀ بر تمرکز با مقالات از مجموعه ای قالب در دارد، ریاضیات تاریخ با را بنیادین ارتباط بیشترین که او آثار از بخش آن

اثر ریاضیات تاریخ درسی کتاب از پیش سال چهل من که دیدگاهی همان (یقیناً سنتی دیدگاه یک در شد. ارائه رنسانس۱۱ عملی

را دوران این مقابل، نقطۀ در جیم، اما می شد. انگاشته ناچیز بسیار دوره این در هندسه دستاوردهای آموختم)، بویر۱۲ بی. کارل

مغناطیس نقشه برداری، اخترشناسی، کیهان نگاری، نقشه نگاری، نظیر ریاضی فنون مطالعۀ برای او می دانست. پویا فوق العاده عصری

تلقی و درک به رشته، این بی زمان و انتزاعی جوهرۀ به پرداختن به جای آفتابی، ساعت های ساخت هنر یا شاخص سازی و ناوبری

که داد نشان آن، عام تر معنای در ریاضیاتی ابزارهای کنار در موارد، این جامع بررسی کرد. اتکا حرفه شان) (از ریاضیدانان خود

روزافزون و برجسته فرهنگی جایگاه و یافتند اطمینان آن پیش روندۀ و مترقی ماهیت به دادند، بسط را هندسه گسترۀ چگونه کارورزان

و اقتصاد جامعه، بر اقیانوس ها، در دریایی سفرهای و اراضی مدیریت جنگاوری، طریق از نه تنها حوزه، این نمودند. تثبیت را آن

تجربی، کنش یک به آن دگرگونی که قلمرویی کرد؛ نفوذ نیز طبیعی فلسفۀ قلمرو به رفته رفته بلکه بود، تأثیرگذار نوپا امپراتوری های

می رفت. شمار به علم تاریخ در محوری تبیینی اهداف از یکی همچنان مکانیکی، و ریاضیاتی

اصطلاحاً دربارۀ را روزآمد رویکردی که بود کرده منتشر را [۲] مکانیکی»۱۳ فلسفۀ و مکانیک «فلسفۀ ارجاع پر مقالۀ پیشتر جیم

اندیشمندان میان بی حاصل تقابل بر غلبه برای تلاش در او می داد. ارائه علمی انقلاب در صنعتگران سهم خصوص در زیلسل»۱۴ «تز

هم پوشانی آن ها با گهگاه و بوده تعامل در فرهیختگان با که گروهی برگزید؛ متمایز گروهی به عنوان را ریاضیات کارورزان پیشه وران، و

ریاضیاتی کنش از رشته این وی بودند. برخاسته صنعتگران عالی طبقات میان از آن ها از عمده ای بخش حال، عین در اما داشتند،

پیشبرد عموماً و نبود بیانیه نویسی یا موضعی مقاله های نگارش اهل او گرچه داد. بسط [۳] عملی»۱۵ ریاضیات «چالش مقالۀ در را

می شود آغاز رنسانس دورۀ ریاضیات باب در روشن بیانیه ای با اثر این اما می داد، ترجیح را تاریخی موردی مطالعات طریق از مباحث

که می شود داده هشدار ما به می کند. توصیف طبیعی فلسفۀ از فاصله اش همچنین و عملی اش عمیقاً جهت گیری طریق از را آن و

از همچنین و بگذاریم کنار را روزمره زندگی جهان از دور کاملا و «محض» فکری فعالیت یک به عنوان ریاضیات از متأخر تصورات

جایگاه (در تحولی چنین کنیم. عبور می آورد، فراهم را علمی نظریۀ برای استنتاجی و منطقی ساختار الزاماً ریاضیات که رایج باور این

شود. گرفته نظر در مفروض صرفاً آنکه نه بود، تبیین نیازمند ریاضیات)

رگیومونتانوس کرد. بیان رگیومونتانوس۱۶ مثال طریق از و ظرافت با را ریاضیات گسترۀ و رشته ای ماهیت دربارۀ خود دیدگاه او

آثار انتشار برای برنامه ای و می کرد معرفی ریاضیدان یک به عنوان را خود می شود، شناخته اخترشناس یک به عنوان بیشتر امروزه که

بود. پیشرو اندیشمند یک از فراتر چیزی وی اما پیچید، اروپا سراسر در او شهرت بود. کرده تدوین ریاضی علوم حوزه های سراسر در

برای کارگاهی و کرد تأسیس را خود اختصاصی چاپخانۀ می شد، محسوب تجاری چهارراهی زمان آن در که نورنبرگ۱۷ در اقامت با او

آلمانی اش پیروان برجسته ترین توسط کارآفرین، ریاضیدان‑صنعتگر یک به عنوان او نقش انداخت. راه به ریاضیاتی ابزارهای ساخت

یافت. تداوم میلادی شانزدهم قرن تا

11Renaissance
12Carl B. Boyer
13The Mechanic’s Philosophy and the Mechanical Philosophy
14Zilsel thesis
15The Challenge of Practical Mathematics
16Regiomontanus
17Nuremberg
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عنوان با مقاله ای در شد— تجزیه رشته ای تحولات پی در بعدها که —قلمرویی ریاضی علوم فراگیر قلمرو از بنت تحلیل

رشتۀ درون موضوعات طیف تنها نه مکان استعارۀ اینجا، در یافت. ادامه [۴] رنسانس»۱۸ در هندسه فراگیر اهمیت و «تصویرگری

تصویرگری گوناگون اَشکال از بهره گیری با جغرافیایی فضای در دخل وتصرف و بازنمایی به عنوان نیز را نقشه نگاری بلکه ریاضی،

خود توجه می شد، داده بطلمیوس۲۰ «المجسطی»۱۹ به علم تاریخ در که سنتی اولویت ساختن واژگون با جیم، دربرمی گرفت. هندسی

دربرداشتند که نقشه هایی حیث از متعددش اولیۀ چاپ های که اثری کرد؛ معطوف او جغرافیای کتاب پویاتر به مراتب چاپی سنت به را

به عنوان «مکان» اینجا، در می گرفتند. پیشی یکدیگر از پیوسته کلاسیک، جهان مرزهای از فراتر مؤلفه هایی گنجاندن همچنین و

نجوم، برای نورنبرگ فقط نه بودند؛ ریاضی فنون رشد بستر خاص به طور که دربرمی گرفت نیز را اروپایی مراکز تحلیلی، مقولۀ یک

که لندن تا ابزار، طراحی و مساحی برای لوون۲۲ و پرسپکتیو۲۱، و نقشه نگاری برای فلورانس بلکه ابزارسازی، و آفتابی ساعت سازی

ابزارها محوریت بر به روشنی خود، متصدی گری تجربۀ بر تکیه با بنت پیوست. جمع این به تازه واردی به عنوان شانزدهم قرن اواخر در

«بخشی باید بلکه هندسی، تحولات جانبی محصولات نه را ابزارها او، نظر از داشت. کید تأ عملی هندسۀ به رنسانسی نگرش این در

تشکیل را هندسه دان یک هویت از مهمی بخش هندسی، فن یک ساختن «ابزارپذیر آورد. شمار به رشته» این سامان دهی سازوکار از

می داد».

این گرفت. قرار توجه کانون در [۵] کنش ورزانه» دانش و عملی «هندسۀ عنوان با سال همان از دیگری اثر در ابزاری بعد این

اسطرلاب ها، و کره ها چون ابزارهایی به پرداختن از پیش می شد، تعریف کنش به تفکر از و عمل به ایده از گذار چارچوب در که مقاله

بودند، گسسته روزگار آن طبیعی فلسفۀ از عمدتاً که ابزارها این می کرد. بررسی بیشتری جزئیات با را بطلمیوس جغرافیای کتاب

کرۀ یک چرخش رو، این از شوند؛ تلقی مسئله حل برای کارآمد ابزارهایی باشند، حقیقت مبین مدل هایی آنکه از بیش می بایست

بلکه، نبود؛ محدودیت یک گسست این اما نمی کرد. ایجاد زمین ایستایی مرسوم نظریۀ برای چالشی هیچ خود، محور دور به جغرافیایی

تا باشد بلاغی بیشتر می توانست ابزارها این بودن عملی جنبۀ گاهی که قید این با البته می گشود، نوآوری برای را آزادی از عرصه ای

چشمگیری شکوفایی شاهد «ما کند: پر تاریخ نگاری در را بزرگ شکافی می توانست حوزه این پیچیدگی و نبوغ به پرداختن واقعی.

متصدیان، به و نیافته چندانی بازتاب مورخان آثار در فعالیت این که بودیم ریاضیاتی ابزارهای کاربرد و ساخت طراحی، عرصۀ در

است.» شده واگذار خبرگان و مجموعه داران

ریاضیات تاریخ حوزۀ سراغ به آشکارا او بعد، سال چند بودند. علم مورخان همچنان مورخان، میان از مدنظر مخاطب اینجا، در

و سنتی رشتۀ «شارحان و متصدیان میان دیدگاه ها تقابل ،[۶] موزه» از نگاهی شانزدهم: قرن تاریخی بستر در «هندسه مقالۀ در رفت.

آن— به غیرمتعهد دست کم —یا زمان پریشی از عاری ریاضیاتی تاریخ برای او فراخوان می گیرد. شکل ریاضیات» تاریخ اصلی جریان

به معطوف عموماً آنان دعوت اما می کردند، دفاع دیدگاه این از دیگر بسیاری نیز آن از پیش سال بیست نبود. تازه ای امر به خودی خود

منابعی همراهشان) کارورزان و متون کاربست ها، (و ابزارها دهد نشان که بود این در بنت سهم بود. ظریف بینانه تر فکری تاریخ یک

رشته ای تکوین به نمودارها، و اصطلاحات رساله ها، اندازۀ همان به ابزارها هستند. کلان تر تاریخی پروژۀ این پی ریزی برای ارزشمند

.[۹] کردند برقرار عمومی مورخان بزرگ تر جامعۀ سوی به و بیرون به پلی حال، عین در و بخشیدند عمق ریاضیات
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به نجوم تاریخ در و (۲۰۲۰ سال در علم» تاریخ «انجمن سارتن۲۳ مدال همه، از (مهم تر علم تاریخ حوزۀ در جیم افتخارات والاترین

سلطنتی انجمن سوی از تاریخی پژوهش های برای کلرک»۲۴ مری «اگنس مدال دریافت برای او عمومی حضور آخرین شد: اعطا او

او برای را بزرگ تجمعات در حضور بدنش، ایمنی سیستم بر سرطان طولانی مدت درمان تأثیرات که زمانی بود؛ ۲۰۲۳ ژوئیۀ در نجوم

انجامید. نیز ریاضیات تاریخ حوزۀ در او شناسایی به عملی هندسۀ زمینۀ در او پیگیری حال، این با بود. ساخته بدل پرخطر امری به

بررسی به تا برد بهره فرصت این از بود، شده دعوت اسکوشیا۲۶ نوا هالیفاکس دانشگاه در می»۲۵ اُ. کنت «سخنرانی ارائۀ برای که او

سده های در چگونه بود، کرده ترسیم روشنی به را آن خود که رنسانس، دوران شاخص و فراگیر چشم انداز آن که بپردازد موضوع این

نمونۀ بررسی با بنت اما می کرد، در به میدان از را چشم انداز آن نهایت در ریاضیات نوین اشکال ظهور هرچند شد. دگرگون بعدی

طنین انداز همچنان هجدهم قرن تا دیدگاه آن پژواک حرفه ای گری، و کاربست در تحولات علی رغم چگونه، که داد نشان ناوبری نمادین

.[۷] بود

موزۀ در وابسته» ابزارهای و نقشه برداری «ابزارهای از او (کاتالوگ) فهرست نامۀ آراست، طبع زیور به بنت جیم که اثری واپسین

که همان طور اما برسد، نظر به دور ریاضیات تاریخ اصلی دغدغه های از اثری چنین نخست نگاه در شاید .[۱۲] بود فلورانس گالیلۀ

ریاضیات سرشت باب در تأمل برای منبعی مجموعه، «این کرد: اشاره پروژه این دربارۀ بحث حین اوبرولفاخ۲۷ در جلسه ای در او خود

و اندیشیدن برای بستر یک و چارچوب یک زمینه، یک می آورد، فراهم مجموعه این آنچه . است… هفدهم و شانزدهم سده های در
مدیچی۲۸ خاندان که بود مجموعه ای دربارۀ مشخصاً سخنان این .[۱۱] ویژگی ها» آزمودن و پیوندها یافتن برای ابزاری گفتگوست؛

گفته ها این حال، این با بود. کرده حفظ را خود شاهزاده تبار خالقان ارزش های و علایق که مجموعه ای بودند؛ آورده گرد گالیله موزۀ در

دل در «می توان گفت: چنین و بخشید ارتقا را شئی پژوهی جایگاه جلسه، همان در او هستند. مجموعه ها ارزش بیانگر کلی، به طور

موزه داری فرهنگ سنتی شیوه های بر مبتنی می تواند کار این … و کرد برقرار متن یک تحلیل با هم ارز گفتمانی ابزارها، از مجموعه یک

است.» برآمده فهرست نگاری علمی دقت از که مجموعه از دانشی —یعنی باشد

فرهیخته: کادمی آ «فراسوی کتاب از نسخه ای یادنامه، این نگارش با هم زمان درست نیست. ماجرا پایان واپسین، اثر آن اما

جیم قلم به مجموعه این مقالۀ نخستین رسید. دستم به هولینگز۳۰ کریستوفر و بیلی فیلیپ اثر ۲۹«۱۸۵۰ –۱۶۰۰ ریاضیات، کاربست

:(۱۶۸۷ –۱۴۵۰) حرفه و «کاربست عنوان با به تازگی نیز او از دیگر اثری است. الیزابت۳۲ دورۀ دریانورد دیویس۳۱، جان دربارۀ و

پایفر ژان ویراستاری به نخستین»۳۴ مدرن دورۀ در ریاضیات فرهنگی «تاریخ کتاب در ریاضی»۳۳ زندگی های در دگرگونی و گستره
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بار آنکه برای مغتنم فرصتی هستند؛ جیم با دوباره گفتگویی مثابۀ به و ما برای تسلایی آثار، این است. شده منتشر رمرت۳۵ ولکر و

دریابیم. نو از را ریاضیات گمنام غالباً کارورزان زندگی به او دلبستگی و کنیم تجربه را ویژه اش و نافذ نگاه عمق دیگر،

کرد. پیدا نمود نمایشگاه هایش از بسیاری در و داشت نقش نیز او عمومی تعاملات در ریاضیات دانشگاهی، انتشارات از فراتر

۱۹۰۵ در اینشتین۳۶ اعجازآمیز» «سال سالگرد صدمین بزرگداشت برای که بود تخته سیاه» «خداحافظ نمایشگاه نمونه، برجسته ترین

اینشتین ۱۹۳۱ سخنرانی های از یادگاری به عنوان (حفظ شده معادله از پر تخته سیاه یک آن محوریت که نمایشگاه این شد. برگزار

رسانه خود بر پیام، به جای بودند، آموزشی فضاهای اکثر از شدن ناپدید حال در تخته سیاه ها که زمانی در درست بود، کسفورد) آ در

یک روزنامه نگار، یک تا گرفته سرآشپز یک و اسقف یک موسیقی دان، یک (از شناخته شده چهره های از گروهی به جیم می کرد. تأمل

با آن ها از یک هر به بنویسند. گچ با خود تخته سیاه های روی تا داد سفارش انگلستان) فوتبال ملی تیم سرمربی حتی و سیاستمدار

مجامع رؤسای از را درخوری ریاضیاتی و علمی مشارکت های توانست او و شد داده تام اختیار اینشتین، تخته سیاه هم اندازۀ تخته ای

کسفورد آ در دانشگاهی موزه های فضای از خارج .[۸] کند جلب سلطنتی اخترشناس و سلطنتی کادمی آ سلطنتی، انجمن نظیر علمی

برای چارچوبی و کرد فعالیت لندن علم موزۀ در ریاضیات جدید گالری در مشاور به عنوان و بود فعال نیز ملی عرصۀ در او کمبریج، و

.[۱۰] آورد فراهم آن تاریخی چشم انداز

پژوهش ها کامل گسترۀ توانسته ام کنم ادعا بی آنکه کرده ام، تمرکز است ریاضیات تاریخ با مرتبط که جیم آثار بر اینجا در من

مسیر در که متعددی رشته های به او خدمات به رسد (چه را عمومی اش تعاملات و متصدی گری فعالیت های یا او، تدریس های و

که متعددی تقدیرنامه های و یادنامه ها طریق از می توان را او مشارکت های اهمیت دهم. پوشش داشت) تلاقی آن ها با شغلی اش

تأثیر گسترۀ از نشانه گویاترین شاید .[۱۳ ،۱۴ ،۱۷ ،۱ ،۱۵] سنجید است، انتشار دست در یا شده منتشر دیگر جاهای در تاکنون

و زندگی از زوایایی حرفه ای، دستاوردهای بر علاوه که باشد گاردین، بریتانیایی، ملی روزنامۀ در صمیمانه یادنامه ای انتشار جیم،

اهل کارگر طبقۀ پسر یک به عنوان جیم خاستگاه درک برای مرجع بهترین همچنین یادنامه این .[۱۶] می سازد روشن نیز را او خانوادۀ

لندن و کسفورد آ کمبریج، مثلث در عمدتاً که شغلی ای مسیر برای ضروری و متعادل کننده وزنه ای و —پیش زمینه است بلفاست۳۷

دلتنگشان بسیار اکنون که را او شوخ طبعی و تخیل انرژی، و جیم منش شالودۀ خاستگاه، این چگونه که می دهد نشان و شد— سپری

کرد. پی ریزی هستیم،

همسر از عبارتند او بازماندگان .۲۰۲۳ اکتبر ۲۸ کسفورد، آ در درگذشته ۱۹۴۷؛ آوریل ۲ بلفاست، متولد بنت، آرتور جیمز

جدایی به (که رامت۴۰ فرانس با اولش ازدواج از یولاین۳۹ و شیوان دخترش دو تاریخی)، کره های (مرمت گر سومیرا۳۸ سیلویا دومش،

روت۴۱. خواهرش و نوه؛ چهار انجامید)؛

سپاس گزاری

شد، مقاله این کیفیت ارتقای موجب خود سازندۀ نقدهای و نظر دقت با که نشریه محترم داور از می داند لازم خود بر مترجم

مصنوعی هوش ابزارهای از مقاله، این اولیۀ نسخۀ زبانی ویرایش و پیش نویس تهیۀ در که می دارد اعلام مترجم کند. تشکر صمیمانه
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کیکو از عکس کسفورد. آ دانشگاه علم، تاریخ موزۀ رنسانس، دوران ذات الحلق یک کنار در بنت جیم :۱ شکل

ایکه اوچی.

و دقت از تا است شده تأیید و ویرایش بازبینی، وی توسط به دقت نهایی محتوای حال، این با است. کرده استفاده ChatGPT

شود. حاصل اطمینان متن علمی صحت
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Abstract. This paper explores the scholarly life and legacy of Jim Bennett
(1947–2023), an eminent historian of science and a seminal figure in both the
history of mathematics and scientific museology. Centering his inquiry on Re-
naissance “practical geometry,” Bennett advanced a novel interpretation of the
epistemic status of mathematics at the dawn of the early modern period. He
demonstrated that mathematics was by no means an isolated, purely theoretical
discipline, but rather a practice deeply intertwined with instrumentation, arti-
sanal techniques, professional trajectories, and broader socio-cultural contexts.
Underscoring the pivotal role of mathematical instruments—ranging from astro-
labes and globes to surveying devices—he posited that these material artifacts
were as integral to the disciplinary formation and expansion of mathematics
as conventional theoretical treatises. Furthermore, the present study elucidates
how Bennett, through the deliberate synthesis of historical material culture,
contemporaneous textual sources, and the career trajectories of mathematical
practitioners, successfully transcended traditional disciplinary boundaries to ar-
ticulate the highly dynamic nature of mathematical endeavor.
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رایانه عصر تا باستان دوران از الگوریتم ها:

الماسی زاده جعفر

اصفهان دانشگاه آمار، و ریاضی دانشکده کامپیوتر، علوم و کاربردی ریاضی گروه

j.almasizadeh@sci.ui.ac.ir

قبل قرن ها به آنها کشف زمان که می پردازیم برجسته و قدیمی الگوریتم هفت بررسی به مقاله این در چکیده.

این متوجه خواننده که است این الگوریتم ها این معرفی و گزینش از اصلی هدف بر می گردد. رایانه اختراع از

گونه این و بوده اند ریاضیدانان توجه مورد باستان دوران از ضمنی، طور به گرچه الگوریتم ها، که شود واقعیت

چشم اندازی از می تواند خواننده نوشته این با باشد. برده الگوریتم مفهوم به پی رایانه اختراع با بشر که نیست

ببیند. پیموده اند تاکنون قبل سال ۴۰۰۰ از الگوریتم دانان که را مسیری از قسمتی و بنگرد الگوریتم ها به تاریخی

الگوریتم ها یادگیری مسیر در پا تازگی به که هستند مشتاقی افراد مقاله، این خوانندگان بیشتر که فرض این با

جنبه از می پردازیم. نیز الگوریتم  هفت کاربردی و آموزشی جنبه های به تاریخی، نکات ذکر با همراه گذاشته اند،

نحوه کاربردی، جنبه از و می شود بررسی ریاضی رابطه های بر مبتنی الگوریتم  هفت طراحی نحوه آموزشی،

برای پیشنهاد و نکته چند پایان، در می شود. بررسی پایتون برنامه نویسی زبان با الگوریتم هفت پیاده سازی

می شود. بیان بپردازند، تاریخی چشم انداز از الگوریتم ها دقیق تر بررسی به می خواهند که کسانی

مقدمه .۱

رایانه ها مدد به بشر تاکنون، زمان آن از پیوست. وقوع به فن آوری و علم در بزرگ انقلابی میلادی ۱۹۴۰ دهه در رایانه اختراع با

نیز رایانه ای برنامه های نوشتن و برنامه نویس دست در است ابزاری رایانه که پیداست ناگفته است. شده نائل شگرفی کشفیات به

چه زیست شناسی، چه مهندسی، (چه مختلف علمی زمینه های در رایانه آنقدر است. لازم الگوریتم های از برنامه نویس گاهی آ مستلزم
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دانستن از بی نیاز باشد مشغول علمی زمینه ای در علم اندوزی به که شخصی هیچ که است کرده پیدا کاربرد دیگری) زمینه هر یا اقتصاد

مشغول فن آورانه و علمی موضوعات به نحوی به که افرادی برای دست کم امروزه «الگوریتم» اصطلاح واقع، در و نیست الگوریتم ها

است. آشنا ظاهر به واژه ای هستند،

در عالمانه می خواهد که کسی که توجیه این با کند؛ آشنا الگوریتم ها با بیشتر تاریخی جنبه از را مشتاق افراد است قرار مقاله این

این از نیز الگوریتم ها علمی زمینه و باشد آشنا علمی زمینه آن توسعه و شکل گیری تاریخ با است لازم بپردازد تحقیق به علمی زمینه ای

کتاب جلد چند باید که است گسترده آنقدر موضوعی تاریخی چشم انداز از الگوریتم ها بررسی که آنجا از البته نیست. مستثنی قاعده

از نگاه می پردازیم. رایانه اختراع از قبل الگوریتم ها تاریخ در عطف نقطه چند بررسی به تنها مقاله این در ما داد، اختصاص آن به را

تاریخ طول در بشر که کرد خواهد متوجه میزانی به بگذارد، الگوریتم ها دنیای به پا می خواهد که را خواننده ای تاریخی چشم انداز این

تاریخی، بحث های کنار در که آنجا از است. برده کار به را الگوریتم ها بستری چه در و است کرده کشف را الگوریتم ها بستری چه در

پیاده سازی و طراحی نحوه به الگوریتم، هر تاریخی بررسی از پس گرفت، نادیده را الگوریتم ها کاربردی و آموزشی جنبه های نمی توان

می پردازیم. هم الگوریتم آن

نام algorithm واژه ریشه می رسد. نظر به مفید «الگوریتم» واژه درباره نکاتی ذکر الگوریتم ها، درباره بحث به ورود از قبل

معرفی غرب دنیای به را خوارزمی که افرادی از یکی است. (۸۵۰ –۷۸۰) خوارزمی موسی بن محمد ابوجعفر ایرانی بزرگ ریاضیدان

وسطی قرون در اروپایی ریاضیدان بزرگترین عنوان به او از که (۱۲۵۰ –۱۱۷۰) فیبوناچی لئوناردو بود. فیبوناچی۱ لئوناردو کرد،

ریاضیدانان بار اولین برای را اعداد دستگاه این کرد. معرفی اروپاییان به را نه) تا صفر (ارقام دهدهی ارقام دستگاه می شود، یاد

مسلمان ریاضیدانان بعدها کردند. استفاده و ابداع میلادی ششم قرن در نقلی بر بنا و میلادی چهارم قرن و اول قرن بین هندی

آنها، شکل تغییر و هندی ارقام نمادهای روی از الگوبرداری با ، (۸۷۳ –۸۰۱) کندی اسحاق بن یعقوب ابویوسف و خوارزمی مانند

استفاده حساب برای و کردند طراحی را ۰،۱،۲،۳،۴،۵،۶،۷،۸،۹ ارقام یعنی می کنیم استفاده امروزه ما که را دهدهی ارقام نمادهای

به حساب»۲ «کتاب نام به خود کتاب در بود، رایج مسلمانان نزد در عربی» «اعداد نام به که را اعداد دستگاه آن فیبوناچی کردند.

برای اروپا در زمان آن در (که رومی اعداد دستگاه به نسبت محاسبات انجام برای آن سادگی و سودمندی بر و کرد معرفی اروپاییان

پیشنهاد کرد. کید تأ بود) مفید کوچک اعداد روی حسابی عملیات انجام برای عملا و پیچیده فوق العاده و می شد استفاده حساب

گرفت قرار اروپایی ریاضیدانان استفاده مورد بعد به میلادی دوازدهم قرن از اعداد دستگاه این و گرفت قرار استقبال مورد فیبوناچی

دادند. تغییر 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 معادل نمادهای به را آنها شکل میلادی پانزدهم قرن اواخر از آنان و

خوارزمی کرد. معرفی غرب دنیای به نیز را خوارزمی علمی دستاوردهای از قسمتی دهدهی اعداد دستگاه معرفی بستر از فیبوناچی

عدد ارقام محاسبه و اعداد جذر محاسبه حتی و تقسیم و ضرب و جمع حسابی عملیات انجام برای را روش هایی خود کتاب های در

بعدها واقع، در و داشتند داریم ذهن در «الگوریتم» کلمه از امروزه که معنایی به را الگوریتم ویژگی های تمام روش ها آن بود؛ آورده پی

ابتدا در algorithm کلمه البته شد. گرفته او نام از الگوریتم کلمه که بود خوارزمی علمی تلاش های و ابداعات همان افتخار به

منظور قرن، چند تا است. کرده پیدا بسط آن معنای هم و است کرده تغییر کلمه خود هم زمان گذر در سپس و است بوده algorism
عربی اعداد با تقسیم) و ضرب و تفریق و (جمع حساب مقدماتی عملیات برای که بود روش هایی منحصراً ،algorithm کلمه از

می شدند. استفاده

1Leonardo Fibonacci
2The book of calculation
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می توان را معتبری کتاب ندرت به ولی می شود، دیده علمی متون در که است واژه هایی کلیدی ترین از «الگوریتم» واژه گرچه امروزه

کنوث۳، دونالد که باشد تعریفی الگوریتم، واژه از تعریف ها بهترین از یکی شاید باشد. کرده واژه این از دقیقی تعریف که یافت

است: کرده ذکر خود کتاب در برجسته، رایانه دان۴

دقت به را مفهوم این باید چیز هر از قبل ما بنابراین است؛ رایانه ای برنامه هر اساس و پایه الگوریتم مفهوم

،procedure چون کلماتی معنای با کاملا ،algorithm کلمه امروزی معنای لغوی نظر از کنیم. تحلیل

اینکه جز است مشابه rigmarole و routine ،recipe ،process ،method ،technique
صرفاً اینکه بر علاوه الگوریتمی، هر می کند. متفاوت اندکی را آن که است چیزی متضمن «الگوریتم» کلمه

خاص مسأله نوع یک حل برای لازم عملیات دنباله آنها روی از بتوان که باشد قواعد از متناهی مجموعه ای

دارد: نیز مهم ویژگی پنج کرد، تعیین را

کند. پیدا خاتمه گام متناهی تعداد یک از بعد باید همیشه الگوریتمی هر اجرای تناهی: (۱)

است قرار مورد هر در که اقداماتی یعنی شود؛ تعریف دقت به باید الگوریتمی هر گام هر قطعیت: (۲)

شوند. توصیف غیرمبهم و صریح دقیق، طور به باید شوند، انجام

آنکه از قبل آغاز در یا که هستند کمیت هایی ورودی ها دارد؛ ورودی چند یا صفر الگوریتمی هر ورودی: (۳)

اجراست. حال در الگوریتم که هنگامی پویا طور به یا می شوند داده آن به شود، شروع الگوریتم اجرای

با مشخصی رابطه که هستند کمیت هایی خروجی ها دارد؛ خروجی چند یا یک الگوریتمی هر خروجی: (۴)

دارند. ورودی ها

باید آن عمل هر که معنا این به باشد؛ هم کارا الگوریتم یک که می رود انتظار کلی حالت در کارایی: (۵)

در و دقیق طور به کاغذ و قلم از استفاده با را آن بتواند کسی هر که باشد مقدماتی اندازه ای به اصل در

.[۱۰] دهد انجام متناهی زمانی مدت

به «الگوریتم» واقع، در است. «قطعیت» ویژگی واژه هاست بقیه با «الگوریتم» واژه تمایز وجه که ویژگی آن ویژگی ها این میان از

الگوریتم مشخصه همین دلیل به کرد. تفسیر شکل یک به دقیقاً را آنها بتوان و نباشند مبهم که می شود گفته مسائل برای راه حل هایی

آن یا کرد تبدیل رایانه ای برنامه ای به را مسأله یک برای راه حلی نتوان اگر پس کرد. تبدیل رایانه ای برنامه ای به را آن می توان که است

الگوریتم ها بیشتر گرچه که داشت ذهن در باید هم را نکته این است. نشده بیان واضح آن از گام هایی آنکه یا نیست الگوریتم راه حل،

نیست. رایانه وجود به وابسته الگوریتم مفهوم خود می شوند، نوشته مسائل رایانه ای حل و آنها کردن پیاده هدف با

الگوریتم ها به ریاضیدانان و است نبوده ریاضیدانان نزد در رایج واژه ای رایانه اختراع از قبل تا آن امروزی معنای به «الگوریتم» واژه

سال تا الگوریتم کلمه از منظور و است نبوده مطرح سال ها تا کلمه این نیز ۱۹۴۰ دهه در رایانه اختراع از بعد می گفتند. «روش»

مشغول الگوریتم طراحی به یا الگوریتم از استفاده به بسیاری افراد گرچه نیز ۱۹۵۰ دهه در است. بوده اقلیدس الگوریتم عمدتاً ۱۹۵۰

یا «روش» مانند برچسب هایی الگوریتم ها به و نبود مطرح ویژه علمی موضوع یک عنوان به الگوریتم ها طراحی زمینه عملا بودند،

مانند واژه هایی از الگوریتم ها معتبر متون از بسیاری در هم امروزه حتی می زدند. دست این از کلماتی و «فن» یا «فرایند» یا «روال»

پذیرفته ایم را «الگوریتم» واژه بودن خاص ما اگر که است این درست اما می شود. استفاده الگوریتم واژه جای به «روال» یا «روش»

نمی رسانند. را معنا همان دقیقاً که کنیم استفاده «الگوریتم» واژه جای به واژه هایی از نباید

الگوریتم ها تحلیل و طراحی علمی زمینه دهه همان در و شد ایجاد آمریکا دانشگاه های در رایانه علم رشته میلادی ۱۹۶۰ دهه در

ببینید.) را [۸] (مقاله گرفت. قرار توجه مورد گذشته از بیشتر بسیار و یافت بسط است، رایانه علم رشته در حوزه محوری ترین که نیز

3Donald Ervin Knuth
4Computer scientist
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آن در الگوریتم ها کاربرد که یافت نمی توان را دیگری علمی زمینه هیچ که است کرده پیدا اشاعه و بسط علمی زمینه این آنقدر اکنون و

نباشد. مطرح

قدیمی الگوریتم هفت .۲

الگوریتم روسی، ضرب الگوریتم از عبارتند الگوریتم هفت این می پردازیم. زیبا و قدیمی الگوریتم هفت بررسی به بخش این در

صرفاً الگوریتم ها این اهمیت هرنر. الگوریتم و نیوتن الگوریتم هرون، الگوریتم گاوس، الگوریتم اراتستنس، غربال الگوریتم اقلیدس،

می خواهند که کسانی برای دانست مفید مثالی می توان را الگوریتم ها از یک هر پیاده سازی و طراحی نحوه بلکه نیست، تاریخی جنبه از

می کنیم: بررسی جنبه سه از را الگوریتم ها از یک هر ما بگذارند. برنامه نویسی عرصه به پا یا کنند تقویت را خود مسأله حل مهارت های

کسانی چه بار اولین را الگوریتم مستندات، طبق که می پردازیم این به تاریخی جنبه از کاربردی. جنبه و طراحی جنبه و تاریخی جنبه

الگوریتم با که مسأله ای اهمیت به کاربردی جنبه از و می پردازیم؛ الگوریتم طراحی شیوه و مبنا به طراحی، جنبه از می کرده اند؛ استفاده

زبان با خواننده که است این بر (فرض می پردازیم پایتون برنامه نویسی زبان با الگوریتم درست پیاده سازی نحوه به و می شود حل

است). آشنا پایتون

شده اند. بیان افراد عموم برای ناآشنا احتمالا و متفاوت شیوه ای به قدیمی متون در الگوریتم ها این از یک هر که است ذکر به لازم

خواننده ای باشد. روشن و واضح خوانندگان برای که می شود استفاده نمادهایی و کلمات از الگوریتم ها توضیح و معرفی برای اینجا در

کند. مراجعه [۳] کتاب به می کردند؛ استفاده الگوریتم ها تشریح برای نمادهایی چه از گذشتگان بداند است کنجکاو که

حقیقت در دانست. شاخه ها بقیه برای پایه ای و ریاضیات از شاخه قدیمی ترین باید را حساب علم روسی. ضرب الگوریتم .۱ .۲

است دست در متعددی مستندات بپردازد. دیگری ریاضی مسائل به کند کار اعداد با بتواند آنکه از قبل بشر که کرد تصور نمی توان

تفریق و (جمع حسابی عملیات برای راه هایی یافتن باستان، چین و باستان مصر و بابِلیان و سومریان مانند باستانی تمدن های در که

الگوریتمی اعداد، ضرب عملیات برای باستانی حسابی الگوریتم های از یکی است. بوده ریاضیدانان توجه مورد تقسیم) و ضرب و

می شود. شناخته روسی» ضرب «الگوریتم یا ۵ روسی» کشاورز ضرب «الگوریتم نام به امروزه که است

رسیده ما دست به و کرده اند مکتوب را آن انسان ها که دانست الگوریتمی قدیمی ترین بتوان شاید مستندات طبق را الگوریتم این

میلاد از قبل سال ۱۶۵۰ به آنها قدمت که است شده حکاکی باستان مصر در پاپیروسی الواح روی الگوریتم این از گونه ای است.

دیگر، بیان به می دانسته اند. مصری ها را روش این نیز آن از قبل سال ۳۵۰ که است بوده مدعی الواح آن کاتب و برمی گردد مسیح

برمی گردد. قبل سال ۴۰۰۰ تقریباً به می نامند، مصری» ضرب «الگوریتم را آن افرادی که الگوریتم این قدمت

شرقی اروپای کشورهای مدارس در بیستم قرن اواخر تا حتی و است بوده اروپا در ضرب روش معمول ترین قرن ها الگوریتم این

غربی جهانگردان مشاهدات طبق که است بوده این روسی کشاورز نام به الگوریتم شهرت علت می شد. داده آموزش دانش آموزان به

می کردند. استفاده زیاد آن از روسی کشاورزان نوزدهم، قرن در

n و m کنید فرض کرد. مشخص بازگشتی رابطه دو با می توان را (مصری) روسی ضرب الگوریتم مبنای الگوریتم. طراحی .۱ .۱ .۲

کرد: محاسبه بازگشتی رابطه این طبق را m در n حاصل ضرب می توان باشد زوج عددی n اگر باشند. مثبت صحیح عدد دو

n×m =
n

2
× 2m,

کرد: محاسبه بازگشتی رابطه این طبق را m در n حاصل ضرب می توان باشد فرد عددی n اگر و

n×m =
n− 1

2
× 2m+m.
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۶۵ رایانه عصر تا باستان دوران از الگوریتم ها:

کار این آنقدر و می کنیم برابر دو را دوم عدد و می کنیم نصف تقریباً یا نصف را اول عدد بازگشتی، رابطه دو این طبق الگوریتم با

الگوریتم این با ما که کنید توجه شود. برقرار است 1×m = m که خاتمه شرط و شود ۱ اول عدد سرانجام آنکه تا می کنیم تکرار را

فرد یا زوج یا باید ما نمی کنیم! ضرب هم در را عدد دو آن از رقمی دو هیچ رقمی، چند صحیح عدد دو حاصل ضرب محاصبه برای

به باشد، فرد اگر و نصف را عدد یک یا کنیم؛ برابر دو را عدد یک یا کنیم؛ جمع هم با را عدد دو یا کنیم؛ مشخص را عددی بودن

کنیم. گرد پایین

دانش آموزان به مدارس در امروزه که آشنایی الگوریتم با دستی محاسبه از الگوریتم، این با صحیح اعداد حاصل ضرب دستی محاسبه

جمع هم با را میانی حاصل ضرب های سپس و می کنیم ضرب اول رقم هر در را دوم عدد رقم هر آن طبق و می شود داده آموزش

اجرای نحوه از مثالی بود. خواهند معادل الگوریتم دو شوند، داده نمایش دودویی شکل به اعداد وقتی گرچه است؛ ساده تر می کنیم،

است. شده ذکر [۱۴] کتاب در روسی کشاورز ضرب الگوریتم دستی

است. بوده مطرح تاکنون باستان زمان از که است مسأله ای صحیح اعداد حاصل ضرب محاسبه مسأله الگوریتم. پیاده سازی .۲ .۱ .۲

می آید. حساب به کاربردی مسأله ای مسأله این باز بگذریم، روزمره زندگی در صحیح اعداد ضرب عملیات فراوان کاربردهای از اگر

صحیح اعداد حاصل ضرب محاسبه برای سریع الگوریتمی از استفاده مستلزم سریع، رمز سامانه چند ساخت رمزنگاری، حوزه در مثلا

است. رقمی صد چند یا رقمی ده چند

باید اما نیست، صحیح اعداد حاصل ضرب محاسبه برای ممکن الگوریتم سریع ترین روسی، ضرب الگوریتم کاربردی چشم انداز از

در نوشت. راحتی به می توان شد ذکر که رابطه ای دو طبق را الگوریتم پیاده ساز برنامه نگریست. کاربردی الگوریتمی چشم به آن به

عملیات به را ضرب عملیات همین می توان اما است، شده استفاده ،m = m × 2 دو، در عدد یک ضرب عملیات از برنامه این

کرد. تبدیل m = m+m جمع

Implements Russian peasant algorithm

def RussianPeasant (n , m) :

p = 0

while n != 1 :

i f n % 2 == 1 :

p = p + m

n = n // 2

m = m ∗ 2

return p + m

نظریه در پایه ای مسائل از یکی صحیح، اعداد (ب.م.م) مشترک مقسوم علیه بزرگترین محاسبه مسأله اقلیدس. الگوریتم .۲ .۲

به می کردند، استفاده مسأله این حل برای آنان که روشی بود. باستان یونان ریاضیدانان توجه مورد مسائل از مسأله این است. اعداد

است. شده معروف اقلیدس» «الگوریتم نام

دست در اقلیدس زندگی از مهمی اطلاعات بود. باستان یونان ریاضیدانان برجسته ترین از میلاد) از قبل ۳۲۵ –۲۶۵) اقلیدس۶

را هندسه اصول آن در که او «اصول»۷ کتاب می کرد. تدریس هندسه ویژه به و ریاضیات مصر اسکندریه مدرسه در او آنکه جز نیست
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الماسی زاده جعفر ۶۶

کتاب مجلدات از یکی در اقلیدس است. شده نوشته بشر تاریخ طول در که است کتاب هایی اثرگذارترین از یکی است، کرده پایه ریزی

الگوریتم عنوان به را آن امروزه که است داده توضیح را راهی صحیح عدد دو مشترک مقسوم علیه بزرگترین محاسبه برای خود، اصول

نوشته های در ولی نمی خورد، چشم به هستند اقلیدس اصول کتاب از قدیمی تر که نوشته هایی در الگوریتم این می شناسیم. اقلیدس

۲۸۷ –۲۱۲) ارشمیدس۹ و میلاد) از قبل ۳۱۰ –۲۳۰) ساموسی۸ آریستارخوس جمله از باستان، یونان ریاضیدانان دیگر از بعضی

می خورد. چشم به است) کوچکتر اعداد به مرحله هر در اعداد تقلیل (که الگوریتم طراحی در اصلی نکته میلاد)، از قبل

مشترک مقسوم علیه بزرگترین نباشند. صفر هم با دو هر و باشند نامنفی صحیح عدد دو n و m کنید فرض الگوریتم. طراحی .۱ .۲ .۲

باشد m ≥ n که فرض این با ،n و m عدد دو ب.م.م محاسبه برای اقلیدس الگوریتم با می دهیم. نشان gcd(m,n) با را n و m

می کنیم: استفاده بازگشتی رابطه این از

gcd(m,n) = gcd(n,m mod n).

عدد دو ب.م.م محاسبه مسأله به را عدد دو ب.م.م محاسبه مسأله ساده، بازگشتی رابطه این بر مبتنی اقلیدس الگوریتم با

که آنجا از شود. صفر عدد دو از یکی سرانجام آنکه تا می دهیم ادامه را مسأله اندازه تقلیل فرایند این آنقدر و می دهیم تقلیل کوچکتر

درستی اثبات است. الگوریتم گام آخرین در غیرصفر عدد اصلی، عدد دو ب.م.م گرفت نتیجه می توان است، gcd(m, 0) = m

ببینید. را [۱۸] کتاب مثال، عنوان به است. شده ذکر متعددی کتاب های در اقلیدس الگوریتم

آر.اس.ای۱۰) رمز سامانه مثلا) رمز سامانه چند طراحی در صحیح عدد چند یا دو ب.م.م محاسبه مسأله الگوریتم. پیاده سازی .۲ .۲ .۲

اعداد ب.م.م سریع محاسبه است، رمز سامانه های مطلوب شاخصه های از یکی رمزنگاری عملیات سرعت که آنجا از می آید. پیش

است. مهم عمل در بزرگ

آنها میان در الگوریتم سریع ترین و ساده ترین اما شده اند، شناسایی اعداد ب.م.م محاسبه مسأله برای متعددی الگوریتم های گرچه

نوشت: صورت این به می توان را اقلیدس الگوریتم پیاده ساز برنامه است. اقلیدس الگوریتم

Computes gcd(m, n) by Euclid’s algorithm

def Eucl id (m, n ) :

while n != 0 :

r = m % n

m = n

n = r

return m

اما است. شده فرض n و m صحیح عدد دو بودن نامنفی اینجا در آنکه اول کرد. توجه باید پایتونی برنامه این درباره نکته دو به

سپس و کرد مثبت را آنها باشد، منفی عدد دو هر یا یک که صورتی در ابتدا می توان ،gcd(m,n) = gcd(|m|, |n|) تساوی طبق

m < n اگر است. m ≥ n که است شده فرض اینجا در آنکه دوم کرد. محاسبه را نامنفی عدد دو ب.م.م اقلیدس الگوریتم با

می یابد. ادامه بازگشتی، رابطه طبق مسأله حل روند و می شود عوض n و m جای حلقه اول تکرار از بعد باشد،
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۶۷ رایانه عصر تا باستان دوران از الگوریتم ها:

ریاضیدانان توجه مورد فلسفی منظر از هم و زیباشناختی منظر از هم باستان، زمان از اول اعداد اراتستنس. غربال الگوریتم .۳ .۲

کاربردی چشم انداز از بیشتر البته مسأله این نیز امروزه و بود اول اعداد شناسایی مسأله دوران، آن در جذاب مسائل از یکی بوده اند.

که است روشی می کردند، استفاده اول اعداد شناسایی برای باستان ریاضیدانان که روش هایی از یکی می آید. حساب به مهم مسأله ای

می شناسیم. اراتستنس»۱۱ غربال «الگوریتم نام به را آن امروزه ما

به بعدها و گذراند آتن در افلاطون فرهنگستان در را مدتی او آمد. دنیا به باستان یونان در میلاد) از قبل ۲۷۶ –۱۹۴) اراتستنس

ریاضیات در تنها نه اراتستنس شد. اسکندریه بزرگ کتابخانه اعظم کتابدار و رفت باستان مصر در اسکندریه به وقت پادشاه دعوت

کارهایش برای ریاضیات، در دستاوردهایش بر علاوه او بود. متبحر هم فلسفه و نجوم و جغرافیا و تاریخ جمله از دیگری علوم در بلکه

است. معروف نیز زمین کره شعاع اندازه گیری و باستان دوران تاریخ نگاری زمینه در

که است این گویای اقلیدس، الگوریتم هم و اراتستنس غربال الگوریتم هم است. می زیسته اقلیدس از بعد نسل یک اراتستنس

است. بوده جذاب ریاضیدانان برای باستان زمان از خاص، طور به اول اعداد و عام طور به طبیعی اعداد ویژگی های بررسی

در است، می زیسته اراتستنس از بعد قرن چند که (۱۲۰ –۶۰) نیکوماخوس۱۲ نام به ریاضیدانی را اراتستنس غربال الگوریتم

است. داده توضیح است، پرداخته اعداد ویژگی های روشمند بررسی به آن در که حساب» بر «مقدمه ای عنوان با کتاب هایش از یکی

نباشند. بزرگتر مشخصی، مثبت طبیعی عدد از که می یابد را اولی اعداد تمام اراتستنس غربال الگوریتم الگوریتم. طراحی .۱ .۳ .۲

شروع n تا ۲ طبیعی اعداد مجموعه با باشند، n طبیعی عدد با مساوی یا کوچکتر که اولی اعداد تمام مجموعه یافتن برای الگوریتم

به یعنی می کند»، «غربال را آنها و می یابد نیستند اول و دارند قرار n تا ۲ محدوده در که را اعدادی تمام مرحله به مرحله و می کند

در آنها هم فقط و اول اعداد همه مرکب، اعداد همه کردن غربال از پس سرانجام می گذارد. کنار مجموعه از نامطلوب عددی عنوان

ماند. خواهند باقی اعداد مجموعه

مرحله در سپس می کنیم؛ غربال مجموعه از را (۲ خود ۲(جز اول عدد مضارب تمام اول، مرحله در الگوریتم طبق دقیق تر، بیان به

اعداد بقیه و ۷ و ۵ اول اعداد مضارب شیوه همین به و می کنیم غربال مجموعه از را (۳ خود (جز ۳ اول عدد مضارب تمام دوم،

از را مضربی نتوان دیگر که می یابد ادامه زمانی تا فرایند این می کنیم. حذف و می یابیم، دارند قرار n تا ۲ محدوده در که را اولی

دارند. قرار n تا ۲ محدوده در که است اولی اعداد همه می ماند باقی مجموعه در نهایتاً آنچه کرد. حذف مجموعه

p کوچک تر مضارب از یک هر چون کنیم، شروع p×p از است کافی p اول عدد مضارب حذف برای مرحله، هر در که کنید توجه

نخواهد بیشتر ⌊
√
n⌋ از شود حذف باید آن مضارب که اولی عدد بزرگترین بنابراین، شده اند. حذف الگوریتم قبلی مراحل از یکی در

است. شده ذکر [۱۸] کتاب در اراتستنس غربال الگوریتم اجرای نحوه از مثالی بود.

نوشت: صورت این به را اراتستنس الگوریتم پیاده ساز برنامه می توان الگوریتم. پیاده سازی .۲ .۳ .۲

Implements the sieve of Eratosthenes

def Sieve (n ) :

from math import f l o o r , s q r t

A = [ None ] ∗ (n+1)

for p in range (2 , n+1):

A[ p ] = p

11Sieve of Eratosthenes
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الماسی زاده جعفر ۶۸

for p in range (2 , f l o o r ( s q r t (n ) ) + 1 ) :

i f A[ p ] != 0 :

j = p ∗ p

while j <= n :

A[ j ] = 0

j = j + p

L = [ ]

for p in range (2 , n+1):

i f A[ p ] != 0 :

L . append (A[ p ] )

return L

اول خانه دو گرفتن نادیده با و می کنیم ایجاد n+ 1 طول به و A نام به پوچ (لیستی) آرایه ای برنامه، این اول قسمت در

از شروع با برنامه، دوم قسمت در سپس می گذاریم. آن n تا ۲ خانه های در را n تا ۲ محدوده در طبیعی اعداد تمام آن،

می کنیم. حذف آرایه از باشند اول عدد یک از مضربی که را اعدادی تمام مرحله به مرحله ،⌊
√
n⌋ به ختم و ۲ اول عدد

برنامه، سوم قسمت در کرد. غربال را آن باید و است اول عددی مضرب j عدد که معناست این به A[j] = 0 دستور

لیست در ،n تا ۲ محدوده در اول اعداد جز نیستند چیزی که را آن غیرصفر عناصر تمام و می کنیم بررسی را A آرایه

می گذاریم. Ⅼ خروجی

و جستجو الگوریتم های طراحی در جمله از کاربردی، حوزه چند در بزرگ اول اعداد از استفاده و شناسایی مسأله امروزه

بزرگ، اول اعداد سریع شناسایی دلیل همین به ببینید.) را [۶] کتاب مثلا) می آید. پیش رمزنگاری الگوریتم های طراحی

همه تعیین نه است خاص عددی نبودن یا بودن اول تعیین است هدف آنچه موارد بیشتر در البته است. کاربردی مسأله ای

اول اعداد همه مجموعه آن با که است این اراتستنس الگوریتم مزیت حال هر به اما خاص. عددی از کوچک تر اول اعداد

خواهد کندتر شود بزرگتر n چقدر هر اراتستنس، الگوریتم اجرای که است بدیهی آورد. خواهیم دست به را بازه یک در

کرد. استفاده کاربردی الگوریتمی عنوان به آن از می توان عمل در اما شد،

زمان در حتی و است عددی مسائل قدیمی ترین از یکی خطی، معادلات دستگاه های حل مسأله گاوس. الگوریتم .۴ .۲

است. بوده مطرح کوچک، بسیار ابعاد در البته باستان،

ریاضیدان ، (۱۸۵۵ –۱۷۷۷) گاوس۱۳ فردریش کارل یاد به که است الگوریتمی مسأله، این برای الگوریتم معروف ترین

شده گذاشته آن روی گاوس نام که الگوریتمی این قدمت اما است. شده نامگذاری گاوس»۱۴ حذفی «الگوریتم آلمانی،

داده نام این الگوریتم این به بیستم قرن نیمه تا که می شود گفته حتی و برمی گردد او زندگی زمان از قبل قرن ها به است،

هنر درباره فصل «نه نام به است چینی نوشته ای شده، دیده آن در الگوریتم این اصل که متنی قدیمی ترین بود. نشده

13Carl Friedrich Gauss
14Gaussian elimination



۶۹ رایانه عصر تا باستان دوران از الگوریتم ها:

شکل به را آن امروزی بیان به می توان (که کشاورزی مسأله یک حل چگونگی به آن، هشتم فصل ابتدای در که ریاضی»۱۵

کتاب این نگارش دقیق عصر و نویسندگان است. شده پرداخته کرد) بیان مجهولی سه در معادله سه خطی دستگاه یک

دارد. قدمت قرن چندین کتاب آن که است شده ادعا است، شده نوشته میلادی ۲۶۳ سال در که متنی در اما است نامعلوم

و هیجدهم قرن در نیوتن ایزاک مانند افرادی اروپا، در اروپا. به آنجا از و می برند ژاپن به چین از بعدها را روش این

آن و شناساندند نیز بقیه به و کردند استفاده خطی معادلات دستگاه های حل برای را روش این نوزدهم قرن در گاوس کارل

از یکی در هیجدهم قرن اوائل در را روش این نیوتن کردند. اروپا در خطی معادلات دستگاه های حل برای رایج روش را

که نیست بعید وجه هیچ به البته است. کرده کشف را حذفی روش این خودش که بود مدعی و بود کرده ذکر کتاب هایش

ساده ای الگوریتم چنین پیش زمینه ای هیچ بدون خود بلکه بوده اند، الگوریتم این کاربر تنها نه گاوس، و نیوتن مانند افرادی

باشند. کرده کشف را

اشتباه به که الگوریتمی این از صرف نظر می دانند. تاریخ ریاضیدانان بزرگترین از یکی حق به را گاوس فردریش کارل

دانست گاوس را الگوریتم ها آن کاشف یا می توان که شده اند کشف دیگری مهم الگوریتم های است، شده معروف او نام به

کاربردی الگوریتم های آن از یکی سریع» فوریه «تبدیل الگوریتم دانست. الگوریتم ها آن مبنای را گاوس نظریه های آنکه یا

را الگوریتم این اصل است، شده ذکر [۹] مقاله در آنچه طبق اما است، شده معرفی [۵] مقاله در ۱۹۶۵ سال در که است

است. کرده منتشر ۱۸۰۵ سال در گاوس

معادلات دستگاه حل به مرحله دو در و است الگوریتم دو از متشکل واقع در گاوس الگوریتم الگوریتم. طراحی .۱ .۴ .۲

پسرو. جایگذاری  مرحله و پیشرو حذفی مرحله می پردازد: Ax = b خطی

بردار و A′ بالا مثلثی ماتریس به آن اصلی قطر زیر عناصر حذف با را A ضرایب ماتریس پیشرو، حذفی مرحله در

A′x = b′ خطی معادلات دستگاه به را Ax = b خطی معادلات دستگاه یعنی می کنیم؛ تبدیل b′ بردار به هم را b

به را ماتریس اصلی قطر روی عناصر از یکی بار هر بالا مثلثی، ماتریس یک به رسیدن برای الگوریتم با می کنیم. تبدیل

اضافه با را ستون همان در عنصر آن زیرین عناصر و می گیریم محوری» «سطر عنوان به را آن سطر و «محور» عنوان

مجهول قطر» زیر «ضرایب حذف از دیگر، عبارت به می کنیم. صفر آن زیرین سطرهای به محوری» «سطر از ضریبی کردن

مجهول قطر زیر ضریب تنها آنکه تا می کنیم صفر را قطر زیر در مجهولات ضرایب ترتیب، همین به و می کنیم شروع x1

«الگوریتم آن xn−1،به ضریب حذف تا x1 ضرایب حذف از الگوریتم پیشرونده حرکت علت به کنیم. حذف را xn−1

می شود. گفته پیشرو» حذفی

مقادیر متوالی جایگذاری با را A′x = b′ جدید دستگاه در x مجهول بردار الگوریتم با پسرو، جایگذاری مرحله در

معادله آخرین از را xn مجهول تقسیم، یک تنها با ابتدا مجهولات، بردار کردن پیدا برای یعنی می کنیم؛ محاسبه معلوم

ترتیب همین به می کنیم. معلوم را xn−1 مجهول آن، از قبل معادله در آن مقدار جایگذاری با سپس، و می کنیم پیدا

حرکت علت به می کنیم. پیدا x1 تا را بعدی مجهولات قبل تر معادلات در شده پیدا تاکنون مجهول مقادیر جایگذاری با

گفته پسرو» جایگذاری «الگوریتم آن به ماقبل، معادلات در شده معلوم مجهول مقادیر جایگذاری در الگوریتم پسرونده

می شود.

15The Nine Chapters on the Mathematical Art



الماسی زاده جعفر ۷۰

الگوریتم باشد، داشته یکتا جواب دستگاه اگر کرد. اجرا خطی معادلات دستگاه هر روی می توان را گاوس الگوریتم

در نقطه ای در اگر یافت. نخواهد ادامه الگوریتم اجرای باشد نداشته یکتا جواب دستگاه اگر و می کند؛ پیدا را یکتا جواب

چنین در شود؛ متوقف دائماً یا موقتاً باید الگوریتم اجرای شد صفر محور بالا مثلثی، دستگاه به اصلی دستگاه تبدیل فرایند

گرنه و می کند پیدا ادامه الگوریتم اجرای که کنیم غیرصفر فعلی سطر در را محور بتوانیم سطرها، تعویض با اگر حالتی

مشخص موجود دستگاه بررسی با باید باشد، نداشته یکتا جواب دستگاه که حالتی در داشت. نخواهد یکتا جواب دستگاه

دارد. جواب بی نهایت آنکه یا ندارد جواب دستگاه آیا که کرد

پیشرو حذفی الگوریتم دو پیاده سازی برای پایتونی تابع دو گاوس، الگوریتم پیاده سازی برای الگوریتم. پیاده سازی .۲ .۴ .۲

عناصر مرحله به مرحله سپس و می افزاییم A ماتریس به را b بردار پیشرو، حذفی تابع با می نویسیم. پسرو جایگذاری  و

را ماتریس کردن بالامثلثی فرایند نمی توان باشد، صفر محور اگر که آنجا از می کنیم. صفر را ماتریس قطری عناصر زیر

عوض محوری سطر با را عنصر آن سطر و می یابیم را محوری عنصر زیر در عنصر بزرگترین مرحله، هر در داد، ادامه

محوری سطر از مناسب ضرایبی کردن کم با سپس شود. استفاده محوری عنصر عنوان به ممکن عنصر بزرگترین تا می کنیم

می کنیم. صفر را محوری عنصر زیر عناصر تمام آن، زیرین سطرهای از

بی نهایت آنکه یا ندارد جواب یا دستگاه که می گیریم نتیجه یافت، را غیرصفر محوری مرحله ای، در نتوان که صورتی در

دو حداقل حالتی، چنین در ندارد. جواب دستگاه باشد، غیرصفر عددی محوری، سطر در عنصر آخرین اگر دارد. جواب

در آنها با متناظر ضرایب با معادله دو آن از یکی چپ طرف در ضرایب همه یا که دارند قرار معادله ها میان در معادله

معادله دو از یکی در ضرایب نسبت های همه آنکه یا نیستند؛ برابر معادله  دو راست طرف اما هستند برابر دیگر معادله

اگر نیست. برابر نسبت ها آن با معادله ها راست طرف نسبت اما هستند، برابر دیگر، معادله در آنها با متناظر ضرایب به

میان در معادله دو حداقل حالتی، چنین در دارد. جواب بی نهایت دستگاه باشد، صفر محوری، سطر در عنصر آخرین

و دیگر، معادله در آنها با متناظر ضرایب با معادله دو آن از یکی چپ طرف در ضرایب همه یا که دارند قرار معادله ها

در آنها با متناظر ضرایب به معادله دو از یکی در ضرایب نسبت های همه آنکه یا هستند؛ برابر نیز معادله  دو راست طرف

هستند. برابر معادله ها راست طرف نسبت و دیگر معادله

Applies Gaussian elimination to matrix A of a system’s coefficients, augmented with

vector b of the system’s right-hand side values

def ForwardElimination (A, b ) :

n = len (A)

for i in range (0 , n ) :

A[ i ] . append (b [ i ] )

for i in range (0 , n ) :

pivotrow = i

for j in range ( i +1, n ) :

i f abs (A[ j ] [ i ] ) > abs (A[ pivotrow ] [ i ] ) :

pivotrow = j



۷۱ رایانه عصر تا باستان دوران از الگوریتم ها:

i f A[ pivotrow ] [ i ] == 0 :

i f A[ pivotrow ] [ n ] != 0 :

return ’ no s o l u t i o n ’

else :

return ’ i n f i n i t e l y many s o l u t i o n s ’

for k in range (0 , n+1):

A[ i ] [ k ] , A[ pivotrow ] [ k ] = A[ pivotrow ] [ k ] , A[ i ] [ k ]

for j in range ( i +1, n ) :

temp = A[ j ] [ i ] / A[ i ] [ i ]

for k in range ( i , n+1):

A[ j ] [ k ] = A[ j ] [ k ] − A[ i ] [ k ] ∗ temp

return A

محاسبه معلوم مقادیر متوالی جایگذاری با را A′x = b′ جدید دستگاه در x مجهول بردار پسرو، جایگذاری های تابع با

بالامثلثی ماتریس یک پیشرو، حذفی تابع فراخوانی با که کنیم فراخوانی باید وقتی تنها را تابع این که است بدیهی می کنیم.

است. یکتا دستگاه جواب که باشد شده مشخص و باشد آمده دست به

Implements the backward substitution stage of Gaussian elimination

def BackwardSubst itut ion (A, b ) :

A = ForwardElimination (B, b)

n = len (A)

x = [ None ] ∗ n

for i in range (n−1, −1,−1) :

sum = 0.0

for j in range ( i +1,n) :

sum = sum + A[ i ] [ j ] ∗x [ j ]

x [ i ] = (A[ i ] [ n ] − sum) /A[ i ] [ i ]

print ( x )

گردسازی خطاهای شدن انباشته موضوع کرد، توجه آن به گاوس الگوریتم پیاده سازی در باید که موضوعاتی از یکی

بود، خواهد زیاد باشد، بزرگ دستگاه که وقتی ویژه به الگوریتم، حسابی عملیات تعداد که آنجا از است. حقیقی اعداد

الگوریتم، خروجی درستی از اطمینان برای داشت. خواهد وجود دقیق جواب از دستگاه نهایی جواب تحریف احتمال

کرد. جایگذاری معادلات در می آید دست به الگوریتم با که را جوابی پایان در می توان



الماسی زاده جعفر ۷۲

منجر الکتریکی مدار یک تحلیل مثال، برای است. کاربردی بسیار مسأله ای خطی معادلات دستگاه های حل مسأله

مثلا یا است. مدار شاخه های از گذرنده جریان های مقادیر دستگاه، آن جواب و می شود خطی معادلات دستگاه یک به

متعددی الگوریتم های آید. پیش خطی معادلات دستگاه حل مسأله تحلیل، فرایند در است ممکن داده ها، تحلیل حوزه در

خطی معادلات دستگاه حل برای اصلی الگوریتم گاوس، الگوریتم اما شده اند. کشف خطی معادلات دستگاه های حل برای

با آشنایی و گاوس الگوریتم دقیق تر بررسی برای نباشد. بزرگ یا خلوت دستگاه ضرایب ماتریس که وقتی ویژه به است،

کتاب به هستند، جالب کاربردی و تاریخی جنبه از نیز آنها که خطی معادلات دستگاه های حل برای دیگر الگوریتم چند

کنید. مراجعه [۴]

مثال هایی است. بوده مطرح تاکنون باستان زمان از که است مسائلی از اعداد جذر محاسبه مسأله هرون. الگوریتم .۵ .۲

نقش می رسد) مسیح میلاد از قبل سال ۲۰۰۰ به تقریباً آن ها قدمت (که بابِلیان الواح روی اعداد جذر تقریبی مقدار از

محاسبه به منجر که است ۱۰ عرض و ۴۰ طول به شکل مستطیلی «در» یک قطر محاسبه مثال ها آن از یکی است. بسته

که نیست دست در ظاهراً اطلاعاتی رسیدند. 41 + 15
60 تقریبی مقدار به بابِلیان می شود.

√
402 + 102 = 10

√
17

رسیدند. مقادیری چنین به چگونه بابِلیان که برد پی این به آن روی از بتوان

محاسبه برای را روشی که است بوده کسی اولین میلادی) اول قرن (در اسکندرانی۱۶ هرون موجود، مستندات طبق

جذر مقدار از مثال هایی خود نوشته های در بابِلیان که آنجا از البته است. کرده ذکر خود نوشته های در اعداد تقریبی جذر

است. شده معروف نیز بابلی» «الگوریتم نام به هرون» «الگوریتم کرده اند، ذکر را اعداد

الگوریتم بر علاوه آمد. دنیا به مصر اسکندریه در و بود باستان یونان مخترعان و مهندسان و ریاضیدانان از هرون

است. شده معروف هرون نام به آن ضلع سه طول برحسب مثلث مساحت محاسبه برای نیز فرمولی جذر، محاسبه

مثلث مساحت آنگاه باشد، p = a+b+c
2 و باشند مثلث یک ضلع سه طول c و b و a اگر هرون، فرمول طبق

مثلث مساحت محاسبه برای الگوریتمی فرمول این بر مبتنی می توان بود. خواهد A =
√
p(p− a)(p− b)(p− c)

الگوریتمی هرون و است جذر محاسبه برای الگوریتمی دانستن نیازمند فرمول این از استفاده که اینجاست جالب نوشت؛

داشت. جذر محاسبه برای نیز

در مثال، برای است. می شده استفاده جذر محاسبه برای نیز گذشته در دیگری الگوریتم های هرون، الگوریتم بر علاوه

مفصل توضیحی و می کردند استفاده سوم قرن در هندیان و چینیان که الگوریتمی به راجع مختصر توضیحی [۳] کتاب

است. شده داده می کردند، استفاده وسطی قرون در اروپاییان و مسلمانان که الگوریتمی به راجع

و می کنیم شروع اولیه ای تقریبی مقدار از عدد، یک جذر محاسبه برای هرون، الگوریتم با الگوریتم. طراحی .۱ .۵ .۲

به آن، از قبل جملات به نسبت تقریبی، مقادیر دنباله در جمله هر که گونه ای به می کنیم تولید را تقریبی مقادیر از دنباله ای

باشد. نزدیک تر عدد جذر دقیق مقدار

اگر می آید: پیش حالت دو می کنیم. شروع r تقریبی مقدار از ،
√
a محاسبه برای باشد. مثبت عددی a کنید فرض

√
a حالت دو هر در بود. خواهد a

r >
√
a پس باشد، r <

√
a اگر و بود؛ خواهد a

r <
√
a پس باشد r >

√
a

√
a عدد به a

r و r عدد دو حسابی میانگین که گفت اطمینان با می توان که آنجا از بود. خواهد a
r و r عدد دو بین عددی

16Heron of Alexandria



۷۳ رایانه عصر تا باستان دوران از الگوریتم ها:

خواهد 1
2(r +

a
r ) بعدی تقریبی مقدار یعنی می گیریم؛ نظر در عدد دو میانگین را بعدی تقریبی مقدار است، نزدیک تر

می کنیم. تولید را تقریبی مقادیر از دنباله ای که است نکته همین طبق بود.

تقریبی محاسبه الگوریتم های بهترین و ساده ترین از یکی عنوان به هرون الگوریتم نیز امروزه الگوریتم. پیاده سازی .۲ .۵ .۲

رابطه این مبنای بر و می کنیم شروع r0 تقریبی مقدار از هرون، الگوریتم پیاده سازی برای می شود. استفاده اعداد جذر

می کنیم: تولید را تقریبی مقادیر از دنباله ای بازگشتی،

rn+1 =
1

2

(
rn +

a

rn

)
, n = 0, 1, 2, . . . .

محاسبه را غیره و r2 و r1 مقادیر بازگشتی، رابطه طبق و می کنیم شروع r0 از
√
a تقریبی مقدار محاسبه برای

کنیم. مشخص الگوریتم تکرارهای تعداد برای حدی است لازم عملا است، بی پایان {rn} مقادیر دنباله که آنجا از می کنیم.

مقدار به
√
a تقریبی مقدار آخرین اما کشید خواهد طول بیشتر آن اجرای باشد، بیشتر الگوریتم تکرارهای تعداد هرچقدر

که می نویسیم گونه ای به را برنامه الگوریتم، تکرارهای تعداد روی حدی گذاشتن وجود با بود. خواهد نزدیک تر هم آن دقیق

نزدیک خیلی دقیق مقدار به است کرده محاسبه رایانه که تقریبی مقدار آخرین تکرارها، تعداد حداکثر به رسیدن از قبل اگر

مقدار (اختلاف خطا آستانه ε اگر که معناست این به برنامه اجرای توقف برای معیار این شود. متوقف آن اجرای باشد،

باشد. |r2n − a| < ε آنگاه باشد، دقیق) مقدار و تقریبی

Computes square roots by Heron’s algorithm

def Heron (a , r , eps , N) :

n = 1

print ( ’ i t e r a t i o n : ’ , 0 , ’ r : ’ , r , sep=’ ’ )

while n <= N:

r = 1/2 ∗ ( r + a/ r )

print ( ’ i t e r a t i o n : ’ , n , ’ r : ’ , r , sep=’ ’ )

i f abs ( r ∗∗2 − a ) < eps :

break
n = n + 1

و بین النهرین تمدن های جمله از باستانی تمدن های در مربعی، و خطی معادلات حل مسائل نیوتن. الگوریتم .۶ .۲

(۸۵۰ –۷۸۰) خوارزمی جمله از مسلمان ریاضیدانان بعد قرن ها بود. مطرح باستان هند و باستان چین و باستان مصر

و دوم و اول درجه معادلات برای را راه حل هایی نیز ،(۱۳۲۱ –۱۲۵۶) مراکشی ابن بنای و (۱۱۳۱ –۱۰۴۸) خیام و
کاردانو۱۷ جرولامو و (۱۲۵۰ –۱۱۷۰) فیبوناچی لئوناردو جمله از اروپایی، ریاضیدانان آن از بعد کردند. منتشر سوم

17Gerolamo Cardano



الماسی زاده جعفر ۷۴

الگوریتمی انتشار غیر خطی، معادلات حل تاریخ در اوج نقاط از یکی پرداختند. معادلاتی چنین حل به ،(۱۵۷۶ –۱۵۰۱)

می شناسیم. نیوتن» «الگوریتم عنوان به را آن امروزه ما که است

فیزیک در و ریاضیات در نیوتن بود. انگلیسی دین شناس و فیزیکدان و ریاضیدان (۱۷۲۷ –۱۶۴۲) نیوتن۱۸ ایزاک

نیوتن بود. غیر خطی معادلات حل برای روشی پیشنهاد ریاضیات، در او برجسته کارهای از یکی بود. نوآور و نظریه پرداز

کرد. توصیف کتاب هایش از یکی در ۱۶۶۹ سال در عددی، مثال های با را الگوریتمش

ریاضیدانان از (۱۷۱۵ –۱۶۶۸) رافسون۱۹ جوزف است. معروف نیز نیوتن–رافسون» «الگوریتم نام به نیوتن الگوریتم

نیوتن زمان آن در کرد. منتشر رساله هایش از یکی در ۱۶۹۰ سال در را الگوریتم همین او بود. نیوتن معاصر انگلیسی

۱۶۸۵ سال در (۱۷۰۳ –۱۶۱۶) والیس۲۰ جان نام به ریاضیدانی را او کار اساس اما بود نکرده منتشر را خود الگوریتم

بود. کرده منتشر

معادله تقریبی جواب می شوند، استفاده غیر خطی معادلات حل برای که الگوریتم هایی همه تقریباً الگوریتم. طراحی .۱ .۶ .۲

جایگزین را دقیق تری جواب بعدی مراحل از یک هر در و می کنند شروع اولیه حدس یک از یعنی می یابند؛ مرحله چند در را

تقریبی مقادیر از دنباله ای گام به گام و می کند شروع اولیه تقریبی مقدار یک از هم نیوتن الگوریتم می کنند. فعلی جواب

باشد. نزدیک تر معادله ریشه به آن، از قبل جملات به نسبت دنباله در جمله هر که هدف این با می کند؛ تولید

این با بزنیم. تقریب خطی تابعی با را f(x) مشتق پذیر و غیر خطی تابع که است این نیوتن الگوریتم در اصلی نکته

تابع نمودار بر مماس خط شیب و است مشتق پذیر f(x) تابع که آنجا از باشد، ریشه اولیه تقریبی مقدار x0 که فرض

نقطه در f(x) تابع منحنی بر مماس خط معادله است، نقطه آن در تابع مشتق با برابر ،(x0, f(x0)) نقطه در f(x)

نوشت: صورت این به می توان را (x0, f(x0))

l(x) = f ′(x0)(x− x0) + f(x0).

به l(x) مقدار ،x0 مجاور نقاط در و است یکسان f(x) غیرخطی تابع و l(x) خطی تابع مقدار ،x0 نقطه در چون

f(x) تابع تقاطع نقطه به نزدیک نیز x محور با مماس خط تقاطع نقطه که کرد فرض می توان است، نزدیک f(x) مقدار

شود: l(x) = 0 که است جایی ،x محور با مماس خط تقاطع نقطه باشد. x محور با

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
.

،x0 نقطه به نسبت x1 که است این انتظار باشد، شده انتخاب ریشه به نزدیک نسبتاً x0 اولیه حدس که صورتی در

مقادیر که جملاتی از دست آورد به دنباله ای گام به گام می توان روند همین تکرار با باشد. نزدیک تر معادله واقعی ریشه به

جمله هر ارتباط باشد. نزدیک تر ریشه به آن، از قبل جملات به نسبت دنباله در جمله هر و هستند معادله ریشه تقریبی

کرد: مشخص بازگشتی رابطه این با می توان را آن بعدی جمله و دنباله

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, . . . .

18Isaac Newton
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۷۵ رایانه عصر تا باستان دوران از الگوریتم ها:

خط از نه صریحاً او اما است. داده توضیح را چندجمله ای تابع یک ریشه های یافتن روش خود، نوشته های در نیوتن

زد، تقریب خط یک با را چندجمله ای تابع هر می توان که مبنا این بر را خود روش بلکه مشتق؛ از نه و کرد استفاده مماس

است. راحت تر آن از بازگشتی رابطه استنباط که است داده توضیح نحوی به را خود روش رافسون اما است. داده توضیح

کرد. توصیف مسأله برای را الگوریتمی راه حلی آن بر مبتنی مستقیماً می توان که است این بازگشتی رابطه مزیت

نیوتن الگوریتم از خاصی حالت هرون الگوریتم کنیم: توجه نیوتن الگوریتم با هرون الگوریتم ارتباط به است جالب

جایگذاری با است، f(x) = x2 − a = 0 مربعی معادله مثبت ریشه یافتن با معادل
√
a محاسبه که آنجا از است.

می آید: دست به هرون الگوریتم بازگشتی فرمول نیوتن، الگوریتم بازگشتی فرمول در آن مشتق تابع و f(x) تابع

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
= xn − x2n − a

2xn
=

x2n + a

2xn
=

1

2

(
xn +

a

xn

)
.

و معروف ترین امروزه دلیل همین به و کارا؛ هم و است ساده الگوریتمی هم نیوتن الگوریتم الگوریتم. پیاده سازی .۲ .۶ .۲

این به را نیوتن الگوریتم پیاده ساز برنامه می توان است. تک مجهولی غیر خطی معادلات حل برای الگوریتم پرکاربردترین

نوشت: صورت

Finds a root of an equation by Newton’s algorithm

def Newton (x , eps , de l ta , N) :

n = 1

print ( ’ i t e r a t i o n : ’ , 0 , ’ x : ’ , x , ’ f ( x ) : ’ , f ( x ) , sep=’ ’ )

while n <= N:

i f abs ( df ( x ) ) < de l t a :

print ( ” smal l d e r i v a t i v e ” )

break
e = f ( x ) / df ( x )

x = x − e

print ( ’ i t e r a t i o n : ’ , n , ’ x : ’ , x , ’ f ( x ) : ’ , f ( x ) , sep=’ ’ )

i f abs ( e ) < eps and abs ( f ( x ) ) < eps :

break
n = n + 1

پایتونی» «تابع دو نوشتن است لازم آن مشتق و تابع از جدیدی مقادیر محاسبه الگوریتم، این تکرار هر در که آنجا از

است. لازم نیز آن مشتق و تابع محاسبه برای

دنباله است ممکن که است این موضوع کرد. توجه نکاتی به آن پیاده سازی در باید الگوریتم، کارایی و سادگی وجود با

الگوریتم، همگرایی سرعت افزایش برای نباشد. همگرا معادله ریشه به می شود، تولید الگوریتم این با که تقریبی جواب های

رسم همچنین و واقعی مسأله از شناخت با بتوان شاید باشد. نزدیک ریشه به که باشیم اولیه ای جواب دنبال به است لازم



الماسی زاده جعفر ۷۶

خوب اولیه حدس موارد، بیشتر در زد. حدس ریشه برای خوبی اولیه تقریبی مقدار الگوریتم، اجرای از قبل تابع، نمودار

سریع همگرایی لزوماً نیز خوب اولیه حدس حتی مواردی در اما شود. همگرا ریشه به سرعت به الگوریتم که می شود باعث

الگوریتم اجرای باشد، صفر به نزدیک یا f ′(xn) = 0 که حالاتی در مثال، برای داد. نخواهد نتیجه را همگرایی حتی یا

آنکه یا شود واگرا است ممکن الگوریتم تقریبی جواب های دنباله باشد، f ′′(xn) = 0 که حالاتی در و شود؛ متوقف باید

شود. همگرا ریشه به کندی به

حد تعیین با می توان برسیم، جواب به تکرار چند در الگوریتم با که داریم انتظار مطلوب حالات در که آنجا از همچنین

سریعاً را راست) و چپ به جواب ها نوسان یا واگرایی یا کند (همگرایی نامطلوب حالات الگوریتم، تکرارهای برای بالایی

نزدیک یا صفر محاسبات طول در جایی در f ′(x) اینکه امکان الگوریتم پیاده ساز برنامه در باید البته و کرد. شناسایی

الگوریتم که را تقریبی مقدار آخرین می توان باشد، صفر به نزدیک یا f ′(xn) = 0 اگر داشت. نظر در را شود صفر به

کرد. استفاده معادله تقریبی ریشه عنوان به است، کرده محاسبه

نزدیک خیلی ریشه دقیق مقدار به است، کرده محاسبه الگوریتم که تقریبی جواب آخرین مقدار آنکه از اطمینان برای

دنباله در متوالی جمله دو اختلاف را خطا اندازه اینجا در بگیریم. نظر در خطا اندازه گیری برای معیاری است لازم است،

از البته می کنیم. استفاده |xn − xn−1| < ε نامساوی از خطا اندازه معیار عنوان به یعنی می گیریم؛ نظر در تقریب ها

آخرین به توجه با باید نباشد، نزدیک ریشه به x مقدار آخرین باز خطا، مقدار بودن کوچک وجود با است ممکن که آنجا

کرد. بررسی را ریشه به x نبودن یا بودن نزدیک ،f(x) مقدار

آستانه ای از خطا مقدار یا شود کوچک تر آستانه ای از تابع مشتق مقدار یا که می یابد ادامه وقتی تا الگوریتم اجرای پس

مقدار رایانه که است شده نوشته گونه ای به برنامه که آنجا از شود. بیشتر آستانه ای از تکرارها تعداد آنکه یا شود کمتر

تکرارها، رسیدن پایان به از قبل الگوریتم اجرای توقف صورت در می کند، چاپ محاسبه محض به را تقریبی جواب های

شد. خواهد استفاده ریشه تقریبی مقدار عنوان به است شده چاپ که جوابی آخرین

کتاب های از یکی شده اند. داده  اختصاص عددی الگوریتم های به که یافت می توان کتاب هایی در بیشتر را نیوتن الگوریتم

کتاب آنها پیاده سازی نحوه و نیوتن) الگوریتم جمله (از عددی الگوریتم های از بسیاری با آشنایی برای خواندنی و معتبر

است. [۴]

مکرراً مهندسی و علمی مختلف زمینه های در که هستند توابع از مهم دسته ای چند جمله ای توابع هرنر. الگوریتم .۷ .۲

توابع تقسیم و ضرب و تفریق و جمع (مانند چند جمله ای توابع درباره مسائل که نیست معلوم دقیقاً می آیند. پیش

او، از بعد ریاضیدانان و نیوتن که گفت اطمینان با می توان را این حداقل اما شدند. مطرح زمانی چه از چند جمله ای)

داشتند. چند جمله ای توابع به ویژه توجه ای

گرچه است. توابعی چنین مقادیر محاسبه نحوه کرد، مطرح چند جمله ای توابع درباره می توان که مسأله ای پایه ای ترین

مسأله این برای الگوریتم بهترین و زیباترین کرد، محاسبه را چند جمله ای توابع مقادیر می توان ساده ای الگوریتم های با

و کرد منتشر نوزدهم قرن اوائل در انگلیسی ریاضیدان (۱۸۳۷ –۱۷۸۶) هرنر۲۱ ویلیام را آن که است قدیمی الگوریتمی

است، هرنر به منتسب الگوریتم، اینکه وجود با است. شده معروف هرنر»۲۲ «قاعده عنوان به الگوریتم آن دلیل همین به

21William George Horner
22Horner’s rule



۷۷ رایانه عصر تا باستان دوران از الگوریتم ها:

با معادل روشی حتی و است می کرده استفاده هرنر از قبل سال ۱۵۰ الگوریتم همین از نیوتن ایزاک مستندات، طبق اما

است. می شده استفاده چین در سیزدهم قرن در الگوریتم این

بگیرید: نظر در را n درجه چند جمله ای توابع متعارف و کلی شکل الگوریتم. طراحی .۱ .۷ .۲

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0.

n(n+1)
2 با کل در را تابع مقدار جملات، آن مجموع محاسبه سپس و تابع جملات تک تک مستقیم محاسبه با می توان

استفاده چند جمله ای تو در توی» «نمایش از تابع مقدار محاسبه برای هرنر، الگوریتم طبق کرد. محاسبه جمع n و ضرب

کنیم: بازنویسی نامتعارف صورت این به را Pn(x) تابع کلی شکل می توانیم که است این نکته می کنیم.

Pn(x) = (. . . (anx+ an−1)x+ . . . )x+ a0.

اول درجه چند جمله ای یک (که کمانک داخلی ترین درون عبارت ارزیابی از تو در تو، ضرب های ارزیابی برای الگوریتم با

کنیم. تعیین را n درجه چند جمله ای مقدار نهایتاً آنکه تا می کنیم، حرکت بیرون سمت به گام به گام و می کنیم شروع است)

کرد، محاسبه جمع n و ضرب n(n+1)
2 با را n درجه چند جمله ای تابع هر می توان سرراست الگوریتمی با که حالی در

صفری، ضریب هر ازای (به کرد. ارزیابی جمع n و ضرب n با را n درجه چند جمله ای تابع هر می توان هرنر الگوریتم با

چند جمله ای توابع مقادیر محاسبه برای بهینه الگوریتمی هرنر، الگوریتم واقع، در شد.) خواهد کم جمع ها تعداد از یکی

نیست. ممکن آن از کاراتر الگوریتمی طراحی و است

ببینید. را [۱۴] کتاب مثال، برای است. گرفته قرار بحث مورد الگوریتم کتاب های از بعضی در هرنر الگوریتم

است. هرنر الگوریتم چند جمله ای توابع ارزیابی برای الگوریتم سریع ترین و ساده ترین عمل در الگوریتم. پیاده سازی .۲ .۷ .۲

نوشت: صورت این به را هرنر الگوریتم پیاده ساز برنامه می توان

Evaluates a polynomial at a given point by Horner’s rule

def Horner (P, x ) :

n = len (P) − 1

p = P[ n ]

for i in range (n−1, −1, −1):

p = x ∗ p + P[ i ]

return p

طبق ضمنی، طور به برنامه این با که کنید توجه است. کوتاه بسیار الگوریتم پیاده ساز برنامه است، واضح که همان طور

را چند جمله ای تابع نیست لازم الگوریتم پیاده سازی برای یعنی می پردازیم. آن ارزیابی به چند جمله ای تابع تو در توی نمایش

علاوه به است. کافی آن ارزیابی برای چند جمله ای تابع ضرایب کردن مشخص تنها دهیم؛ نمایش تودرتو شکل به صریحاً

خواهد استفاده بعدی گام در سریعاً آنها از میانی، کمیت های محاسبه محض به چون کنیم، ذخیره را میانی نتایج نیست لازم

شد.
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پیشنهاد و نکته چند .۳

الگوریتم هایی رسید. نتایجی به می توان الگوریتم ها همین بررسی با کردیم. بررسی را قدیمی الگوریتم هفت مقاله این در ما

مورد قبل سال هزار چند از ضمنی، طور به گرچه الگوریتم، مفهوم که دارند خود همراه را پیام این شدند بررسی اینجا در که

الگوریتمی معمای مثال، عنوان به می شدند. مواجه الگوریتمی مسائل با نیز مردم عامه حتی است. بوده ریاضیدانان توجه

شناخته رودخانه» از عبور «معماهای عنوان با که دیگر الگوریتمی معمای دو و کلم» − بز − گرگ − «کشاورز معروف

بعضی که شده اند ذکر قدیمی بسیار متنی در می کنند، جذب خود به را مردم عامه که هستند مسائلی جمله از و می شوند

از عبور معمای (سه می دانند. (۸۰۴ –۷۳۵) یورکی۲۳ آلکوئین نام به انگلیسی شاعری و کشیش نوشته را آن افراد از

شده اند.) آورده است، شده داده اختصاص الگوریتمی معمای ۱۷۲ معرفی به که [۱۵] کتاب در رودخانه

ظریف تفاوت متوجه می کردند، استفاده آن از یا می کردند کشف را الگوریتمی که کسانی رایانه، اختراع از قبل تا شاید

نمایان و برجسته را ظریف تفاوت این تنها نه که بود رایانه اختراع نبودند. مسأله حل روش های بقیه با آنها اساسی اما

الگوریتمی که افرادی رایانه، اختراع از قبل تا کرد. هموار دیگر الگوریتم هزاران از استفاده و کشف برای را بستر بلکه کرد،

از بعد اما نداشتند. اختیار در کار این برای ابزاری چون نمی کردند فکر آن گسترده کاربرد به چندان می کردند، کشف را

باشند. سودمند واقعی مسائل حل برای و عمل در که بوده اند نظر مد جهت این از عمدتاً الگوریتم ها رایانه، اختراع

یا دهه ها طول در است ممکن را الگوریتم ها از بعضی که کردیم توجه واقعیت این به الگوریتم ها، تاریخی بررسی در

استفاده آن از که خاصی فرد اسم به الگوریتم یک نامگذاری باشند. کرده استفاده و کرده (مجدد) کشف مختلفی افراد قرن ها

خاص فرد آن زندگی زمان الگوریتم، کشف زمانی مبدأ و فرد آن الگوریتم کاشف که نیست معنا این به لزوماً است، کرده

است. شده معروف دیگر کسی نام به بعدها و است کرده کشف شخصی را الگوریتمی که دیدیم را مثال هایی است. بوده

دسته بندی معیار، یک است. الگوریتم ها دسته بندی مستلزم تاریخی، چشم انداز از الگوریتم ها به دقیق و جامع نگاه

خاص مسأله یک حل برای تاریخ طول در که الگوریتم هایی یعنی می کنند؛ حل که است مسأله ای اساس بر الگوریتم ها

(مانند است مشترک آنها نظری مبنای که مسائل از دسته ای حل یا غیر خطی) معادلات ریشه های یافتن مسأله مثلا)

این الگوریتم ها، دسته بندی برای دیگر منطقی معیار شوند. گذاشته دسته یک در شده اند، پیشنهاد اعداد) نظریه مسائل

بررسی به محدود را خود اولا مقاله، این در ما رایانه. اختراع از بعد یا شده اند کشف رایانه اختراع از قبل آنها آیا که است

مسائل حل برای که پرداختیم الگوریتم هایی بررسی به تنها ثانیاً و شده اند کشف رایانه اختراع از قبل که کردیم الگوریتم هایی

حساب زمینه در یا می توان را ریاضیدانان دستاوردهای عمده میلادی، هفدهم قرن تا حقیقت در شده اند. پیشنهاد عددی

(مانند مسائلی می دانند، جدید ریاضیات طلوع زمان را آن که هیجدهم قرن از هندسه. زمینه در یا دانست اعداد) (نظریه

بررسی مورد عددی» «آنالیز شاخه در امروزه که شدند مطرح عددی) انتگرال گیری و درون یابی و غیرخطی معادلات حل

در که شد تبدیل ریاضیات در غالب موضوعات به و کرد پیدا بسط بیستم قرن تا موضوعات این آنقدر می گیرند. قرار

اختراع از بعد سال چندین می دانستند. عددی مسائل سریع حل برای ابزاری عمدتاً را آن رایانه، کاربران ،۱۹۴۰ دهه

مسائل و گراف مسائل مانند ریاضی، حوزه های دیگر در الگوریتمی مسائل حل برای رایانه کاربرد تدریج به که بود رایانه

شد. روشن هندسی مسائل و ترکیبیاتی
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۷۹ رایانه عصر تا باستان دوران از الگوریتم ها:

یا گراف الگوریتم های یا هندسی الگوریتم های حوزه های جمله از الگوریتم ها، از دیگری حوزه های تاریخی بررسی

تحقیقی تاکنون زمینه ها این در آنکه ویژه به است؛ جالبی و مفید آموزشی و تحقیقاتی موضوع ترکیبیاتی، الگوریتم های

کرد: ذکر می توان را برجسته الگوریتم های و مسائل از نمونه هایی زمینه ها این در است. نشده منتشر جامع

توجه مورد باستان زمان از که است مسائلی از هندسی شکل های مساحت محاسبه کفشی۲۴: بند الگوریتم •

ریاضیدانان کارهای بر مبتنی (۱۷۸۸ –۱۷۲۵) مایستر۲۵ آلبرشت نام به ریاضیدانی است. بوده هندسه دانان

این به رسیدن نحوه کرد. پیشنهاد ۱۷۶۹ سال در ساده، چندضلعی های مساحت محاسبه برای را فرمولی دیگر،

است. شده داده توضیح [۱۷] کتاب در است، معروف کفشی» «بند فرمول نام به که فرمول

مسائل پیمایش، از حاصل اطلاعات با و پیمایش را گرافی می توان الگوریتم، این با عمقی: پیمایش الگوریتم •

از خروجی مسیر یافتن برای نوزدهم قرن در الگوریتم این مستندات، طبق کرد. حل گراف درباره را متعددی

که دانست راست» دست «قاعده از تعمیمی می توان را الگوریتم این البته .[۱۶] است می شده استفاده مازها

دست ماز، به ورود محض به قاعده، این طبق است. می دانسته را آن ماز از خروج برای باستان زمان از بشر

شویم. خارج ماز از که زمانی تا برنمی داریم دیوار روی از را آن و می گذاریم دیوار روی را خود راست

سال در سوئیسی ریاضیدان ،(۱۷۸۳ –۱۷۰۷) اویلر۲۶ لئونارد هایرهولزر: الگوریتم و فلوری الگوریتم •

نکاتی و اویلر اصلی مقاله از (ترجمه ای ندارد. جواب کونیگسبرگ» پل «هفت مسأله که کرد ثابت ۱۷۳۶

گراف یک در دوری امروزی، بیان به مسأله این جواب است.) شده ذکر [۷] مقاله در مسأله درباره تاریخی

نامیدند. اویلری» «دورهای را دورهایی چنین بعدها دلیل همین به بگذرد. بار یک دقیقاً آن یال هر از که است

سال در هایرهولزر۲۷ کارل نام به آلمانی ریاضیدانی از اویلری، دورهای یافتن مسأله برای متفاوت الگوریتم دو

است. شده منتشر ،۱۸۸۳ سال در فلوری۲۸ میشل نام به فرانسوی ریاضیدانی از و او مرگ از پس ۱۸۷۳

شده اند.) بحث [۷] مقاله و [۲] کتاب در الگوریتم دو (این

«مربع مسأله گرفت، نادیده تاریخی چشم انداز از را آن نباید که ترکیبیاتی مسائل از یکی جادویی: مربع مسأله •

هر که کرد تصور n× n ماتریسی شکل به می توان ریاضی، بیان به را n مرتبه جادویی مربع است. جادویی»

اعداد مجموع و سطر هر در اعداد مجموع که باشند شده گذاشته آن خانه های در گونه ای به n2 تا ۱ اعداد از یک

تمدن های در باشد. n(n2 + 1)/2 و هم با برابر ماتریس، اصلی قطر دو هر در اعداد مجموع و ستون هر در

مسلمان دانشمندان است. می شده استفاده مربعاتی چنین قبل سال هزار چند از چین، و هند و ایران باستانی

از صرفاً مسأله این به آنان توجه داشتند. آنها به ویژه توجه ای و می نامیدند وفقی» «مربع را مربعاتی چنین

خاص نمادهایی یا اعداد با اگر مربعاتی چنین که معتقدند افرادی تاکنون گذشته از است؛ نبوده ریاضی جنبه

این با اروپایی دانشمندان بعدها هستند. مفید خاص) بیماری هایی درمان (مثل مشکلاتی رفع برای شوند، پر
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مربعات [۳] کتاب در می گذارند. آن روی را جادویی» «مربع اسم و می شوند آشنا عددی ساختارهای نوع

است. شده بررسی تاریخی چشم انداز از جادویی

است. وزیر − n مسأله است، جالب تاریخی چشم انداز از که ترکیبیاتی مسائل از دیگر یکی وزیر: − n مسأله •

دو هیچ که گونه ای به است، n × n شطرنجی صفحه یک روی وزیر n گذاشتن مسأله، این حل از هدف

بازیکن یک بار اولین برای ظاهراً را مسأله این نباشند. قطر یک در یا ستون یک در یا سطر یک در وزیری

۱۸۵۰ سال در گاوس کارل و کرد مطرح ۱۸۴۸ سال در ۲۹ (۱۸۷۱–۱۸۲۴) بِزِل مکس نام به آلمانی شطرنج

آن راه حل های درباره توضیحاتی و مسأله این درباره تاریخی نکاتی کرد. منتشر وزیر ۸ مسأله برای را راه حلی

است. شده ذکر [۱] مقاله در آن کاربردهای و

تحقیقاتی موضوع یک شده اند. کشف رایانه اختراع از قبل که کردیم الگوریتم هایی به محدود را خود تحقیق، این در ما

تعداد شده اند. منتشر بعد به ۱۹۴۰ دهه از رایانه اختراع از بعد که است برجسته ای الگوریتم های بررسی دیگر، جالب

کردند ممکن را مسائلی سریع رایانه ای حل که لحاظ این از آنها از بعضی اما است زیاد بسیار الگوریتم هایی چنین

وهله در که است سزاوار و می آیند حساب به برجسته ای الگوریتم های شدند، دیگری الگوریتم های کشف زمینه ساز یا

انتشار) تاریخ (و نام از مثال چند گیرد. قرار تحقیق مورد صنعتی و علمی پیشرفت های در الگوریتم ها این نقش اول

الگوریتم ،(۱۹۴۵) ادغامی مرتب سازی الگوریتم از: عبارتند شده اند، منتشر رایانه اختراع از بعد که شاخصی الگوریتم های

،(۱۹۶۲) کاراتسوبا الگوریتم ،(۱۹۶۲) سریع مرتب سازی الگوریتم ،(۱۹۵۹) دایکسترا الگوریتم ،(۱۹۴۷) سیمپلکس

.(۱۹۸۴) کارمارکار الگوریتم و (۱۹۶۹) استراشن الگوریتم

دستاوردهای بدانیم ما که بود خواهد جامع وقتی شد، اشاره آنها به که آنهایی مانند زمینه هایی در تاریخی تحقیقات

چند به گذشتگان واقع، در شده اند. آورده متون در الگوریتم شکل به که نیست راه حل هایی صرفاً گذشتگان الگوریتمی

مواردی، در کرده اند. هموار آیندگان الگوریتمی دستاوردهای برای را راه و داده اند گسترش را الگوریتم ها علمی زمینه طریق

مواردی، در نامید. الگوریتم امروزه را راه حل آن می توان که است شده ذکر مسأله ای برای راه حلی قدیمی، متون از یکی در

یا فرمول آن بر مبتنی می توان اما نامید، الگوریتم را آن نمی توان که است شده آورده قدیمی متن یک در قضیه ای یا فرمولی

برای الگوریتمی یا اما است شده مطرح قدیمی متون از یکی در مسأله ای مواردی، در اینکه و کرد طراحی الگوریتمی قضیه،

الگوریتم هایی دیگری افراد بعدها و است شده حل مسأله از خاصی نمونه های یا نمونه فقط آنکه یا است نشده مشخص آن

ارائه کونیگسبرگ» پل «هفت مسأله حل برای الگوریتمی اویلر گرچه مثال، برای کرده اند. پیشنهاد مسأله آن حل برای را

در اوج نقاط از را اویلر کار باید منظر این از شد. گراف نظریه شکل گیری به منجر مسأله، همین به او جواب اما نکرد،

دانست. الگوریتم ها تاریخ

زمان های در ریاضیدانان دستاوردهای با شده اند منتشر گذشته دهه چند در که را الگوریتم هایی ربط نباید علاوه، به

شده اند، طراحی رایانه اختراع از بعد که هندسی الگوریتم های مثال، برای گرفت. نادیده الگوریتم ها آن انتشار از قبل

الگوریتم هایی از امروزه ما آنکه یا کرد. پایه ریزی خود اصول کتاب در را آنها اقلیدس که هستند اصولی همان بر مبتنی

سوم قرن (در تزو۳۰ سون نوشته های در بار اولین مستندات، طبق (که چینی باقیمانده قضیه بر مبتنی که می کنیم استفاده
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۸۱ رایانه عصر تا باستان دوران از الگوریتم ها:

دو پیر نوشته های در بار اولین مستندات، طبق که فرما قضیه و است) شده آورده باستان، چین ریاضیدان ، میلادی)

را کاربردی مسائلی می توان آنها با و شده اند طراحی است شده آورده فرانسوی، ریاضیدان ، (۱۶۶۵ –۱۶۰۱) فرما۳۱

کرد. حل سریع تر بسیار

سنگ ریزه از الگوریتم ها: «تاریخ عنوان با فرانسوی زبان به اختصاصی کتاب یک فقط تاکنون الگوریتم ها تاریخ زمینه در

ارزشمند گرچه کتاب این .[۳] است شده ترجمه نیز انگلیسی زبان به کتاب این البته است. شده منتشر ریزتراشه» تا

معرفی به عمدتاً و است گرفته نادیده را گراف الگوریتم های مانند الگوریتمی حوزه های از بعضی اما است، خواندنی و

پرداخته الگوریتم ها درباره تاریخی بحث های به مفصلا که دیگری خاص کتاب ظاهراً است. پرداخته عددی الگوریتم های

جلد چهار مثال، عنوان به یافت. مختلف مقالات و کتاب ها در را پراکنده ای نکات چنین باید و است نشده منتشر باشد،

الگوریتمی کشفیات درباره ارزشمندی اطلاعات حاوی [۱۳ ،۱۲ ،۱۱ ،۱۰] رایانه ای» برنامه نویسی «هنر معروف کتاب

الگوریتم» طراحی «راهنمای کتاب الگوریتم، درسی کتاب های میان در است. رایانه اختراع از بعد عصر تا باستان زمان از

در که است [۱۹] کتاب جذاب، کتاب های از دیگر یکی است. پرداخته تاریخی نکات ذکر به کتاب ها بقیه از بیشتر [۲۰]

درباره سودمندی تاریخی نکات حاوی و است، شده منتشر برجسته رایانه دان ۱۵ کشفیات و زندگی درباره ۱۹۹۵ سال

می توان دیگر، مثالی عنوان به شده  اند. کشف رایانه اختراع از بعد عصر اول دهه پنج در که است الگوریتم  هایی از تعدادی

کتاب خواندن شوند، آشنا تاریخی، جنبه از چه و آموزشی جنبه از چه الگوریتمی، معماهای با می خواهند که کسانی به

کرد. پیشنهاد را [۱۵] الگوریتمی» «معماهای بی نظیر
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Abstract. In this paper, we examine seven old and prominent algorithms
that were discovered centuries before the invention of computers. The main
purpose of selecting and introducing these algorithms is to show that algo-
rithms have implicitly attracted the attention of mathematicians since ancient
times, and that the concept of algorithm did not emerge only with the inven-
tion of computers. This manuscript enables readers to look at algorithms from
a historical perspective and see part of the path algorithmists have traveled
over the past 4000 years. Assuming that most readers of this paper are en-
thusiasts who have just started learning algorithms, in addition to mentioning
historical notes, we also discuss the educational and practical aspects of these
seven algorithms. From an educational perspective, the design process of the
seven algorithms based on mathematical arguments is explained. From a prac-
tical perspective, the implementation of the seven algorithms in the Python
programming language is explained. Finally, several comments and suggestions
are provided for those who want to deal with algorithms more closely from a
historical perspective.
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